la géométrie grecque, sauvegardée pendant le Moyen-Age grice aux Arabes et se répandant
en Italie 4 la Renaissance. Il transmet cette connaissance millénaire & Diirer qui & son tour la
diffusera au Nord de Alpes ! Un moment historique dont nous sommes témoins en regardant
cette peinture !
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Une histoire des approximations successives :
des équations numériques aux équations fonctionnelles

TOURNES Dominique!
IUFM de la Réunion (France)

Abstract

Faire un essai, observer attentivement ce qu’il advient et corriger sa stratégie en con-
séquence : voici sans doute la démarche la plus naturelle qui soit pour résoudre un prob-
1éme. Tout apprentissage n’est-il pas le fruit d’une suite consciemment organisée d’ “essais-
erreurs” 7 En mathématiques, la méthode des approximations successives apparait comme
une formalisation de ce schéma général d’action. Une équation de nature quelconque peut
toujours s’écrire sous la forme z = ¢(z), ol z est un élément inconnu appartenant a un
ensemble donné et ol y est un opérateur agissant sur cet ensemble. La valeur de = semble
irrémédiablement hors d’atteinte puisqu’elle s’exprime en fonction d’elle-méme. Comment
sortir de ce cercle vicieux ? Imaginons qu’un certain raisonnement ait conduit a considérer
comme intéressante une valeur approchée z; de z. Il peut étre tentant d’appliquer & z;
I’opérateur ¢ de maniére & obtenir la valeur corrigée 22 = ¢(z1) . Le miracle est de con-
stater que, souvent, zo est une valeur plus précise que z;. II parait alors presque naturel
de recommencer ce calcul auto-correctif une fois, deux fois, etc., puis, si I’on ose franchir
I’obstacle conceptuel, une infinité de fois, afin de parvenir & une solution qui n’a plus be-
soin d’étre corrigée, c’est-a-dire a la solution exacte. Face & une telle conclusion, Gaston
Bachelard, qui a étudié la méthode itérative du point de vue épistémologique, n’a pas caché
son étonnement : “ainsi, parti de n’importe oil, en substituant n’importe quoi, par le seul
jeu du systeme lui-méme on arrive A sa solution”?. Il reste toutefois a préciser la nature de
ce qu’on entend par “solution” : s’agit-il d’une solution donnée a priori dont on construit
des valeurs approchées aussi précises que I’on veut, ou bien est-ce le processus itératif lui-
méme qui définit un objet de type nouveau qu’on peut regarder a posteriori comme étant
une solution ?

La méthode des approximations successives a été pratiquée sous des formes variées
depuis deux mille ans, d’abord pour les équations numériques, puis pour des équations
plus générales dans d’autres ensembles que les ensembles de nombres. Pendant 1’atelier
de P'université d’€té, nous avons tenté de faire revivre cette longue histoire & travers la
lecture de textes originaux. En raison de la durée limitée dont nous disposions, il a fallu se
restreindre a la présentation d’un petit nombre de textes, choisis parmi les plus significatifs.
Le caracteére réducteur d’une telle démarche sera atténué, dans le compte rendu qui suit,
par I'insertion de nombreuses références bibliographiques permettant au lecteur intéressé
de donner par lui-méme davantage d’épaisseur a notre étude?.

'TUFM de La Réunion, allée des Aigues Marines, Bellepierre, 97487 Saint-Denis Cedex, et REHSEIS-CNRS,
37 rue Jacob, 75006 Paris. Courrier électronique : tournes@univ-reunion. fr.

2BACHELARD, 1973, p. 215.

3 Afin de ne pas trop alourdir cette bibliographie, nous ne donnerons pas de références primaires, sauf pour les
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1 Itérer les méthodes de fausse position

Dans une premiére partie, nous allons examiner les tentatives faites avant Newton pour
résoudre itérativement les équations numériques’. Ces tentatives, relativement nombreuses, se
rencontrent réguliérement dans les mathématiques grecques, indiennes, arabes et occidentales,
et peuvent étre placées dans la filiation directe des anciennes méthodes de fausse position.

a) Schéma de I’évolution de ’analyse numérique des équations f(z) = 0

La premiére étape est celle des équations linéaires, qui peuvent se mettre sous la forme
réduite ax = b (ici, f(z) = az — b). Dans les écrits mathématiques de toutes les civilisations,
on rencontre trés tot de nombreux problemes dont la formalisation modeme conduirait a ce
type d’équation. Ces problemes font I’objet d’un traitement arithmétique consistant a “tester”
d’abord une ou deux valeurs numériques particuliéres de la quantité inconnue, et a les “corriger”

ensuite par un raisonnement de proportionnalité pour en déduire la valeur exacte cherchée.

Dans la méthode de simple fausse position, on essaye une seule valeur z3, conduisant au
résultat b;. Des égalités az = b et azy = by, on tire Iil = %, soit ¢ = —bb% En revanche,
dans la méthode de double fausse position, on s’appuie sur deux essais x; et T3, ce qui mene,
en désignant par e; et e, les erreurs commises, aux égalit€s az1 = b+ ey et azy = b+ es.
Le plus souvent, on s’arrange pour que 1'une des erreurs soit positive et I’autre négative, d’ou
les expressions parfois rencontrées de “régle du trop et du pas assez”, “regle de P’excédent
et du déficit’, “regle de I’augmentation et de la diminution”, etc. En multipliant la premiére
des égalités précédentes par e, et la seconde par e;, puis en faisant leur différence, on obtient
a(esx; — e172) = b(ez — €1). En combinant avec az = b, il vient ez_:clfo:t; = ;;—;1, soit enfin
= &gi=ass

es—eq

T faut bien sir lire cette présentation des méthodes de fausse position avec les précautions
qui s’imposent. La forme algébrique modeme ne refléte en aucun cas les processus mentaux
sous-jacents aux textes anciens qui nous sont parvenus; elle masque notamment les difficultés
lides, d’une part a I’absence de notations littérales, d’autre part aux contraintes numeriques
(contraintes variables en fonction du systéme de numération et des techniques opératoires en
usage en un lieu et un temps donnés)?.

On peut analyser les méthodes de fausse position d’une autre maniete, en faisant appel ala
notation fonctionnelle f(z) = ax — b et 2 une interprétation géométrique (voir Figure 1).

textes étudiés pendant I'atelier. Le lecteur trouvera ces références primaires dans les bibliographies des références
secondaires auxquelles nous le renvoyons.

!Dans le cas des équations numériques, I’histoire de la méthode des approximations successives a donné lieu a
une littérature considérable, y compris ces derniéres années, ce qui montre que le sujet est loin d’étre épuisé. Pour
une premiére vue d’ensemble, se reporter 8 CHABERT ef al., 1994 ou a BAILEY, 1989.

2pour une histoire détaillée des méthodes de fausse position 2 travers des textes babyloniens, égyptiens, chinois,
indiens, arabes et européens, on pourra se reporter 3 CHABERT ef al., 1994, chap. 3 et & SPIESSER, 1982. Une
référence complémentaire intéressante est CHEMLA, 1997; on y découvre comment 1a méthode de double fausse
position, probablement née en Chine vers le début de notre ére, a pu étre transmise d’Orient en Occident.
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fow)

X2

fx)

FIGURE 1

Revenons d’abord (51 la méthode de simple fausse position et & son unique essai z;. De
s Lalitd e v flen=0 _ o o .
I’égalité des rapports ~-“— = q, ontite T = 71 — @ Pour anticiper sur la suite, nous nous
permettrons d’écrire le résultat sous la forme

f/(g;l)' (1>

De fagon analogue, en ce qui concerne la méthode de double fausse position et ses deux
essais z; et xp, I’égalité des rapports fa)—fes) %”‘—22 conduit a
X2

Z1—ZT2
_ f (952>
T= 02 T T fen (2)
To—T1

En adoptant les écritures (1) et (2), nous avons seulement voulu montrer que les anciennes tech-
niques arithmétiques de fausse position pouvaient étre placées a la source des idées dévelop-
pées ensuite pour la résolution numérique des équations quelconques. En effet, dans un second
temps, il est tentant de continuer a appliquer, face a une équation non linéaire f(z) = 0, les
algorithmes mis au point pour les équations linéaires. C’est le principe méme de 1’ interpolation
linéaire® : sur un petit intervalle, on peut faire comme si une grandeur quelconque variait
linéairement sans que cela entraine d’erreur grave.

Flx)

Fxs)

FIGURE 2

3Cette idée se rencontre trés t6t chez les astronomes babyloniens, qui dressent des éphémérides des corps
célestes et ont ensuite & interpoler entre deux valeurs consécutives de leurs tables. Voir NEUGEBAUER, 1957 et
surtout NEUGEBAUER, 1975. Une fois décrites en termes modernes, la méthode d’interpolation linéaire entre
deux valeurs d’une table (une valeur par excés et une valeur par défaut) et la méthode de double fausse position
(régle de I’excédent et du déficit) semblent voisines, voire identiques. Pourtant, elles sont probablement le fruit
de deux traditions historiques longtemps indépendantes, la premiére se développant pour les besoins des calculs
astronomiques, et la seconde en réponse aux problémes concrets des comptables ou des marchands.
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Si I’on connait seulement un point (z;, f(x;)), on peut remplacer la courbe par sa tangente
en ce point (voir Figure 2); la valeur exacte = de la racine est alors approchée par

/ S(z1) ) 1n

De fagon analogue, si 1’on connait deux points (z1, f(21)) et (z2, f(22)), on peut remplacer
la courbe par la sécante joignant ces deux points, d’ott la seconde approximation

f(zZ) i
rr g =y — TR (2)

T2—T1

Ainsi, par ces processus de correction de Ia (ou des) valeur(s) fausse(s) dont on était parti,
on obtient une nouvelle valeur approchée meilleure —en général— que la (ou les) précédente(s).
Ces méthodes de fausse position généralisée (au sens ol elles ne sont plus appliquées a des
problémes du premier degré) apparaissent, sous une forme ou sous une autre, dans de nom-
breux textes de diverses civilisations et de diverses époques, mais, presque toujouts, on s’y
contente d’une seule correction. Ce qui est plus rare —et ¢’est ce qui va nous intéresser dans cet
article—, ce sont les textes dans lesquels on trouve I'idée d’itérer la correction, autrement dit le
fondement d’un algorithme permettant d’ obtenir des valeurs approchées aussi précises que T'on
veut.

Litération de la formule de correction (17) conduit & la méthode de Newton-Raphson, mét-
hode & convergence rapide d’ordre 2, définie par

Ty
Tp+1 = Xp — ;‘,((a:;)
La formule de correction (2°), quant 2 elle, peut §’itérer de deux fagons. Selon que 1'on
adopte une récurrence simple ou double, on obtient la méthode de Lagrange (d’ordre 1) ou la
méthode de la sécante (d’ordre le nombre d’or (1 -+ +/5)/2), définies respectivement par

T1, T2 T1, T2
. S N
Tnit = T~ ey g | el T In T TEn-iea

Tn -] Tn—Tn-1

Outre ces trois schémas issus des anciennes techniques de fausse position ou d’interpolation,
il peut apparaitre des schémas plus généraux nés de la transformation, par un procédé quel-
conque, de I’équation  résoudre f(x) = 0 en une équation & point fixe g(z) = z. Le processus
&’ approximation est alors décrit par la suite récurrente

x1
Tptr = g(@n).

Nous allons maintenant analyser quelques textes illustrant I’émergence historique des tech-
niques précédentes. Ces textes sont empruntés aux mathématiques grecques, arabes et indi-
ennes.

b) Texte 1 : Héron &’ Alexandrie, I°" siécle

Héron vivait 2 Alexandrie, au I¥* siecle de notre &re. Ses principaux écrits, retrouvés a
Constantinople en 1896, s’intitulent Les Métriques et La Dioptrigue. Ce sont des manuels de
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mathématiques destinés 2 des mécaniciens et des ingénieurs. L’extrait suivant des Métriques®,
qui présente le calcul approché de /720, est incontournable : ¢’est, semble-t-il, le premier texte
connu dans lequel on rencontre le schéma des approximations successives.

Puisque 720 n’a pas de c6té rationnel, nous extrairons le coté avec une trés petite différence de la
fagon suivante. Comme le premier nombre carré plus grand que 720 est 729 qui a pour coté 27,
divise 720 par 27; cela fait 262; ajoute 27, cela fait 532; prends-en la moiti¢, cela fait 261 1. Ainsi
donc le coté de 720 sera trés proche de 26 §. En fait, 263 & multiplié par lui-méme donne 7202,
de sorte que la différence est §1§ Si nous voulons rendre cette différence inférieure encore a %,
nous mettrons 7' 20% trouvé tout a I'heure & la place de 729 et, en procédant de la méme fagon, nous

trouverons que la différence est beaucoup plus petite que %

Les calculs de Héron peuvent étre résumés ainsi :

1 /720 11
5 <— + 27) = 2655 ~ 26, 83333333;
0

26— = .
61932 26,83281574

1 1) _ 1609

Sachant que /720 ~ 26, 83281573, on constate que la méthode est excellente. Bien que
Héron s’en tienne a une seule itération, sans doute parce que la précision obtenue est d’ores
et déja suffisante pour les besoins de la pratique, le texte contient implicitement 1’idée que I’on
pourrait continuer, avec, a chaque étape, une erreur beaucoup plus petite que précédemment. 11
serait abusif d’y voir un algorithme infini au sens moderne du terme mais il s’agit malgré tout
d’un processus “potentiellement infini”” en ce sens qu’il peut étre appliqué un nombre fini de fois
aussi grand que nécessaire, jusqu’a ce que 1’on obtienne la précision souhaitée. L algorithme
s’écrit

Xy = 27

_ 1 {720 _ 22720
Tntl 2 (?J + an) = Tn = T

|

SiT’on considere que I’équation a résoudre est f(z) = 0, avec f(z) = 2% — 720, on observe
que Tpi1 = Zn — f(zn)/f'(@,). Le procédé de Héron apparait donc & nos yeux comme un cas
particulier de la méthode de Newton mais, bien entendu, Héron ne connaissait pas la notion de
dérivée | Nombreuses sont les hypotheses sur le raisonnement qui a pu conduire a la mise au
point d’un tel algorithme®, Notons o une valeur approchée par exces de /A, et désignons par e
Perreur commise. Si a est trés proche de /4, e est petit, d'ott A = (¢ — e)? = a? — 20e +€? ~
a® — 2ae. On obtient alors e = “22;‘4, soit vA ~ a— “22;’4 = %(§ +a), et on retrouve la formule
du texte. Ce raisonnement par linéarisation, équivalent a la méthode moderne de Newton, est
des plus séduisants mais on ne peut pas savoir §’il traduit correctement la pensée de Héron.
Connaissant le gofit des Grecs pour la théorie des “médiétés”, voici une autre possibilité : a
est une valeur approchée par excés de /A, donc f en est une valeur approchée par défaut, et

/A est la moyenne géométrique de ces deux valeurs (v'A = 1/4 x a); il est alors tentant de

endr oximats T 1A
prendre comme nouvelle approximation la moyenne arithmétique 3(£ + a).

“Texte grec dans HERON D’ ALEXANDRIE, 1903, Livre I des Métriques, p. 18-20. Nous avons repris la
traduction frangaise de J.-P. Levet (CHABERT et al., 1994, p. 231).

30n trouvera une analyse fine de la méthode de Héron dans CAVEING, 1998, chap. 1. Caveing soutient que
cette méthode était connue des Babyloniens et des Grecs bien avant le premier si¢cle, et qu’elle a pu jouer un réle
dans la découverte de I’irrationalité.
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La méthode de Héron se retrouve ensuite régulierement, sous diverses formes, dans des
textes alexandrins, arabes, byzantins et européens. Chez les mathématiciens arabes®, qui ont
approfondi les algorithmes numériques grecs et indiens, on rencontre, a coté de 1’ approximation
de Héron VA ~ a + A’QQ, une autre approximation, qualifiée de “conventionnelle” : VA =~

2a
—a2 s N . . s .
a+ ’;‘a 7~ Cette derniére formule correspond & une interpolation lincaire entre deux entiers
Sonti pr— s anr 1 éoalité A—a? _ . _ _a’=A 2me
consécutifs @ et @ + 1, ainsi qu’on le voit sur 'égalité a + 5575 = a —?3)?—_-“7 Au XII
afl)—a

siecle, al-Samaw’al, dans son Traité d’arithmétique, généralise le résultat au calcul d’une racine
'

n¢ en proposant &’itérer la formule VA at in—“‘_j—m, formule que nous pouvons aussi €crire
k=0 ~'n

sous la forme VA = a — -—————(aﬂ;fw _ Chez al-Samaw’al, idée des approximations successives
(a¥1)—a

est extrémement claire, puisqu’il écrit : “Nous pouvons ainsi obtenir des quantités rationnelles

dont le nombre est infini et dont chacune est plus proche que celle qui la précede de la quantité

que 1’on cherche a approcher”.
¢) Texte 2 : Paramesvara, XVeme sigcle

Faisons maintenant une incursion dans 1 astronomie indienne. Comme les Arabes, les Indi-
ens ont hérité des techniques d’interpolation de I’astronomie babylonienne et grecque (nombre
de leurs travaux se situent dans la lignée de I’Almageste de Ptolémée). Dans les traités as-
tronomiques indiens, il apparait des le yéme gixcle des techniques itératives pour résoudre des
équations, avec des calculs reposant souvent sur des procédés de simple ou double fausse po-
sition”. Le texte suivant® est dfi 3 Paramegvara (environ 1380-1460), un éleve de Madhava,
astronome renommé de Kerala. C’est un extrait du Siddhantadipika, commentaire d'un com-
mentaire (sic) du Mahabhdskariya de Bhaskara I L objectif est de calculer le sinus d’un angle
donné.

Le sinus peut étre obtenu & partir de I’arc au moyen d'une méthode dite “sans différence”.

On doit prendre la moitié de I"arc donné, puis la moitié du résultat, et ainsi de suite, I1 faut continuer
a diviser par deux jusqu’a ce que le résultat soit plus petit que 1/300 du quadrant. Alors Ia corde de
T’arc divisé est égale a cet arc.

En raison de la petitesse du sinus-verse, le sinus aussi est presque égal a cet arc. Le cosinus est
calculé au moyen du sinus, et le sinus-verse a partir du cosinus. De proche en proche, la racine
carrée du carré de la corde diminué du carré du sinus-verse est le sinus corrigé et, & partir de 13, le
cosinus est calculé puis,  partir du cosinus, le sinus-verse.

La racine carrée de la différence des carrés de la corde et du sinus-verse est Ie sinus corrigé; et, en
ayant fait ceci sans cesse, on peut rendre le résultat indiscernable.

Le sinus itéré, multiplié par deux, est la corde précise du double de cet arc. Et le sinus est obtenu
ainsi :

Si on suppose que le sinus est la corde diminuée de quelque chose (ou si on choisit que le sinus est
1a corde diminuée par la différence entre la corde et son arc, multipliée par 30 et divisée par 11), le

6Se reporter 3 RASHED, 1984, p. 115-120 ou & RASHED, 1997, p. 61-67.

7Pour des approximations successives analogues dans I’astronomie occidentale, en particulier au XIV™® sie-
cle, on pourra consulier MANCHA, 1998. Dans GLUSHKOV, 1976 est défendue la thése selon laquelle Leonardo
Fibonacci aurait lui aussi conduit certains calculs en itérant la méthode de double fausse position.

8Ce texte est étudié dans PLOFKER, 1996, olt on le trouvera en sanskrit. La traduction frangaise est de nous, a
partir de la traduction anglaise de Plofker.
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cosinus et le sinus-verse sont obtenus a partir de 1a. Et le sinus est la racine carrée de la différence

des carrés de la corde et du sinus-verse. On doit corriger ceci itérativement. Ce sinus, multiplié par
deux, est la corde du double de Iarc.

D i ’ i

: e cette fagon on peut obtenir la corde de I'arc successivement doublé et son sinus corrigé itéra-
tivement, jusqu’a ce qu’il en résulte le sinus désiré de I'arc donné. De la méme fagon, le cosinus se
déduit de I’arc complémentaire de la méme maniére.

Cette correction itérative entraine souvent beaucoup de répétitions. On explique donc une certaine
méthode pour accélérer la correction :

La racine carrée de la somme des carrés du sinus et du sinus-verse est la corde. On peut déduire Ia
corde de chaque sinus et sinus-verse.

A chaque étape, la différence entre les deux cordes précédemment obtenues est le “diviseur”, et le
‘multiplicateur” est la différence entre les deux précédents sinus-verses.

La différence entre la corde donnée et la corde produite a I’étape précédente est le “multiplicande”
Le résultat obtenu est successivement ajouté ou retranché du sinus-verse précédemment obtenu.
La régle est la suivante : quand la corde résultant du sinus donné est plus grande que la corde;
précédemment obtenue, elle est ajoutée; sinon, retranchée. Ceci donne la correction du sinus-verse.
et le sinus en est déduit comme auparavant. Y

Quand on a calculé 1a corde et le sinus-verse et ainsi de suite par la méthode décrite, on doit corriger
itérativement. Alors la correction est rapidement réalisée. -

Introduisons quelques notations. Les lignes trigonométriques indiennes correspondent 3
un ce.rc]e de rayon R donné; nous les noterons avec une majuscule pour les djstiﬁ uer d .
fonctions modernes associées a un cercle de rayon unité, Les fonctions sinus cosinui sinuzf
verse et corde, dont il est question dans le texte, seront donc définies respe,zctivemer’nt (voir
Figure 3) par Sin § = Rsin6, Cos § = Rcosf, Vers § = R— Cos § = R(1 — cos ) et Cord

0 = \/Sin®6 + Vers*§ = 2Sin £.

R
ord 8
Sin ©
[$]
Cos 0 Vers
FIGURE 3

Soit a calculer Sin ¢ pour un angle § donné. On détermine d’abord un entier p tel que

) 920°
b < B / 1id&rar
2 = 500 - 1§ . On peut considérer que la valeur de Cord £ est connue puisque, pour un
o SN .- ’
gle aussi petit, la corde s’identifie & 'arc (on vérifie effectivement que 300 ©t 2sin(%)

coincident jusqu’a la huititme décimale). On calcule alors Sin 5% a partir de Cord £ par un
2P

processus itératif que nous décrirons plus loin. Une foi J : in £ i
P . fois calculée la valeur de Sin 555 la relation

A in £ ’ i
Cordz= = 2 Sin 3; permet d’obtenir la valeur de Cord 2;79_1- On applique a nouveau le
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processus itératif pour déterminer Sin Q;L_] a partir de Cord Ef—q, et on recommence : de proche
. . . 2] .
en proche, on obtient les valeurs de Sin QPL_?, ..., Sin 3 et Sin 6.

A chaque étape, le probléme est de déterminer le sinus d’un angle donné « a partir de sa
corde. Cela se fait par le schéma de calcul Cos o = \/ R? — Sinq, Vers o = R — Cosa et Sin
a = +/Cord®a — Vers?q, autrement dit par 1’équation 2 point fixe

2
Sin o = \/ Cord®r — (R ~ VR = Sin2a> ,

Notons C' la corde connue de «. Sil’on tient compte de la valeur initiale proposée par le
texte’, 1a valeur de Sin « est finalement calculée a I’aide des approximations successives

Uy

C—2(Ra-C)
\/02- (R- VR —ug)z.

11 est ais€ de vérifier que la méthode converge pour un angle o inférieur a 60°. Lorsque
I’angle s’approche de 60°, la convergence est de plus en plus lente, ce qui amene notre as-
tronome indien & proposer une méthode d’accélération de convergence. La méthode accélérée
porte cette fois sur le calcul de Vers o (ce qui équivaut au calcul de Sin « puisque Cord

a = v/Sin®a + Vers®a). Si on note Vers, et Cord, les valeurs du sinus-verse et de la corde
calculées a chaque étape, 1’algorithme présenté par le texte peut s’écrire '’

(C — Cord,)(Vers, — Vers,_1) Vers (C = Cord,,)
«d. — Cor = n T (0=Cord)~(¢=Cord. 1) *
Cord,, — Cordn ( Versj—(Versn_l *

Un+1

Vers,, 1 = Vers, +

Remarquons que

C—Corda = C—+/Sin*a + Vers’a = C— \/R2 — (R — Vers a)? + Vers’a. = C—v/2RVers a.

En introduisant la fonction f(z) = C — v/2Rz et en réutilisant les deux valeurs initiales
issues du premier algorithme, I’algorithme accéléré s’écrit donc
v o= JOT—ud, vy = /C? — i}

fun)
Un — Wﬁém

Vn=Vn—1

Il

Un-+1

On reconnait exactement la méthode de la sécante, dont la convergence est effectivement
plus rapide que la méthode ordinaire des approximations successives. En guise \d’ illustration,
nous avons testé les deux algorithmes de Parame$§vara pour un angle de 45°. A la précision
1078, les valeurs correctes sont sin 45° =~ 0, 707107 et Vers 45° =~ 0,292893. Voici maintenant
les valeurs fournies par les deux algorithmes du texte :

9Cette valeur initiale n’est autre, sans doute, qu’une ancienne formule empirique reliant la corde et le sinus.
Comme elle fournit déja une assez bonne valeur approchée, il est naturel de s’en servir pour initialiser le processus
itératif. Dans le cas particulier du premier calcul (celui de Sin -295), la corde n’est pas connue mais nous avons vu
qu’on pouvait considérer, sans perte significative de précision, que C' = Rq; la valeur initiale devient donc, tout
simplement, u; = Ro.

101 .a notation algébrique moderne permet de donner une seule formule 12 ot le texte indien doit énoncer deux
regles selon le “signe” de la correction  effectuer.
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uy = 0,710736; uz = 0,705585; uz = 0, 707734; ug = 0, 706846;
us = 0,707215; ug = 0,707062; u7 = 0, 707125; ug = 0,707099;
ug = 0,707110; uyo = 0, 707105; 13, = 0,707107.

vy = 0,283973; v, = 0,296541; 03 = 0,292021; v, = 0, 292893.

En définitive, ce texte témoigne du haut niveau atteint par les astronomes indiens dans le
domaine du calcul numérique. On appréciera notamment la clarté et la précision du langage
utilis€ par I’auteur pour décrire, en I’absence de toute notation symbolique, des algorithmes tres
élaborés.

d) Texte 3 : Qadi-Zada, XV™e sizcle

Chez les Arabes, on a retrouvé des traces de calculs itératifs dés le IX®™€ gjecle : Habash
al-Hasib, un contemporain d’al-Khwarizmi, traite par approximations successives une équation
transcendante de la forme ¢ = z—esin z, oli £ et ¢ sont donnés (en 1618, Kepler a lui aussi résolu
par un procédé itératif une équation analogue pour établir ses célebres Tubles rudolphines').

Toujours chez les Arabes, le mathématicien al-Kashi, qui vivait 3 Samarkand dans Ia pre-
midre moiti€ du XVe™e gizcle, a développé un procédé original d’itération pour le calcul de
sin 1°. Depuis Ptolémée, ce calcul était une étape délicate et incontournable dans la confection
des tables trigonométriques'?. Al-Kashi part de la formule sin 3 = 3sin o — 4 gin® o, for-
mule qui fait apparaitre sin 1° comme solution de 1’équation 3z — 4z3 = sin 3°, L’équation,
mise sous la forme z = i*;z—g, fait ensuite 1’objet d'un traitement consistant a “extraire” un
a un les chiffres successifs (en numération sexagésimale) de la racine. L”ouvrage d’al-Kashi,
intitulé Sur la corde et le sinus, 0’a pas €t€ retrouvé, mais Ia méthode de caleul de sin 1° nous
a cependant €t€ transmise car elle est décrite par Miram Shalabi (un astronome ayant vécu en
Turquie au début du XVI*™® siacle) dans ses Regles des opérations et correction des tables.
Par chance, on a trouvé récemment un traité de Qadi-Zada (le grand-pere de Shalabi), intitulé
Traité sur la détermination du sinus d’un degré, qui donne de la méthode une description issue
plus directement de I’enseignement d’al-Kashi. En voici un extrait!3.

On divise d’abord quelques chiffres du nombre par le nombre des choses. On forme le cube du
quotient et on I’ajoute au reste du nombre. On divise encore une fois leur somme. On forme le
cube de la somme des deux quotients et on ajoute son excés par rapport au cube obtenu d’abord au
reste de la somme. On divise ensuite leur deuxidme somme encore une fois. On forme le cube de
la somme des quotients et on ajoute I'excés de ce cube par rapport au cube de la somme des deux
quotients au reste de la deuxiéme somme. On divise ensuite encore une fois la troisiéme somme
et on procede comme auparavant. L opération est terminée dés que 1’on arrive 2 ce que ’on peut
négliger.

10 trouvera le texte de Kepler et une analyse dans CHABERT ef al., 1994, p. 250-254.

2Les formules d’addition et de duplication permettent de calculer directement sin3° & partir des lignes
trigonométriques connues de 30° et de 36° : il suffit de remarquer que 3° = (36° - 30°) /2. Par contre, il n’existe pas
de méthode analogue pour sin 1°; dans ce cas, on doit nécessairement faire appel 4 un procédé de calcul approché.

La traduction frangaise est tirée de YOUSCHKEVITCH, 1976, p. 176. Pour d’autres études sur la méthode
d’al-Kashi, voir AABOE, 1954 et RIAHI, 1995.
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Dans ’équation x = 2 ou pr = g+ 2°, g est le “nombre” et p le “nombre des choses -

La quantité inconnue , ¢’est-a-dire les “choses”, est cherche§ sous lli forme a+b+c+-- s ou

a,b,c,. .. sontles chiffres successifs de = en unités sexagésimales'*. On peut alors expliquer
le texte de 1a facon suivante :

o Premidre étape : x étant trés petit (c’est le sinus de 1°), son cube est négligeable et on
peut considérer que T = a + ... = ﬂi’;”ﬁ R 1%. Le chiffre ¢ s’obtient donc comme le
premier chiffre de la division de ¢ par p.

o Deuxiéme étape : sachant 3maintenzamt que z = a, on pP;ut écrire (d_eafaigan plus p'récise
quez=a+bt = -‘l‘zi = H donb+ = “;“ — g = lzepte LIt Le chiffre b

est ainsi le premier chiffre de la division de (¢ — ap) + a® par p (les parentheéses se“rvent
seulement A indiquer que la quantité ¢ — ap n’est pas recalculée ici, puisque ¢ e/st le “reste
du nombre”, autrement dit le reste de la division effectuée lors de la premiere étape).

e Troisi®me étape : on recommence le processus avec la nouvell(e ap)groximation z ~ a+b
P _ q+a® _ gt(atb [P P
De facon analogue, il vientz = a +b+c+ - = j—:—— ==, d’ou ’on déduit que
PATTRPRRY & s ) M (g=apta®-bp)+(ath)’ =" e qui permet de calculer le chiffre
) P

¢ (2 nouveau, on remarque que la quantité ¢ — ap + a3 — bp est le reste de la division
effectuée lors de 1’étape précédente).

11 est loisible de continuer ainsi pour obtenir autant de chiffres que nécessaire. Abstr:éctlon
faite des problémes techniques de calcul li€s a1 utilisation du systéme sexagésimal, I’algorithme
d’al-Kashi peut se résumer par la suite récurrente

T =0
_ gkl
Tny1 = T
Cette idée d’“extraire” I'un aprés I’ autre les chiffres successifs de la racine d’une équation,
un peu comme on le fait dans les procédés classiques d’extraction des racines carrées ou cu-
biques, n’est pas vraiment nouvelle, au XV siécle, dans les mathématiques arabes._ (_)n la
rencontre déja trois sigcles plus tot dans le Traité des équations de Sharaf al-Din al-T}lsl. Ce
dernier ouvrage contient en particulier un procédé de résolution numérique des équations du
troisieme degré'® qui s’apparente assez étroitement a celui qui sera expose plus tard par New-
ton.

2 Le génie de Newton : des équations numériques aux équations fonction-
nelles

Ainsi qu’il vient d’étre dit, Newton n’est pas I'inventeur de la méthode qui porte son nom.

On sait maintenant que son ceuvre dans le domaine de la résolution numérique des équations
ie3 : eme i "

est I"aboutissement d’une longue tradition, commengant au moins au XII siécle avec Sharaf

14]] s’agit 1a d’un abus de notation destiné 2 alléger les écritures. 1l fezmt compren(;re que, si I'écriture réelle en
base soixante de sin 1° est 0; o, 3,7, ..., alorsa = @.6071,b=5.60"%,c= fy‘GAO (R .

158ur les algorithmes numériques de Sharaf al-Din al-Tusi, la référence qui s impose est RASHED, 198 )
chap. II. Dans HOUZEL, 1995, on trouvera un complément intéressant permettant de bien comprendre en quoi
Ies catculs du mathématicien arabe préfigurent ceux de Newton.
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al-Din al-Tasi, et se poursuivant ensuite chez les mathématiciens arabes puis européens, avec
notamment Viete (1600), Kepler (1618), Harriot (1631) et Oughtred (1652). D’ailleurs, dans
une lettre & Oldenbourg du 26 juin 1676, Newton indique lui-méme que, pour sa part, il s’est
inspiré des travaux de Viéte et d’Oughtred!®,

a) Une méthode universelle pour toutes les équations

Un exposé détaillé de la méthode de Newton se trouve dans La méthode des fluxions et des
suites infinies', traité achevé dés 1671. On peut y lire ceci :

I1 faut que nous entrions dans un détail un peu plus grand pour expliquer comment on doit réduire
les racines de ces équations a des suites infinies, car ce que les géometres nous ont donné sur
les équations en nombres est extrémement embarrassé et chargé d’opérations superflues, de sorte
qu’on ne peut prendre sur cela un bon modele pour faire les mémes opérations en especes. Je ferai
done voir d’abord comment se doit faire en nombres la réduction des équations affectées, et ensuite
i appliquerai la méthode aux espéces.

L extrait est des plus explicites quant aux objectifs de I’auteur : en ce qui concerne les “équa-
tions en nombres” (les équations numériques), Newton ne prétend pas apporter quelque chose
de fondamentalement nouveau, si ce n’est clarifier et simplifier la démarche “embarrassée” de
ses prédécesseurs; par contre, il se propose d’étendre le procédé des approximations successives
aux “équations en especes”, ¢’est-a-dire aux équations littérales.

Le but annoncé est des plus ambitieux : disposer d’une méthode universelle pour résoudre
toutes les équations, qu’il s agisse d’équations numériques f(z) = 0, d’équations fonction-
nelles simples f(z,y) = 0 reliant deux quantités inconnues, ou méme d’équations fonction-
nelles plus complexes f(z,y,,y) = 0 faisant intervenir, en outre, les “fluxions” des quantités
inconnues®® (dans les deux derniers cas, il s’agit bien d’une équation fonctionnelle dans la
mesure ol la résolution consiste a tenter d’exprimer I'une des quantités inconnues en “fonc-
tion” de 'autre). L’idée de base de la technique utilisée est d’effectuer les opérations lit-
térales de I'algebre 2 1’aide des suites'® infinies, de 1a méme fagon qu’on effectue les opérations
numériques de I’arithmétique au moyen des fractions décimales. Au développement décimal
d’un nombre correspond formellement le développement en série d’une expression littérale.
Une réflexion en profondeur sur les anciennes méthodes d’extraction des chiffres successifs de
la racine d’une équation numérique (que ce soit en base 10 ou en base 60) a conduit Newton
a imaginer un processus analogue pour les équations fonctionnelles : la fonction inconnue est
cherchée sous la forme d’une série de puissances de la variable indépendante, et les termes
successifs de la série sont extraits un a un.

16Sur la fagon dont Newton a étudié les travaux de ses prédécesseurs, et sur ses tentatives antérieures a 1671, on
pourra consulter YPMA, 1995.

"NEWTON, 1671. Dans la suite, nous nous référerons 2 la traduction frangaise du Marquis de Buffon.

%Dans la conception de Newton, les fluxions & et ¢ représentent les variations instantanées des grandeurs
variables et y par rapport 2 une grandeur de référence variant uniformément, et qu’on peut supposer étre le temps
t. Avec les notations de Leibniz, on aurait & = d/dt et = dy/dt. Le quotient §//4 représente alors la dérivée
dy/dx de y par rapport & , notée aujourd’hui 3. Lorsqu’on suppose que x est la variable de référence, il vient
tout simplement £ = 1 et y/& = g.

19 Au XVIP™ sigcle, le mot “suite” est employé avec le sens actuel de “série”.
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Afin d’illustrer cette généralisation audacieuse, nous allons commenter trois extraits de La
méthode des fluxions®®, traitant tour  tour d’une équation numérique, d’une équation fonction-
nelle ordinaire et d’une équation différentielle.

b) Textes 4, 5, 6 : Newton, 1671

Le premier exemple est une équation numérique du troisieéme degré. Dans le texte original,
les calculs sont disposés dans un tableau que nous n’avons pas reproduit ici.

Soit I’équation y® — 2y — 5 = 0 a réduire en suite infinie; prenez un nombre comume 2, qui ne differe
pas d’une de ses dixi¢mes parties de la vraie valeur de la racine, et faites 2 + p = y, substituez
2 + p pour y dans I’équation donnée, et vous aurez p® + 6p® + 10p — 1 = 0, dont il faut chercher
la racine pour I'ajouter au quotient; rejetez p® + 6p°  cause de sa petitesse, il restera 10p —1 = 0,
oup = 0,1; ce qui est trés prés de la vraie valeur de p; ¢’est pourquoi, I’écrivant au quotient, je
fais 0,1 + ¢ = p, et substituant comme auparavant, j’ai g%+ 6,3¢% + 11,23¢ + 0,061 = 0;
négligeant les deux premiers termes, il reste 11,23¢ + 0,061 = 0,oug = —0,0054 a peu prés
[-+-]. Fécris donc —0,0054 dans le quotient, mais au-dessous parce que ce terme est négatif, et
supposant —0,0054 + r = g, je substitue comme auparavant, et je continue ainsi 1’opération aussi
longtemps qu’il convient [- - - ].

L’équation s’écrit f(y) = 0, avec f(y) = y3 — 2y — 5. Newton prend comme premiére
approximation y; = 2, sans doute apres avoir constaté que f(2) < 0, que f(3) > 0, et donc
que la racine se trouve entre 2 et 3. L’idée générale est alors de chercher la racine sous la
forme d’une “suite infinie” y = 2 4+ p+ ¢+ r 4 - - -, dont chaque terme est petit par rapport au
précédent. Pour trouver la seconde approximation y, = 24 p, on écrit que f(2+p) = 0, égalité
qui devient 10p — 1 = 0 aprés suppression des termes négligeables en p? et en p°. Ainsi que le
remarquera Joseph Raphson?! en 1715, cette linéarisation de 1’équation revient a déterminer p
par I'égalité f(2) + pf’(2) = 0, desorte que yo = 2+ 0,1 = 2 — % De méme, si on pose
ensuite y3 = 2, 1 + ¢, I’équation obtenue par Newton pour la détermination de ¢ n’est autre que
f(2,1) + ¢f'(2,1) = 0. Gréce a la remarque de Raphson, le processus assez lourd décrit par
le texte (a chaque étape, changement d’inconnue et linéarisation de la nouvelle équation) peut
étre ramené au schéma itératif simplifié€ utilisé aujourd’hui :

no o= 2
Bt = U= FES

Pendant longtemps, les deux méthodes, celle de Newton et celle de Raphson, ont été ex-
posées comme si elles étaient distinctes. C’est Lagrange, en 1798, qui mettra définitivement en
évidence le fait que “ces deux méthodes ne sont au fond que la méme présentée différemment”.
Depuis, on a pris I'habitude de parler de la “méthode de Newton-Raphson’??,

2Ces extraits se trouvent respectivement p. 7, p. 12 et p. 34.

2 Sur les travaux de Raphson, voir CHABERT ef al., 1994, p. 201-204.

2Dans YPMA, 1995, on apprend que Thomas Simpson a joué un role non négligeable dans la mise au point
de la version définitive de la méthode. Alors que Newton et Raphson conduisaient des raisonnements purement
algébriques, Simpson a, le premier, fait intervenir explicitement le calcul des fluxions. Cependant, Lagrange,
dans son Traité de la résolution des équations numériques (publié en 1798), n’a fait référence qu’a Newton et &
Raphson. De méme, Fourier, dans son Analyse des équations indéterminées (publiée en 1831), a seulement parlé
de “la méthode newtonienne”. On comprend donc pourquoi le nom de Simpson a ensuite été oubli€,
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Sans nous attarder davantage sur cette méthode de résolution numérique des équations qui,
comme tout le montre depuis le début de cet article, est 1’aboutissement de deux millénaires
d’efforts continus®®, passons & ce qui constitue I’apport original et exceptionnel de Newton : la
résolution approchée des équations fonctionnelles. L'extrait suivant de La méthode des fluxions
explique tout d’abord comment il fant procéder dans le cas d’une équation fonctionnelle simple,
c’est-a-dire sans fluxions (comme pour 1’extrait précédent, nous n’avons pas reproduit le tableau
dans lequel sont organisés les calculs).

Soit donc pour exemple 1'équation y* -+ a2y + azy — 20° — 2® = 0, dont il faille tirer la racine; je
choisis, comme je Iai dit, les termes y° + a2y — 2a®, qui étant égalés a zéro me donnenty —a = 0,
ainsi j’écris 4+ o dans le quotient; mais, parce que + a n’est pas la valeur compleéte de y, je fais
a + p = y, et je substitue dans 1’équation cette valeur de y, et parmi les termes p® + 3ap?® + axp,
efc. qui en résultent, je choisis de la méme fagon lIes termes +4a%p 4 a?z, qui étant égalés i zéro
donnent p = —%:c, j’écris donc — %x au quotient; mais parce que — %:c n’est pas la valeur exacte de
p, je fais — 1z + g = p, et substituant cette valeur je choisis dans les termes ¢ — 3z¢? + 3ag?, etc.
qui en résultent, les termes 40 — f-az? qui étant égalés A zéro donnent ¢ = £Z que j'écris au
quotient, mais comme g7~ n’est pas la valeur exacte de g, je fais &= 4 = g, et je substitue comme
ci-dessus, ce qui se peut continuer aussi longtemps qu’on voudra [.. . ].

Cette fois, I'équation a résoudre 8’éctit f(z,y) = 0, avec f(z,y) = y*+a’y+azy—2a3—z3.
Newton cherche la solution sous la forme d’une série de puissances de la variable indépendante
z. Les calculs du texte s’interprétent plus facilement si on note cette série y = a+gBz+yri+---.
En substituant dans I’équation et en négligeant les termes de degré supérieur ou €gal a 1, il vient
a® + d*o — 203 = (@ — a)(a® + aa + 2a%) = 0,d’od & = a. La premiére approximation est
donc y; = a. Newton reprend alors, avec les mémes notations, la démarche mise au point pour
les équations numériques : il effectue le changement d’inconnue y = a + p, ce qui conduit a la
nouvelle équation p® + 3ap® + (40> + az)p+ a*z — 3° = 0. En remplacant p par Bz + 22+ - -
et en négligeant les termes de degré supérieur ou égal 4 2, on aboutit a 4026z + a’z = 0, c’est-
a-dire 2 § = —4. A partir de la seconde approximation y, = y; — 1z, une nouvelle itération
conduit & y3 = yz + 7%, et ainsi de suite.

Soit proposée I’équation % =1-3x +y+ a® + zy; j'écris de suite et de gauche 2 droite dans une
ligne au-dessus les termes 1 — 3z -+ 22, qui ne sont pas affectés de la quantité relative y, et j’écris le
reste y et xy dans une colonne a main gauche.

+1 -3z +zz
1.3 1.4 1.5
+y * +z  —zz +gz° —§@ +agz° &
3 4 1.5 1.6
+xy * * +rz -~ +5T —5Z +352°, &c.
Somme | 1 -2z +zz %z +lat  —Ea® &
— 1.3 4 1.5 _ 1.8
Y= z —zzT  +3T° —§T"  +5T s’ &

Et d’abord je multiplie le premier terme 1 par la quantité corrélative z, et divisant le produit 1z ou
 par le nombre 1 des dimensions, j’écris § ou simplement « dans le quotient au-dessous; puis au

20n pourrait signaler aussi que, peu aprés Newton, son compatriote Edmond Halley a publié, en 1694, une
méthode encore plus performante se traduisant par le schéma itératif z,1 = z, — 2 (n)f (2n) La

2f(zn)2— F(zn) f(2n)

méthode de Halley revient a effectuer un développement de Taylor & I’ordre 2 alors que celle de Newton se limitait
al’ordre 1 (par suite, I’ordre de convergence est 3 au lieu de 2). Mais on ne sait pas vraiment comment Halley a
pu raisonner pour aboutir a un tel résultat : voir SCAVO et THOO, 1995, olt 1’on trouvera aussi un grand nombre de

références antérieures sur la méthode de Halley.
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lieu de y substituant cette valeur dans les termes + y et + zy de la colonne & main gauche, j’ai +
et + zx, que j’écris vis-a-vis et a main droite; ensuite je prends dans ce qui reste les termes les plus
bas — 3w et + z, dont la somme — 2z multipliés par « devient — 2zz, qui divisé par le nombre 2
des dimensions donne — zx pour le second terme de la valeur de y dans le quotient. Prenant donc
ce terme et le substituant au lieu de v, j’ai — za et —z> qu’il faut ajouter respectivement aux termes
+ x et + zx, écrits vis-a-vis de y et yx. Je prends de méme les plus bas termes + zz — zz + zz
de la somme zx desquels etc. je tire le troisieme terme +%13 de la valeur de y, et aprés I’avoir
substitu€ etc. je tire des plus bas termes 1z° et —z® le quatriéme terme —Zz*. Ce que I'on peut
continuer aussi longtemps qu’on le jugera a propos.

Ce procédé pour extraire la fluente y, terme aprés terme, est tout a fait analogue a celui utilisé
plus haut pour extraire une racine d’une équation numérique. Nous pouvons encore I’analyser
comme un schéma itératif, en interprétant le calcul de Newton de la fagon suivante : prenons
y1 = 0 comme premiére approximation de I’équation différentielle y' = 1 — 3z + 22+ (1 +x)y;
en substituant dans le second membre, on obtient y' = 1~ 3z 422, puis, en négligeant les termes
d’ordre supérieur ou égal a 1, y' = 1, d’oi la nouvelle approximation y» = z; en substituant a
nouveau, on aboutit 4 ’équation y' = 1 — 2z + 222, qui, par suppression des termes d’ordre
supérieur ou égal a 2, s’écrit plus simplement ¢’ = 1 — 2z, d’ ot ’approximation y3 = x — z%; et
ainsi de suite. Finalement, en faisant abstraction de la suppression, a chaque étape, des termes
non significatifs de degré €levé, I’algorithme peut s’écrire

Y =
Yn+1

0
fom Fz,yn)de.

Ce schéma d’intégrations successives conduit a un développement en série de la solution
qui s’annule en 0. Le probleme de la constante d’intégration n’est pas directement évoqué.

3 Vers le théoréme du point fixe de Banach

Newton ayant ainsi ouvert la voie, on va assister pendant les XVIII™® et XIX®™M® siacles
une extension progressive de la méthode des approximations successives aux équations fonc-
tionnelles les plus diverses : équations différentielles ordinaires, équations aux dérivées par-
tielles, équations aux différences finies, équations intégrales, équations intégro-différentielles,
etc.

a) Les approximations successives des astronomes

C’est en astronomie que I’idée originale de Newton devait connaitre ses applications les
plus ambitieuses. En 1747, a peu pres simultanément, Clairaut, d’ Alembert et Euler réussis-
sent a mettre en équations le redoutable probléme des trois corps et en donnent les premiéres
solutions approchées analytiques sous forme de développements en séries trigonométriques®.
D’ Alembert et Euler, dans la plupart de leurs recherches, s’inspirent directement de Newton :
ils déterminent un a un les termes des séries grice a des substitutions successives dans les
équations différentielles. Cette démarche sera généralement retenue par la suite, ainsi qu’en
témoigne Laplace, en 1776, dans la seconde partie de ses Recherches sur le calcul intégral et
sur le systéme du monde :

%V Teur complexité, nous ne pouvons pas aborder ces calculs ici. On pourra consulter TOURNES, 1996,
chap. IV et TATON et WILSON, 1995.
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Ayant ainsi une premiére valeur approchée des variables, on substitua dans les équations différen-
tielles, au lieu de chaque variable, cette valeur, plus une trés petite indéterminée dont on négligea
le carré et les puissances supérieures, ef, en continuant d’opérer ainsi, on eut une seconde, une
troisiéme, etc. valeur approchée. Cette méthode, analogue  celle de Newton pour déterminer par
approximation les racines des équations numériques, se présenta naturellement aux géometres qui
résolurent les premiers le probléme des trois corps.

Clairaut, quant a lui, adopte un point de vue assez différent®s. Dans ses recherches sur la
théorie de la Lune (1750-1765) et sur le retour de la comete de Halley (1757-1760), il aboutit
a une équation différentielle de la forme % = F (v, 7, g{;), analogue a celle de d’ Alembert.
Mais, au lieu de procéder directement a des substitutions successives dans cette équation dif-
férentielle, il la transforme d’abord en une équation intégrale de la forme r = G (v, 7, -g—z). Ce
n’est quaprés qu’il part d'une premiére valeur supposée 7, de la fonction inconnue 7, qu’il
obtient une valeur corrigée de cette méme fonction en substituant o dans le second membre,
soitry = G (v, 70, %TUQ) » et ainsi de suite. Cette fagon de remplacer explicitement 1’équation dif-
férentielle par une équation intégrale équivalente constitue, en quelque sorte, une anticipation
de la méthode de PICARD dont nous parlerons plus loin.

Ainsi, sans entrer dans les détails, on peut dire que la méthode des approximations succes-
sives a ét€ abondamment pratiquée pendant la seconde moitié du XVIIE™® sizcle et au début
du XIX®™® siecle, essentiellement par les astronomes. Le texte que nous allons étudier main-
tenant permettra de faire le point sur la situation a I'issue de cette longue période de recherches
empiriques.

b) Texte 7 : SCHMIDTEN, 1821

Dans un mémoire paru en 1821%, Henri Gerner SCHMIDTEN offre un panorama de la méth-
ode des approximations successives et de ses possibles applications dans les diverses branches
de I’analyse. Selon lui, la méthode des approximations successives, connue depuis longtemps,
s’applique a tous les types d’équations :

Depuis longtemps on se sert du principe des substitutions successives, comme d'une méthode
@ approximation, fondée sur des valeurs particuliéres des quantités qui entrent dans Iéquation pro-
posée; et on I’a employée, faute de méthodes plus rigoureuses; ¢’est pourquoi je me suis surtout at-
taché & I’exposer sous un point de vue qui doit la faire considérer comme la seule méthode générale
qui existe pour I'intégration des équations.

Pour illustrer cette philosophie toute newtonienne, SCHMIDTEN propose de nombreux exem-
ples, en considérant tour a tour des équations différentielles & deux variables, des équations aux
différences finies a deux variables, des équations aux différences mélées a deux variables et
des équations linéaires aux différences partielles. Ces exemples, traités de fagon purement

BVoir TOURNES, 1996, (chap. IV et V) et TOURNES, 1998. Nous montrons notamment en quoi la méthode de
Clairaut est a I’ origine des quadratures mécaniques par approximations successives pratiquées par les astronomes,
et des méthodes multipas pour I'intégration numérique des équations différentielles ordinaires. Par ailleurs, dans
GREENBERG, 1988, on verra que Clairaut savait aussi appliquer la méthode itérative i des équations numériques :
plus précisément, Greenberg explique comment Clairaut résout ainsi un systéme de quatre équations numériques
a quatre inconnues.

*8SCHMIDTEN, 1820/21. L’ extrait sélectionné se trouve p. 270-271.
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formelle, donnent lieu & des développements calculatoires dans la tradf'tiobn t:ie.tldec?lenféc:;x:)lgé
ire al ¥ S Smoire contient un exposé abstrait de 1a

natoire allemande. Auparavant, le début du meér . 5 d -~

des substitutions successives, d’une grande beauté formelle en méme temps qu’etonnamun

moderne :

. g c équation
Soit, en effet, y une fonction d’un certain nombre de variables indépendantes, donnée par I'équati
, s

différentielle

o y=Ffv

étant une fonction qui contient les coefficients différentiels ou aux différences de 1'ordre

! fonction quelconque

le plus élevé qui soient dans I’équation proposée, et f - y €tant une autre et ‘ .
des variables indépendantes [contenant] des coefficients différentiels ou aux différences; on au

I’équation intégrale

1
y=X+-fu
W . N
1/¢ signifiant la fonction inverse de ; et X étant la fonction la plus générale qui satisfasse a
Iéquation ¢ - X = 0.
Au moyen de cette relation implicite, on frouvera facilement la valeur explicite de y, par des substi-
tutions successives; ce sera

1 1 1
=X+= SR+ =X+
y—X+¢f(X+¢f( +sof(

Maintenant, il se peut que chaque substitution rapproche cette série de la véritable valeur de y;

i *en €loigne; 1er une autre forme 2 la série; ce qui
mais il se peut aussi qu’elle I'en éloigne; et alors on devra dont

est toujours possible d’autant de maniére différentes qu'il y en aura de partager I’équation entre les
deux termes @ -y et f - y.

On voit cependant que la valeur de y restera, en général, trés compliquée, 2 moins qu’e @-yetf -\y
ne soient linéaires par rapport 2 y, ce qui embrasse déja une classe d’équation tres étendue et tres
importante : celle des équations linéaires.

On a, dans ce cas,

1 1 1 ) 1 <1 (l x)) 4+
—xaofx+=f(=fx) oSS
y’X+¢f X+sof(saf v’ \¢’ \p

et je me propose d’en exposer les principales conséquences [. .. J.

Ce texte appelle trois groupes de remarques :

directement sur une équation dont I’inconnue est une fonction. A

1) SCHMIDTEN raisonne \ - A
i iqué et 'S sur ut effectuer, 4 nouveau, des opéra
sont appliqués des opérateurs sur lesquels on pe ctue ' des o
M e inverse, ¢’est-a-dire appliquer 1’ opérateur

i *un niveau supérieur (par exemple, prendre I'i e a ¢
E‘léoclzls)r((i)que). Le corlicept d’ équation fonctionnelle‘ parait. domj. tout’a fait claéu tenugeniib;i
du XIX®™€ sizcle, soit plus tot que ce que I'on dit pa1‘f01s. ‘Sl, en.l absem?le \ 3/.2 e noton
topologique et de toute considération de convergence, il serait abusif fie par ;31 eﬂo " A\
fonctionnelle, par contre le terme d’algebre fonctionnelle semble parfaitement appropric.
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2) Pour SCHMIDTEN, le probléme de I’existence ne se pose pas. Lorsqu’il paile de la
“véritable valeur de y”, il est clair que cette valeur existe et qu’il s’agit seulement d’en trouver
un développement en série. De plus, les substitutions successives fournissent toujours la “valeur
explicite de y”, que le développement soit convergent ou divergent. On est en plein dans la
tradition eulérienne : les algorithmes infinis restent recevables méme quand ils ne débouchent
pas sur la possibilité d’un calcul numérique. Une idée supplémentaire trés importante se greffe
la-dessus : il y a une infinit€ de fagons de transformer une équation en une équation a point
fixe et, sans que 1’on sache expliquer pourquoi, certaines équations & point fixe conduisent a des
séries convergentes et d’autres non.

3) En dehors des équations linéaires, les calculs sont inextricables; plus précisément, la
loi de formation du développement en série reste implicite. Pour une équation non linéaire,
on peut toujours calculer I'un aprés I’autre les premiers termes du développement mais on ne
disposera jamais que d’un nombre fini de ces termes : le développement reste potentiel. Or, pour
aborder valablement le probléme de la convergence, il faut pouvoir raisonner sur I’infinité des
termes de la série. On voit mal comment y parvenir sans disposer d’une expression explicite,
directe ou récurrente, de tous les termes. Si SCHMIDTEN se restreint aux équations linéaires,
¢’est parce que, pour lui, dans I’optique de 1’analyse algébrique, I’essentiel est de caractériser
complétement la loi de formation du développement. Plus tard, lorsqu’on s’intéressera 2 la
convergence, il sera également naturel, pour la raison que nous avons indiquée, de s’en tenir
aux équations linéaires.

Ce texte de SCHMIDTEN de 1821 apporte la preuve que, au début du XIXE™€ siscle, 1a tech-
nique empirique des substitutions successives avait déja revétu I’aspect d’un probléme de point
fixe trés général, assez bien théorisé dans son aspect formel. Restait & expliquer ce qui, dans
certains cas, provoquait le succés numérique du procéds, ¢’est-a-dire déterminer des conditions
suffisantes assurant la convergence des séries obtenues.

¢) Le probléeme de la convergence

Jusqu’a présent, nous n’avons rencontré dans aucun des textes étudiés ce qu’en termes mo-
dernes nous appelons le probléme de la convergence. Pour tous les auteurs cités, y compris
SCHMIDTEN, ce probleéme ne se pose pas. Dans leur esprit, il va de soi que 1'équation 2 ré-
soudre, qu'elle soit numérique ou fonctionnelle, admet une solution, et qu’il s’agit seulement
d’en calculer des valeurs approchées. SCHMIDTEN souligne clairement que, dans la mise en
ceuvre des substitutions successives, on constate parfois que les valeurs successives se rap-
prochent de la solution, et parfois qu’elles s’en éloignent, mais la réflexion n’est pas poussée
plus avant.

Dans le cas des équations numériques, c’est Fourier qui, semble-t-il, aborde pour la premiére
fois la question de la convergence de la méthode de Newton dans un article de 1818, mais c’est
Cauchy qui en réalise le premier traitement correct dans son Cours d’Analyse de 182177,

En ce qui concerne les équations différentielles ordinaires, on peut mentionner des recherches
de Liouville en 1830, sur la théorie de la chaleur, et en 1837-38, sur ce qui deviendra la “théorie
de Sturm-Liouville”. Au cours de ces travaux, Liouville résout par approximations successives

T Sur ces travaux de Fourier et Cauchy, voir CHABERT ef al., 1994, p. 210-216.
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des équations différentielles linéaires du second ordre, avec une preuve quasiment compléte
de la convergence. Liouville démontre non seulement la convergence de la série qui définit
1a solution, mais aussi la convergence de la série des dérivées, ce qui justifie la dérivation
terme a terme. La seule faiblesse est I’absence d’une notion explicite de convergence uni-
forme, mais cela ne compromet pas fondamentalement la validité de la preuve dans la mesure
oil n’interviennent que des séries entiéres. On trouve des raisonnements analogues a ceux de
Liouville dans divers travaux de Cauchy 2 partir de 1830, de sorte qu’il est difficile de savoir
lequel des deux hommes a eu le premier 'idée de ce type de démonstration?®.

D’autres travaux sur la méthode des approximations successives sont publiés par Caqué
(1864), Fuchs (1870) et Peano (1887), toujours dans le cas des équations différentielles or-
dinaires linéaires. Parallelement, la méthode itérative est également employée pour résoudre
des équations aux dérivées partielles linéaires : en 1877, Neumann aborde ainsi I’équation de
Laplace et, en 1885, Schwarz fait de méme pour I’équation des membranes vibrantes®. C’est
dans ces travaux de Neumann et de Schwarz que PICARD trouve son inspiration pour pub-
lier, en 1890°C, une preuve de la méthode des approximations successives s’ appliquant, pour la
premidre fois, & des équations non linéaires. Le mémoire de Picard débute par ces mots :

Considérons une équation du second ordre aux dérivées partielles de la forme [. .. ]. On peut, pour
intégrer cette équation, avec des conditions aux limites déterminées, procéder de la maniére suivante
par approximations successives.

Ce n’est qu’au bout d’une cinquantaine de pages que PICARD, presque incidemment, s’inté-
resse aux équations différentielles ordinaires : “Les méthodes d’approximation dont nous venons
de faire usage peuvent évidemment étre employées dans le cas des équations différentielles
ordinaires [...]”. Ainsi donc, ¢’est par le biais des équations aux dérivées partielles que P1-
CARD aboutit finalement a une nouvelle démonstration du théoreme d’existence de Cauchy-
Lipschitz. Par cette démonstration générale, il parachéve I’ ceuvre entrepris auparavant par Liou-
ville, Cauchy et PEANO. De nos jours, du moins en ce qui concerne les équations différentielles,
I’expression “méthode de Picard” est devenue synonyme de “méthode des approximations suc-
cessives”.

d) Texte 8 : PEANO

Plutot qu’un texte de PICARD, nous avons choisi d’étudier un extrait du mémoire de PEANO
de 1887 sur I'intégration par séries des équations différentielles linéaires. Laissant de cOt€ le
mémoire original en italien, nous nous référerons a la traduction frangaise parue I'année sui-
vante avec de légéres modifications. L’ originalit€ de PEANO est double : la méthode itérative
est utilisée pour intégrer un systéme d’équations linéaires du premier ordre (alors qu’on s’était
surtout intéressé, jusque 13, a une seule équation linéaire d’ordre supérieur) et, pour la pre-
miére fois, un systéme d’équations est traité comme une équation unigue. PEANO considere le
systéme d’équations différentielles linéaires homogenes

28Une analyse détaillée de ces recherches de Liouville et de Cauchy se trouve dans TOURNES, 1996, p. 268-285.
Voir DIEUDONNE, 1981 et ARCHIBALD, 1996.

30p1CARD, 1890.

3lpEaNO, 1888.
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ot les r;; sont des fonctions réelles de la variable ¢, continues dans I'intervalle (p, ¢). S’inspirant
des travaux de Grassmann, Hamilton, Cayley et Sylvester®?, il raméne le systeme a la seule
équation

dx
— =Rx
dt '
en introduisant le “nombre complexe” (le vecteur) x = [z, ,x,] et la “substitution” (la

transformation linéaire) représentée par la “matrice”

711+ Tin
R= Z{T.L'j},

Tnl-Tnn

La moitié de I'article est naturellement consacrée a une étude préliminaire des propriétés
de ces objets, qui nous sont aujourd’hui si familiers mais qui étaient alors pen connus des
mathématiciens. Pour comprendre la suite, il suffira de savoir que PEANO définit les “modules”
(les normes) d’un nombre complexe et d’une substitution par les formules :

mod.x = m :
mod.(Rx)
mod.x

mod.R = maximum de

Une fois ces notions et notations introduites, la démonstration de PEANO est un modele de
rigueur, de concision et d’élégance :
Le systeme d’équations données se réduira & I’équation unique
ax
dt

Soit a un complexe constant quelconque. Posons :

a = / Radt, a' = / Ra/dt, a" = / Ra"dt, -,

ol les intégrales s’étendent de ¢o a ¢. On doit prouver que la série

Rx. e

x=a-+a +a’"+. .. (2)

32Cest vers 1843-45 que Cayley et Grassmann, voulant étendre le langage géométrique, considerent les sys-
temes de n nombres en tant qu’éléments d’un nouvel espace. PEANO lui-méme s’intéresse 4 la question en logicien
et donne une définition générale, proche de la notre, des espaces vectoriels et des applications linéaires sur le corps
des nombres réels dans Calcolo geometrico secondo I'Ausdehnungslehre di Grassmann, preceduto dalle oper-
azioni della logica deduttiva, publi€ en 1888.
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est convergente, et que sa somme X est une fonction de ¢ (qui, évidemment, a la valeur a pour
t = tp) satisfaisant a I’équation (1). En effet puisque les 7;; sont des fonctions continues de ¢
dans Pintervalle (p, ¢), mod.R sera aussi une fonction continue de ¢, et soit m son maximum. En
supposant, pour simplifier, ¢ > tg, ona:

mod.a’ < /mod.(Ra)dr < /mod.R -mod.a - dt < m-mod.a- (t—tg),

1
mod.a” < /mod.(Ra’)dt < /mod.R -mod.a’ - dt < Emz.mod.a- (t —t0)?,
etc.

1
mod.a®™ < —m"™ -mod.a- (t—t)".
nl

Donc la série (2) est uniformément convergente, car les modules des termes sont moindres que des
quantités constantes qui forment une série convergente. En différentiant les termes de (2) on obtient
la série 0+ Ra+Ra’+- - -, qui converge uniformément vers Rx. Donc z satisfait bien 2 I’équation
proposée.

Il s’agit, pour la premiere fois, d’une démonstration d’existence ne laissant rien a désirer :
convergence de la série en tout point de V'intervalle de régularité, justification correcte de la
dérivation terme & terme pour prouver que la série est bien solution de 1’équation. Ce travail
de PEANO apparait ainsi comme 1'ultime avatar des idées semées vers 1830 par Liouville et
Cauchy. La seule possibilité de dépasser la perfection atteinte par le mathématicien italien
réside désormais dans I’abandon de I'hypothese de linéarité, ce qui sera réalisé par Picard en
1890, ainsi que nous I’avons souligné plus haut.

¢) Texte 9 : BANACH, 1920

Aprés PICARD, les approximations successives deviennent une méthode générale de 1éso-
lution des équations fonctionnelles. La démarche de PICARD trouve son aboutissement dans la
these®® que soutient BANACH en 1920 et qui contient un théoréme abstrait de point fixe :

THEOREME 6. Si
1° U(X) est une opération continue dans E, le contre-domaine de U{X) étant contenu dans E;
2° il existe un nombre 0 < M < 1 qui pour tout X’ et X"’ remplit I'inégalité
(X)) - (x| < M| - X",

il existe un élément X tel que X = U(X).

Démonstration. Y désignant un €lément choisi d’une fagon arbitraire, soit {X,, } une suite qui
satisfait aux conditions :

X1 =Y etpourtoutn, X, =U(X,).

Nous allons démontrer que la suite { X, } converge suivant la norme vers un certain élément X .
On observera dans ce but que ’on a pour toutn > 1:

3BANACH, 1920.
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[ Xnir = Xoll = IU(Xn) = UXn-t)ll < M| Xp = Xpea],

d’oit
X1 = Xall < M™7HIXy - X0
o0
- On apar hypothése M < 1;1a série Z | Xn41 — Xn| est donc convergente, ce qui implique
n=1

fe )
que la série X; + Z(X n41 — Xn) converge suivant la norme vers un certain élément X .
n=1

Or,
ny
X4 (Ko —Xa) =X,
n=1

donc

Iim X, = X.
nooo
U(X) étant continu, on a lim U(X,) = U(X) et comme
n—o0
Xn = U(Xn-1),

on trouve
Tim X, = fim U(Xa_1)
n—oo =0
et finalement
X =U(X).

c.q.fd.

La preuve, identique  celle que I’on trouve aujourd’hui dans les traités d’analyse, n’appelle
pas de remarque particuliére. Par la considération d’espaces abstraits munis de normes adéquates,
la résolution de I’équation fonctionnelle 1a plus complexe devient ainsi formellement identique
a la résolution de 1’équation numérique la plus simple. En quelque sorte, le théoréme de BA-
NACH détermine sous quelles conditions les procédés formels trés généraux décrits plus haut
par SCHMIDTEN peuvent étre considérés comme recevables en analyse. A lui seul, ce théoréme
résume et justifie tous les algorithmes d’approximations successives utilisés pendant prés de
deux mille ans*.
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