Les Droites d'équation y = ax

M. Muniglia®

Le theme du colloque, "complémentarité ou opposition entre géomeétrique et numérique", est
particuliérement d'actualité au collége, ot la juxtaposition des chapitres d'algebre et de géométrie est
trop souvent systématique ; et cela, méme a propos de thémes pour lesquels numérique et géomé-
trigue semblent &tre des alli€s naturels.

Ainsi, la proportionnalité est un excellent exemple de cette séparation. En effet, en 6eme et
58me son étude est d'abord essentiellement centrée sur l'aspect numérique : apres avoir vu échelles,
pourcentages et quatriéme proportionnelle, I'aboutissement se concrétise sous la forme des rableaux
de proportionnalité, qu'un éléve devra savoir manipuler tant au niveau du remplissage de cases vides
qu'au niveau de la découverte du coefficient de proportionnalité. Ainsi l'enseignement de 5¢me
pourra étre considéré comme réussi si les éléves se débrouillent avec un tableau du type suivant :

11 6,6 4,4
X 7 2,1

En 4éme et 3&me, c'est l'autre aspect classique de la proportionnalité, cette fois géoméirique
qui apparait a propos des droites y = ax. Mais depuis la réforme (qui a fait abandonner l'outil vecto-
riel), cet aspect géométrique ne peut plus donner lieu a une véritable théorisation mathématique. De ce
fait il est souvent passé 2 la trappe... Au mieux, on I'étudiera sous I'aspect fonctionnel, dans le cadre
de la gestion de données, c'est-a-dire qu'a partir du tableau de proportionnalité de 5¢me on passera a
un tableau de valeurs, puis a sa représentation graphique, pour conclure sur I'observation de
l'alignement des points obtenus. Constat qui permet de contourner facilement l'interdiction d'outils de
type vecteurs ou l'absence du théoréme de Thales et de la tangente, dont on ne dispose pas encore en
classe de quatrieme.

Dans le cadre de cet atelier, mon but est de montrer une approche différente de ce probleme,
visant A éviter deux écueils. Le premier au niveau numérique, en faisant un travail en fonction des
obstacles observés en 5eme dés que les tableaux de nombres se complexifient. En effet : revenons a
l'exemple cité tout a I'heure, si I'on ajoute sur la premiére ligne du tableau des nombres comme 1/3;
1,375 ou 7/8 , il est tout  fait fréquent que les éleéves, méme s'ils ont rempli correctement les pre-
micres colonnes ne sachent pas donner les réponses. Le deuxiéme au niveau géométrique ; en tendant
4 ne pas tomber dans le pidge du constat pur et simple d'alignement a partir d'un tableau de valeurs,
comme je 1'ai évoqué tout a I'heure. Cette approche donc, sous forme de séquence destinée aux
éleves de 4eme, se fixe un triple objectif :

1) surmonter les difficultés numériques,
2) explorer la situation géomérrique de l'alignement de points dans un repere,
3) synthétiser ces deux aspects sous la forme d'équations de droites,

et je me propose d'en exposer ici la stratégie de facon détaillée en vous invitant a examiner vous-
mémes l'activité qui s'appelle "les droites y = ax" et qui constitue le troisieme chapitre du fichier
"Géométrie Quatrieme" de I'Irem de Lorraine.

* College H. de Vigneulles, Metz.
-237 -



I. Activités d'apprentissage

. L'activité sur les droites d'‘équation y = ax est le troisieme chapitre d'un fichier de "Géométrie
Quatrieme" congu par 1'Irem de Lorraine. 11 fait donc suite 4 deux chapitres : le premier a permis de
travailler sur les triangles rectangles et les quadrillages, le deuxieéme sur le théoréme de Pythagore.

L'étude des droites que le fichier propose ensuite repose sur les triangles rectangles, avec un
jeu sur le quadrillage et les repéres. Dans un premier temps, la manipulation sera presque exclusive-
ment géométrique et c'est de cette manipulation géométrique que naitra I'idée d'un lien possible entre
les coordonnées des points d'une méme droite.

Que peut-on dire des tri-
6 5 angles rectangles hachurés ? c

Marque sur la figure les égalités . .
d'angles, puis calcule : e EK 7
a e

ABP = HBK + ABH + KBP A e L

ABP - ... s + e Ao e

ABP = ... F rrerreneeeeeeiens T e L
ol .~

Que peut-on dire des points A, B, C? a4 a3 2 a7 1

Colorie sur la figure des triangles T “JF
rectangles égaux qui montrent que o - b

. . . M(-4;-2) N
E, F, G sont alignés, puis fais de .
méme pour M, O et N (attention, 3 NG
dans ce cas, il te faut cing triangles !).

Ainsi dans 'exercice 65, ou I'on travaille dans un repere, les points A, B, P et C sontles
sommets de triangles rectangles hachurés sur la figure. Ces triangles ayant leurs c6tés de I'angle droit
égaux sont "égaux" et donc les angles correspondants sont égaux. Il en résulte que I'angle ABP est
la somme d'un angle droit et de deux angles complémentaires : c'est un angle plat. Les points A, B,
P sont alignés. Un raisonnement analogue, qui restera implicite, montreraitque B, P, C sont ali-
gnés et donc que A, B, C sont alignés.

Cet exercice améne a l'idée que 'alignement des points est li€ a I'existence de triangles rec-
tangles égaux qui sous-tendent la droite ainsi constituée. Il en irait de méme pour les deux autres ali-
gnements de la figure :

—les points E,F et G nécessitent (pour prouver leur alignement) la construction de trois triangles

rectangles isoceles de cdté unité suggérés par le triangle de sommets F et G déja tracé. Un point
intermédiaire jouant le role de P dans la premiére partie de l'exercice sera créé par I'éleve sans autre

explication que le dessin.

— les points M, O, N demandent le franchissement d'une étape intermédiaire supplémentaire. Il
n'y a en effet plus d'aide au niveau du dessin. La seule indication donnée est €crite : il faut cing

triangles. L'idée de ces triangles viendra d'un rapide calcul sur les coordonnées des

2
points extrémes qui ont la bonne idée d'€tre compatibles avec les coordonnées du point O .

Il faut rendre la recherche de triangles rectangles égaux quasi automatique, d'ot I'intérét de
l'exercice 66 ou 1'on revient au quadrillage et ou, dans un ensemble de points qui sont des nceuds de
quadrillage, on cherche les groupes d'au moins trois points alignés ; la justification de I'alignement
passant par la découverte de triangles rectangles égaux. La difficulté est variable selon les groupes de
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points auxquels on s'intéresse. Ainsi des groupes de point tels que E,D, C ,ou S, P ,L,ouen-
core A, Q,N sont facilement gérés (deux triangles regtangles suff1§e_nt a prouver l'alignement).
Pour les autres groupes de points, le passage par des points intermédiaires est indispensable. Une
autre difficulté : la précision du tracé. En effet, les points Q , R et K , pour peu que la mine du
crayon soit un peu trop épaisse, donnent le sentiment qu'il y a alignement. II faut alors faire avec
soin la recherche des triangles : force est alors de constater que cela ne marche pas ...

B c . .Voici 19 points donnés
A 66 surle quadrillage.

Cherche toutes les fagons pos-
sibles de réunir certains de
ces points en groupes d'au
moins trois points alignés.

(exemple: G, F, H, ...)

Chaque fois que tu auras
P trouvé une droite, trace-la et
F colorie des triangles rec-
S J M tangles égaux (comme dans
l'exercice précédent) qui mon-
trent que les points sont bien
alignés.

o

L'importance des triangles rectangles a fait son chemir}, ,mqi.s §euls (pour l'instant) les
triangles rectangles correspondant a des nceuds de quadrillage ont €té ut111§es, ce qui peut laisser pen-
ser aux éleves que tous les problémes de droites se résoudront par la découverte de triangles rec-
tangles a cOtés entiers.

Place les points suivants dans
67 le repére ci-contre :

. A(2;3),B(25;1),
S D O e R A O A C(2;1),D(6;-15).

Trace soigneusement les droites OA ,
OB, OC et OD.

Indique par des points noirs tous les
points du quadrillage par lesquels pas-
sent ces droites (Justifie ta réponse en
: o coloriant légérement des triangles rec-
T 3 3 i A A A 5 Kk tangles convenables).

]

D

Indique en rouge les points qui sont
des milieux de segments du quadrilla-
ge et par lesquels te semblent passer
les droites.

i
o

L'exercice 67 qui conjugue repere et quadrillage va permettre "d'affiner” les tracés. Les
nceuds de quadrillage indroduisent des triangles dont les cdtés ne sont plus obligatoirement des
nombres entiers. Ainsi la droite (0A) déterminée par O et par A(2;3) passe par le noeud de coor-
données (1;1,5) et passe aussi par le point "rouge” (0,5;0,75) : on obtient ainsi trois "familles"” de
triangles de plus en plus petits permettant de sous-tendre la droite. De la méme facgon, la droite (OC)

pourra étre sous-tendue par des triangles : 0,25
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L'intérét de l'exercice 67 réside aussi dans le fait que I'on découvre des points et que l'on
s'intéresse aux points que 1'on découvre. On quitte un peu les triangles rectangles pour s'attacher de
plus prés aux points. Ainsi pour les droites (OC) et (OD) l'accent mis sur les points peut faire
naitre des remarques concernant les signes des coordonnées. Sur ces droites, l'abscisse et I'ordonnée
d'un point ne sont pas de méme signe : on peut ainsi faire pressentir I'existence de deux familles de
droites :

— celles de type (OA) ou (OB) pour lesquelles les points ont des coordonnées de m€me signe, et

. De ce

pour lesquelles les triangles correspondent 4 un schéma de type

fait elle peuvent étre regardées comme des droites "montantes” ;

— celles de type (OC) ou (OD) avec des triangles peuvent étre

regardées comme des droites "descendantes”.

A ce niveau de la progression, l'aspect numérique de la proportionnalité n'a pas été explicité
mais une premiére approche s'est faite par le biais de la recherche de triangles plus petits permettant la
détermination de nouveaux points. Le fonctionnement implicite de la proportionnalité est ici un fonc-
tionnement "horizontal" que nous allons détailler a propos de I'exercice 68.

Nous avons placé les points A,B,C et D.
68 Trace les quatre droites OA, OB, O0C,0D.

y
Cherche tous les points dont les coordonnées sont des A
nombres entiers et qui sont sur l'une ou l'autre de ces 4
droites. ( tu peux tracer les paralléles aux axes qui te sem-
blent nécessaires, puis colorier des triangles rectangles 3 B
convenables )
. N . 21
Pour chacune des quatre droites, compléte le tableau ci-
dessous en indiquant les coordonnées de tous les points I
entiers que tu as trouvés : b
0 i o
OA: [ re cae e cee e o 3 2 1 ; 5 3 I‘ l5 X
14
oB: { 5 2 i
,3_
X
oc: {
y
X 1
op: {, .

En effet, cet exercice permet le réinvestissement immédiat de l'activité précédente avec un
prolongement numérique explicité sous forme de tableaux de valeurs. Pour cela on revient au repere
sans l'aide du quadrillage. A partir de points a coordonnées entieres placés dans ce repere, on peut
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trouver des droites pour lesquelles il faudra trouver d'autres points a coordonnées entieres. Ainsi la

droite (OA) passant par A(2;4) est sous-tendue sans probléme par un triangle qui ne

2

conduit pas 2 de nouveaux points. Il faut donc obtenir un autre triangle plus petit que I'on pourra dé-
couvrir grice aux tracés de paralleles aux axes recréant un quadrillage. On obtiendra de cette fagon un

triangle conduisant aux points A'(1;2) et A"(-1;-2).

1

On peut revenir ici sur I'idée du fonctionnement "horizontal” de la proportionnalit€ €voqué a la
fin de I'exercice précédent. En effet, le jeu avec les triangles traduit un travail de proportionnalité de
type "+2" etnondetype " x2".C'est-a-dire :

P . N
2 1 2 1
+2 etnon : x 2
4\/2 4 2

Le fonctionnement pour (OB) se fera selon le modele :

P T Wy
3 1 2

+ 3 x 2

3 1 2

~—_ @ ~—_

qui conduira aux points B'(2;2) ; B'1(1;1); Ba(-1;-1) ; B'2(-2;-2) en reportant des triangles de
1

type autant de fois qu'il est nécessaire. t
1

1
La deuxiéme bissectrice (OD) est sous-tendue par des triangles de type

qui res-

1

semblent aux triangles de (OB) , mais ils correspondent a une droite descendante qui donne des
points dont les coordonnées ne sont pas de méme signe (et dans ce cas particulier : opposées).
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Le cas de la droite (OC) est intéressant a regarder de plus pres. Définie par le point C de

, puis par division au

coordonnées (4;-2) , elle conduit d'abord au triangle

1
triangle qui, répété autant de fois que le dessin le permet, conduit aux points (2;-1) et

2
(=2;1) ; et ceci par simple lecture graphique.

Un deuxiéme point numérique important peut €tre mis en évidence a partir de cet exercice. En
effet, la multiplication liée 2 la proportionnalité s'effectue par additions successives. : reprenons le cas
de la droite (OA) pour laquelle le tableau de valeurs est incomplet. Si I'on décide d'imaginer d'autres

qui conduit aux

points, la démarche consiste (en A ) a placer un nouveau triangle de type
opérations : 2+1 =3 (en abcisse) et 442 = 6 (en ordonnée) ; puis : 3+1 =4 et 6+2=8,etc.

Ainsi, le tableau de valeurs de (OA) étant complété, la multiplication deviendra assez natu-

relle : le riangle £ qui signifie que "une augmentation de 1 en abscisse conduit a une augmen-

tation de 2 en ordonnée" permettra d'évoluer vers le " x 2" ... (Au passage, grice au point (-1;-2)
on déduira facilement que : (1) x 2=-2).

Le procédé est encore plus justifié pour la droite (OC) , dés que I'on se propose de compléter
le tableau de valeurs. Pour obtenir un point supplémentaire 2 partir de C , I'adjonction d'un triangle
conduit 3 : 4+2 =6 (en abscisse) et —2—1 =-3 (en ordonnée). Mais il est clair qu'ici le passage a la
multiplication ne s'impose pas, et notamment lorsque les coefficients directeurs sont négatifs. Il faut
donc trouver le moyen de forcer I'é1éve a abandonner cette "régression vers I'addition" pour se tour-
ner vers un facteur multiplicatif.

y D, D, Nous avons tracé cinq droites
IR RO SUURNE T VO R SRS JUOUO0 AU JRUNE SRS O e e 69 @1 s @2 s 173 ’ @4 et @5.

4 Parmi les points ci-dessous

. T e (donnés par leurs coordonnées), cer-

3 : D, tains sont sur l'une des cing droites.
Indique la droite, si c'est le cas :

(1;0,5) ... 15;3) ... (-1,5;3) ...

(-2,5;2,5) ...... (-3;-1,5) ... (-1,5;-1) ......

(-0,5:-1) ...... (-3;15) ... (-3:3) ...

(7:35) .. (15:5) ... (3:55) .....

(-3;-6) ...... (-5;5,5) ...... (-5;-2,5) ......

(-4,5:-3) ...... (-4;-8) ... (3;-6,5) ......

(10 ;-10) ... (8;4) ... (9;6) ...

(10;10) ... (9;15) ... (8;17) ......

(9,5;19) ... (-1;5) ... (-2;6) ...

(-5;-10) ...... (-8;16) ...... (-24 ;-12) ......

Ceest le projet de l'exercice 69 ol 1'on retrouve quadrillage et repere. Cinq droites sont tracées
et des nceuds de quadrillage correspondant & des valeurs entiéres sont donnés. Des points, donnés par
leurs coordonnées, sont ou ne sont pas sur les droites proposées, le but de I'exercice étant de détermi-
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ner 4 quelle droite ils appartiennent. Les neuf premiers points se placent sans probléme sur le schéma
et I'on peut "voir" directement si le point est sur l'une des droites. Cependant, on peut s'assurer de la
présence effective du point sur la droite en jouant sur les triangles. Ainsi pour le point (1;0,5) : il est

1

05

peut aisément étre remplacé par le triangle <= . Le travail de

sur D5 car le triangle

2
réduction de triangles, suivi éventuellement de mise "bout a bout", permet de régler facilement le cas

de ces neuf premiers points.

A partir du dixi®éme point — et c'est 'endroit de la bascule didactique —, il n'est plus possible
de placer le point sur le schéma. Ainsi pour le point (7;3,5), il est tout a fait possible d'imaginer la

05

juxtaposition de sept triangles de type conduisant a " I+1+1+1+1+1+1 =7 " et a

" 0,5+0,5+0,5+0,5+0,5+0,5+0,5 = 3,5 ", ce qui permet de conclure que (7;3,5) est sur la droite
D5 .Mais il estclair que la manipulation devient lourde et que I'évolution vers la multiplication verti-
cale va devoir s'imposer. Les quelques points découverts sur Ds3: (2;1); (4;2); (6;3) ;5 (1;0,5) 5
(7;3,5) peuvent laisser penser, & ce stade de la progression, que la droite D3 n'est rien d'autre qu'une
"machine a multiplier" par 0,5 ; autrement dit : pour qu'un point soit sur Ds, il suffit que 1'ordonnée
soit la moitié de I'abscisse ! Qu'en est-il des points a coordonnées négatives ? Des le début de
l'exercice, (~3—1,5) est élément de D3 grice a 'utilisation des triangles. On peut donc s'étre rendu
compte que, sur cette droite, les points ont des coordonnées de méme signe. Donc (-24;-12) qui
remplit les deux conditions précédentes est sur D3, ainsi que (-5;-2,5) ...

De la méme facon, D sera la "machine a multiplier par 2, c'est-a-dire que sur cette droite les
points ont des coordonnées de méme signe et (si 'on oublie les signes) l'ordonnée est le double de
l'abscisse. Chemin faisant, la multiplication d'un nombre négatif par un nombre positif s'installe ...
Par exemple, pour le point (—4;-8), dont la position va résulter de la juxtaposition de quatre triangles

2

de type &= etdes calculs : " D+D+HEED+H-1)=—4" et " (-2)+(-2)+(-2)+(-2) =-8 ", on
arrive & " (—4)x2=—-8 " par le fait que D; n'est autre que la machine a multiplier par 2 .

1l fautquand méme noter que tous les problémes de multiplication par un nombre positif ne
sont pas résolis a cet endroit. En effet, si les choses paraissent naturelles pour des droites "faciles” de

. R e 2 . .
type D et Dy il n'en est pas de méme pour Dy dont I'équation est y =7z X . Le coefficient fraction-

.2 . . - . .
naire 3 n'estpas naturel et le point (7,5;5) continuera le plus souvent a ctre obtenu par la juxtaposi-

tion mentale de cing triangles de type

Restealors la difficulté des droites 2 pente négative. Les exercices précédents ont déja permis
de noter que wur ces droites les points ont des coordonnées de signes différents. A cet endroit encore,
la "ré gression vers I'addition" peut fonctionner. Ainsi pour (—8;16) la juxtaposition de huit triangles

conduit a " (“D+(D+.. H(=1)=-8" et "2+2+..42=16"

de type
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Mais il semble bien, qu'a ce moment-13, un autre mécanisme se mette en place. En effet, on

qui, a "l'inclinaison prés", ont les mémes effets sur

peut rapprocher les triangles

abscisses et ordonnées ; d'ou I'idée qu'il s'agit de machines a multiplier par le méme nombre au signe
preés : Ds est alors la "machine a multiplier par —2".

11 faut aussi s'intéresser a la droite D4. En ce qui concerne l'exercice 69, on peut se débrouiller
sans recourir a la multiplication. C'est en effet une droite que 1'on a déja rencontrée et pour laquelle
les points ont des coordonnées opposées : donc (10;—10) est €lément de cette droite. La multiplication
par —1 sous-jacente peut ne pas étre formulée a cet endroit, mais il ne sera pas possible d'en faire
I'économie et les exercices 70 et 71 permettront cette formalisation qui joue un rdle majeur dans la
multiplication des relatifs.

En jouant avec repére et quadrillage, les triangles de référence a cdtés entiers ont pu étre dimi-
nués et I'on a pu atteindre de cette fagon des facteurs multiplicatifs décimaux du type "..., 5" et méme
du type "..., 25" ou "..., 75". Pour faire sentir que ce n'est pas seulement vrai pour ces points parti-
culiers, l'exercice 70 (cf. page suivante) introduit la loupe dont le but essentiel est de jouer avec le
changement d'échelle.

Les droites choisies sont les mémes que dans l'exercice 69 donc les triangles rectangles dé-
couverts dans cet exercice vont se reproduire a l'intérieur de la loupe avec les petits carreaux. Ainsi le

de D; deviendra a l'intérieur

triangle caractéristique & ce qui permettra de faire apparaitre

1 X
dans le tableau de valeurs des points tels que (0;1;0,2) ou (0,2;0,4) ... Méme si, ici encore, I'exercice

T W
1 0,1

induit un fonctionnement horizontal (on effectue =10 ), I'écriture des coordonnées de

2 0.2

points situés a l'intérieur de la loupe dans le tableau permet de vérifier que, pour eux aussi, la multi-
plication verticale par 2 fonctionne. D'oli le saut a I'équation proprement dite dans l'exercice 71 ...

Cette équation apparait en fait comme le résumé mathématique de la "machine a multiplier" :
"Si c'est vrai pour beaucoup de points (et peut-étre tous!) il est agréable et fonctionnel de résumer cela
par une formule" ... Dy, D; et D5 ne posent pas de problemes. Restent D3 et Dy.

Pour ce qui est de D3, si 3 N'apas €€ découvert par le biais des activités précédentes, on

peut penser qu'il le sera par la découverte implicite du lien entre facteur multiplicatif vertical et triangle
caractéristique. Ainsi :

— x (-2) ; d'ou

1"

On peut aussi avoir recours a un travail de S5eme : "je passe de 3 a 2 en multipliant par %
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\ /
\ D,
y
7
N\
6 Dy
e

Nous avons redessiné ci-dessus les cing
70 droites de l'exercice 69, et nous avons
grossi le voisinage du point origine.
Marque soigneusement sur la figure les points
du quadrillage qui sont sur les cinq droites (tra-
vaille sur les petits carreaux pour les points qui
apparaissent a l'intérieur de la loupe).

Pour chacune des droites, releve les coordonnées
de 5 points et compléte les tableaux ci-dessous
(choisis a chaque fois deux points extérieurs a la
loupe et trois qui sont & l'intérieur) :

D,: [:
D,: {:
Ds: {:
Dy: {_:
Dy {;(

71 points du premier tableau vérifient :
y=2xX.
Trouve des relations semblables vérifiées par les

nombres des quatre autres tableaux :

Dyt Y = e X,

94:1{: .......

En t'aidant de ces relations et de la figure, com-

Ds:

Dg: y = e X.

plete en cherchant les valeursde y :

D {;
D, {:
D {:
Dy {;(
Dy: {;C

3

2

-2




70

40

30

20

10

-10

-20

Un (petit) train roule & 30 km/h. Il passe
7 2 la gare de Latour de Carol &4 midi.
A quelle distance de cette station (en
kilomeétres) est-il 10 mn plus tard ? 20 mn plus
:zf’)‘)tard ? etc. Compléte :

aprés 10 mn de trajet le train G parcounL ! .....evrinnn: ,
aprés 20 mn de trajet le train G parcCoUTIL ! oovvvrnverennrnnns ’
aprés 30 mn de trajet le tain @ parcouriL: ..., ,

aprés 40 mn de trajet [e train G paTCOUTL ! covvvvevivnsnenne .

Dans le tableau ci-dessous x désigne le temps
écoulé et y désigne la distance parcourue , com-
plete ce tableau :

x (mnm) 10 20 30 40 50 60

y (km)

Pour toutes les valeurs ( x ; y ) de ce tableau,
place le point correspondant dans le repére du
iaut, puis trace la droite passant par ces points.

Choisis cing autres valeurs quelconques du
temps écoulé x , et complete :

x (mn)
y (km)

Le train express roule a 90 km/h. Il
'3 passe a Latour de Carol & minuit.

A quelle distance de cette station (en
kilométres) est-il 10 mn plus tard ? 20 mn plus
tard ? etc. Compléte :

aprés 10 mn de trajet le train a parcours : .......cmveeeen.. y
aprés 20 mn de trajet le tTain @ parcourtse ;... y
aprés 30 mn de trajet le train a parcour : .........owwveer.. )

aprés 40 mn de trajet [e t7ain @ parcour : ........ceveennes .

Dans le tableau ci-dessous x désigne le temps
écoulé et y désigne la distance parcourue , com-
pléte ce tableau :

x (mn) 10 20 30 40 50 60
y (km)

Lorsque c'est possible, place dans le repére les
points correspondant aux ( x ;y ) de ce tableau,
puis trace la droite passant par ces points.

Choisis cing autres valeurs quelconques du
temps écoulé x, et compléte :

x (mn)
y (km)
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Pour cldturer l'exercice 71, il reste la difficulté de 1'équation de la droite D4. Jusque 13,
compte tenu de son caractere particulier, il n'y avait aucune obligation a déterminer un facteur multi-
plicatif et la réponse la plus souvent obtenue est "y =—x ". Si 'on insiste pour obtenir une multipli-

cation, le rapprochement est fait avec le triangle qui induit "y =x = 1xx ", et donc, du fait

1
qu'il s'agit cette fois d'une droite descendante : "y = (1) xx ".

Autre point important de cet exercice : le remplissage du tableau de valeurs dans lequel on fixe
les valeurs de x . Les valeurs positives avec pentes positives ne posent évidemment aucun probleéme ;
mais quand le calcul fait apparaitre un ou deux nombres négatifs, les éléves peuvent avoir recours au
schéma pour déterminer le signe du résultat : ainsi sur Dy, Dy, D3, les valeurs négatives ont des
images négatives alors que sur Dg et Ds les valeurs négatives ont des images positives. La séquence
d'apprentissage proprement dite se termine sur les exercices 72 et 73 (cf. page précédente). Ils ont
deux objectifs : le premier est le passage 4 la continuité (quelques points permettent de tracer une
droite, qui permet a son tour de découvrir d'autres points), le deuxieme est l'utilisation des droites
dans le cadre d'un probléme "concret".

Tous les exercices que nous venons de voir constituent la phase d'apprentissage au sens sui-
vant ; il s'agit de la découverte d'une situation nouvelle, la notion d'équation de droites, qui présente
deux aspects, l'un géometrique et 'autre numérique ; aspects qui se condensent sur un aspect algé-
brique : 1'équation. Cette phase est conclue par une page dite "de savoir et savoir faire" qu'il faut re-
garder comme une deuxieéme "bascule", que l'on pourrait appeler la phase d'institutionnalisation. I
faut bien comprendre en effet la stratégie mise en ceuvre jusqu'ici, notamment au niveau numérique
ot elle était destinée a surmonter les obstacles dus a la multiplication. Maintenant un renversement
doit se produire : d'objet second, la notion d'équation va devenir l'objet premier ... C'est & une utili-

sation systématique dans ce sens qu'amenent les exercices de la deuxieme partie.

II. Activités d'applications

Pour une description compléte des exercices de cette deuxieme partie, je renverrai directement
au fichier "Géométrie Quatrieme", et je me contenterai ici d'en commenter les grandes lignes. On re-
trouve évidemment :

1) les difficultés numériques a deux niveaux :
a) les fractions,
b) les relatifs.

2) les difficultés liées au formalisme de l'équation avec :
a) des travaux sur la signification de la pente : montante, descendante, trés montante, peu
descendante, etc., etc.
b) les "aller-retour” nécessaires, soit pour trouver I'équation d'une droite donnée, soit pour
construire la droite a partir de son équation.

' ) Pour chacune des droites D; , Dy, D3,
1.a) les fractions : Je prendrai comme exempl,e 737 indique les valeurs de y correspondant
l'exercice 77 : les tableaux de valeurs a complé- aux valeurs de x données ci-dessous :

. . - 3 1
ter obligent & multiplier par 5, par 5 . .
2 2 | 5 10
. x =|-4|-3]2|-1o0]1]2|2|38|=
L'utilisation des régles de multiplication n'est 2 3
pas automatique. Le passage au nombre déci-
mal par le biais de la calculette est le plus sou- y= -1 Dg
vent utilisé. C'est pourquoi quand il s'agit
10 1 y = D
d'effectuer —3—X 5 pour lequel la calculette ne 2
donne pas le résultat exact, un retour aux regles Y o=l [ | e || e s [ [ e [ | D3
de calcul devient nécessaire.
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Un autre aspect du calcul sur les fractions ne peut étre contourné : la division. En effet, dans
les exercices 82 et 83 l'utilisation systématique de 'équation passe par la connaissance de l'ordonnée
qui doit permettre le calcul de l'abscisse.

Pour chacune des douze droites D, , D, Pour chacune des douze droites D, , Dy,
82 ..., Dy, trouve les abscisses x des points 83 .-, Dyz, trouve les abscisses x des points
telsque:y=1, y=2, y=12. telsque:y=-1, y=-2, y=12,
y=1| y=2 | y=12 vl fge2) =12 y=-1|y=-2 y=% y=-1]y=-2 y=%
) B R Gl e Dl i el E e e
Dy | e | v | s iy e Dy | i snah e e
TR e e B Dl Dy Dt e | i ] s
Dy e | e | v Dio| oo Dt il Dl
D | v | e | e Dyg| v | e | De| | i |G Dig| it bt | e
Dl o (ol FOEENE 5 N e DR e e
- - . p : 3 3 3 e :
Il est possible au départ de gérer les équations du type 5X= 8 5X= 2 5X= 12 , mais il devient
i * Lt " " s bl " 3 " 2
rapidement indispensable de trouver une "autre” formule. Ainsi "y =5 x donnera " x = 3 .

avec introduction de l'inverse.

1.b) les relatifs : Aucune régle n'a été jusqu'a présent formalisée, I'apprentissage de la multiplication
des relatifs résidant essentiellement dans l'acceptation de " (-1)*x = — x " (qui permet toutes les
combinatoires utiles au niveau numérique) et dans la possibilité du retour au dessin qui entérine aussi
bien la multiplication des relatifs que - " 77 l'usage de 1'équation comme "machine a
multiplier".

Ainsi dans le tableau 77 (cf. ci-dessus), le remplissage des colonnes correspondant a un

nombre négatif conduit a des calculs de type (—4) X%. La droite D; d'équation y = % x donne des

oints a coordonnées de méme signe donc tous les résultats sont négatifs et le calcul s'effectuera sur
p

les valeurs absolues, ce qui correspond bien au fait que (—4) X% =(-1x[4 X% =-2.

Le calcul sur les relatifs constitue une difficulté secondaire et non nulle dans I'étude de ce
chapitre. Vous avez pu voir dans le détail de la premiere partie que c'est un obstacle qu'il faut sur-
monter & tous moments et cela sans en faire un véritable objectif pédagogique qui risquerait de con-
currencer la stratégie fondamentale d'acquisition de la proportionnalité. Il n'en demeure pas moins

‘ B chemin faisant, cet apprentissage secondaire s'installe et qu'il peut étre totalement réalisé grace a
euxiéme partie du chapitre.

Un autre choix de stratégie aurait pl étre fait au départ. Pour éviter cette difficulté, on aurait pu
traiter la premiére partie uniquement sur des demi-droites du quadrant n°1, avec pour objectif la mise
en relation de la multiplication avec le triangle rectangle caractéristique, étude qui aurait pu se prolon-
ger par l'introduction des autres demi-droites ; qui auraient constitu€ alors le support de la multiplica-
tion des relatifs. Il semble que le choix fait n'est pas mauvais, car dans l'ensemble "cela marche" ; et
on peut (peut-étre) y voir le coté ouvert de 'activité en ce sens qu'elle permet la découverte d'une no-
tion numérique nouvelle griace au support géométrique qui devient une image mentale facile a
réinvestir.
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2.a) travaux sur la signification de la pente : je ne prendrai que l'exemple des exercices 85 et 86 qui se

passent de commentaires. s |
N 10m m s/
\ /
\ /
. //
Nous avons partagé le plan en huit sec- \\\ /
85 teurs. Indique le secteur auquel appar- . //
‘tient chacun des points ci-dessous. Ji\VA AN / I
' . S
A (351)0 B (153) s oI G Y- Fpe— \\ //
D (3;9)1 o E(-3;2) 1 i JO QST B — o~
G(0,5;1,5) 1 currreenne H(-3;-1): e ) R Q) R — ,/, \\\ X
J (8;-1) 1 v K(0,5;-15) 7 crrenner L (6;-2) ¢ eeeereenne 4 \.
7/ N
e N
Ces points déterminent-ils des droites particu- v // . VIO
lieres ? Si oui, précise leurs équations : e \\
7 AN
. ) _ y .
les points ...cccovnceeene sont sur la droite y = .oeeeene. / No
[es POINES evvrrecrinenes sont sur [a droite Y = ..coueenc.. ) e AN
/ .
les POINES wevurvrssennes sont sur la droite y = ...cuue... s VI W AN
\ y 4 / Nous avons partagé le demi-plan supé-
\ v T / 86 rieur en 6 secteurs. Indique le secteur
\ / auquel appartient chacun des points :
\ /
\'2 \. / m A(T;8) i B (-1;10) oo C (6;1):
\ /
. N\ / el D (35;4): ccommeernne E (-3;30) : cccormrerrnecee F (14;15) 0 coveereeenn
~ \ / 7
b / e .8y, 1.9y o.1y.
N \\ / 7 G(1;8): HGL 1) TR S Ep—
VI "~ \ / s I b TS E— (G HPD F— L (6;5) oo
\\\\ \\ /' /,/,
\\\\\\ / r Ces points déterminent-ils des droites particu-
e lieres ? Si oui, précise leurs équations :
e 2N . X
i ~.
e ! h ~. . .
Py N [es POInES ....ccwmcvunne. sont sur [a droite y = .............
-~ / \‘ ~.
7 / \ S . .
7 / \ ~ [es points ...oueuvvneen. sont sur [a droite y = .............
- / \ ~.
el / \, ~.
/ \ [es POINLS .ecvvevevrnnns sont sur [a droite y = .............
/ \
/ \

2.b) des "aller-retour” nécessaires pour trouver l'équation :

— 2 partir de droites tracées (trouver les triangles rectangles) comme dans l'exercice 78 ;

.. , , . Voici 4 points A . -
Voici, dans le désordre, les équations des poin » B, C, D. Nous vou

- - lons tracer 0A, OB, OC, OD.
droites n* 4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12. 89 (ces points ne sont pas sur la figure, car
Indique celle qui est la bonne. U'unité est égale & un carreau)
4 9 Trouve dans chaque cas l'équation de la
yo= =X I , ¥y = §X D , ¥y = §X R ) droite, ainsi que 2 points de celle-ci appar-
) tenant a la figure.
y =0,2%: ... , Yy =- 3 X D , Y =-2%x 1. , Trace enfin les droites OA, OB, OC, OD.
1 3
y=Zx ..... ,y=gx ..... , ¥y =2x A(12;24) |B(-56;49) |C(128;-192)| D (-81;-54)
OA:y = ... X|0B:y=.... X|0C:y =..... X|0D:y=... X
[y S ) | - ) HE ) | G . )
(U . ) H ) |Gt b Y| Gt o )



— & partir d'un point donné (exercice 89) qui peut donner lieu a différentes stratégies selon le niveau
“des éleves : ainsi pour la droite passant par le point (12;24) , on peut noter que

N

—onpassede x a y en multipliant par 2,

N - 1
—onpassede y a x en multipliant pars ,
. S i R 12
— on peut trouver directement la pente a I'aide de la regle : c'est 27 -
Il convient aussi de savoir construire une droite d'équation donnée en passant en revue tous ses €lé-

ments fondamentaux :
— importance du triangle rectangle fondamental avec notamment l'exercice 88,

a) Dans le tableau ci-dessous, com-

y N .
88 plete les coordonnées manquantes,
puis trace chacune des droites.

44
'D,:y:gx Dzzyz%x Dy:y=-3% 1)4:y=-4§x
3 (15) | (15) | (L3 | (15000
N (1) | L3y | (-250) | (-35.000)
(3; ) (2;... ) [ ;1,5) [ G s -4)

1-
b) recommence avec les droites suivantes :

(o]
‘2 -; I1 '2 é :t é X D;:y:-g—x Z?,;:y:-g—x D,:y:‘/ﬁx@azyz—%—x
-1 4 (1300 | (1500 | (150) | (150
(-1;..... ) (-1;..... ) (-2 ... ) (-3 ;... )

-2-
oo 3 7) [ ;8) [ 1 2) [ s -4)

— utilisation du point (1;a) avec l'exercice 87 qui en fait la recherche systématique, avec pos-
sibilité de l'utiliser ou dans le cas contraire de revenir a des valeurs entiéres intéressantes.

y
Nous avons dessiné la droite 2
87 d'équation : y = % X. 41 2
a) Marque tous les points de D qui ont des 34
coordonnées entiéres. Cite deux points de D
a coordonnées entiéres et qui ne sont pas Py
visibles sur la figure :
- D eeeeens ) [ D eeeeen ) 14
b) Pour chaque équation ci-dessous, o A
indique l'ordonnée du point de la droite qui 5 5 1 : 5 A A A %
a pour abscisse x = 1 ; trouve un point a
coordonnées entiéres situé sur cette droite, 14
puis trace-la dans le repére ci-contre.
4 2 21
Dyiy=3x | D, y=gx Dy:y=-2%x|Dy y=-5%
(Lyo) | 15y | (15) | (15000 3
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La deuxieme partie se termine sur l'exercice 96. Cest encore la loupe. Une lecture trop rapide
pourrait laisser penser qu'il s'agit d'un mauvais remake de l'exercice 70 mais 'activité est beaucoup
plus complexe puisque droites extérieures et intérieures ne sont pas les mémes. Cet exercice exige une
tres bonne synthése et une trés bonne maitrise des points développés.

La figure ci-dessous est incompléte : les droites visibles en dehors de la loupe n'apparaissent pas
96 & l'intérieur de celle-ci ; inversement, la loupe fait apercevoir des droites qui ne sont pas prolon-
. gées au reste du repére ...

Compléte le dessin en tracant en bleu les segments qui manquent dans la loupe et en tracant en rouge
les prolongements des droites visibles dans la loupe.

Dans chaque cas, donne un nom aux droites que tu considéres et détermine leur équation :

..........................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................

...........................................................................................................................................................

//
/|
\
\ / 2
y
V|7 7
\
6
/
// -
//‘
//
4 5 6 7 8 kx
1

En effet, le passage droite extérieure droite intérieure reste simple : le nceud de quadrillage ex-
térieur se replace a l'intérieur et la droite passe en plus par l'origine : la détermination de la pente se
fait en méme temps. En revanche le passage droite intérieure droite extérieure nécessite deux points
car on ne dispose pas de l'origine. D'autre part, la plupart des nceuds de quadrillage intérieurs ne
peuvent se transposer a I'extérieur directement et nécessitent une acquisition réelle de 1'€quation.
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On peut donc mesurer sur ce seul exercice I'importance du chemin que 'on demande a I'éleve
de parcourir ... : calcul fractionnaire, calcul sur les nombres relatifs, calcul littéral, passage d'une si-
tuation géométrique & une formalisation algébrique, traduction graphique d'une équation du premier
degré, etc.

J'espere avoir montré comment la prise en compte de tous ces objectifs pouvait donner nais-
sance 4 une séquence pédagogique fondées sur des activités ; activités pensées en termes de réactions
de I'éleve et gérées par le maitre dans le sens d'une véritable progression. Ces exigences conduisent
notamment 3 donner de l'importance 4 des démarches auxquelles il n'est pas toujours possible de
songer 2 l'avance, comme celle qui résulte du renversement du calcvl en matie¢re de proportionnalité
(passage de la vision "horizontale" 2 la vision "verticale"), ou méme comme celle que j'ai appelée ici
la "régression vers I'addition" et qui semble pourtant un passage indispensable a la plupart des en-
fants, car ils ont besoin d'une sécurisation en matiére de multiplication ...

C'est 12 un des aspects qui me semblent le plus intéressant: a dégager de la stratégie adoptée,
de méme que celui qui touche 2 l'introduction simultanée des regles de multiplication entre nombres
relatifs. Comme on l'aura noté, celle-ci est permise par une synthése entre les aspects numérique et
géométrique du chapitre concernant les équations de droites du type "y =ax ", et I'expérience
montre qu'il est loin d'étre gratuit ou inutile d'offrir aux éleves une fagon supplémentaire de se

"raccrocher 2 un dessin" pour vérifier ou retrouver des regles de calcul ...
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