Problemes Anciens
et
Mathématiques Actuelles

Le probleme de Délos et les nombres constructibles

R. Couty”

I - LEGENDE ET HISTOIRE

L1. La légende de Délos

"En ce temps 1 ..., vers le IVéme siecle avant J.C., au cceur des cyclades sacrées, a
Délos, patrie d'Apollon, sévissait la peste...". L'oracle consulté déclara que le Dieu voulait que
1'on double l'autel cubique qui lui était consacré. On doubla donc le cdté, mais la peste ne
s'arréta pas... L'oracle de nouveau consulté fit comprendre qu'il s'agissait d'un volume
double. Si donc, la longueur du c6té de l'autel primitif est prise pour unité il s'agit de
déterminer (avec la régle et le compas) une longueur dont le cube sera €gal 4 2.

Bien embarrassés les Déliens se seraient adressés & Platon et aux géometres de son
académie. 11 est fait état de deux réponses. Platon, dans I'une aurait répliqué que le Dieu ne
s'intéressait pas tellement 2 son autel mais qu'il voulait faire honte aux grecs par ce qu'ils
négligeaient les mathématiques et méprisaient la géométrie. Dans une autre réponse il aurait
renvoyé les Déliens 2 Eudoxe de Cnide et & Helicon de Cyzique pour une solution du
probléme, qui & partir de 12 sera connu sous le nom de "probléme de Délos" ou en termes plus
mathématiques : probléme de la duplication du cube.

Cette légende est rapportée dans une lettre d'Eratosthéne au roi d'Egypte Ptolemée III
Evergete "le bienfaiteur" qui l'avait persuadé de venir d'Athenes 2 Alexandrie pour €tre le
précepteur de son fils (Ileme siécle avant J.C.).

En fait, on n'a pas la lettre d'Eratosthéne mais une relation faite par Eutocius d'Ascalon
du VIeme siecle aprés J.C. dans un commentaire sur les cylindres et sphéres d'Archimede.

1.2. La duplication du carré et l'irrationnel

En réalité le probléme de la duplication du cube est plus ancien puisque la relation
d'Eutocius commence par l'histoire ot un ancien poéte tragique inconnu représente Minos
voulant doubler la tombe de Glaucus (roi légendaire de Corinthe), double ses dimensions. On
sait aussi qu'Hippocrate de Chios s'était occupé de cette question au Veéme siécle avant J.C.

En fait, la question a dii se poser de maniere assez naturelle puisqu'on connaissait bien la
duplication du carré. On sait que dans le Menon, Platon montre Socrate faisant découvrir cette
construction a son jeune esclave.
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On peut se demander pourquoi les constructions
uniquement a la régle et au compas.

1l y a évidemment I'idéaliste Platon qui se méfiait des
instruments imparfaits incapables de représenter les
figures idéales de la géométrie et n'admettait que la
régle et le compas comme étant les moins imparfaits.

Mais on peut penser 2 une raison plus profonde provenant de la véritable crise déclenchée
par l'apparition de l'irrationnel 2 la suite du théoréme de Pythagore.

Les Pythagoriciens connaissaient bien les nombres rationnels et ont cru que l'on pourrait
ainsi mesurer tous les segments ; mais, le théoréme de Pythagore fait apparaitre une longueur
(un nombre) dont le carré est égal & 2, et il n'existe pas de rationnel dont le carré soit égal a 2.

Cette découverte évidemment bouleversa toutes les conceptions antérieures. Un texte du
philosophe néo-platonicien Proclus (Constantinople 412 apres J.C. Atheénes 483) donne une
idée de l'impression faite sur les grecs par la découverte de l'irrationnel.

" .. Lhomme qui le premier fit sortir du mystere la considération de I'irrationnel pour le
livrer au grand jour de la publicité périt, dit on, dans un naufrage. Ceci est arrivé parce que
linexprimable, l'informel aurait dii toujours rester caché. C'est pourquoi l'auteur de ce forfait,
pour avoir révélé cette image de la vie au contact de laquelle le hasard 1'avait amené, fut
transplanté au lieu originel od il demeure 2 jamais ballot¢ par le flot éternel”.

Il fallut bien accepter ces
nouveaux "nombres" ; cependant on
constate que l'inexprimable V2 peut
se construire 2 la régle et au compas. 2

Donc, pour la duplication du 1

R .3
cube on va chercher i construire V2
avec la regle et le compas.

I

1.3. Hippocrate de Chios et les moyennes proportionnelles

Les premires recherches qui nous ont été rapportées sont celles d'Hippocrate de Chios
qui vivait au Véme siécle avant J.C.. Par ses essais d'organisation systématique des
mathématiques il apparait comme un authentique précurseur d'Euclide.

Il constate que le probléme de la duplication du carré est résolu si on sait trouver une
. a _ X :
moyenne proportionnelle entre deux nombres données a et b =5 = x?=ab etsi a=1,

b=2 alors x2=2

En ce qui concerne la duplication du cube, a4 défaut d'une solution, il montre que 1'on
saura résoudre le probléme si on sait résoudre le probléme qui dans le langage de I'époque
s'exprime de la facon suivante : insérer deux moyennes proportionnelles x et y entre deux
nombres donnés a et b . Clest a dire, étant donné deux nombres a et b trouver deux
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= % on en déduit x2 =ay , y2=bx d'ot x3=a?

a
nombres x et y tels que X" =a

b etsia=letb=2 x3=2

Evidemment Eratosthéne dit qu'Hippocrate ne fait que remplacer un probleme difficile
par un autre tout aussi difficile

II - LES SOLUTIONS GRECQUES

IL.1. Principe des solutions

Les mathématiciens grecs qui se sont intéressés au probléme ont constaté qu'ils ne
parvenaient pas 2 le résoudre tel qu'il €tait posé, construction a la régle et au compas ; ceci tout
simplement parce que c'est impossible. Contrairement A ce qui se passe pour \R(2), le nombre

3 . . . . .
2 n'est pas constructible, on verra pourquoi ; mais cela les grecs ne pouvaient pas le savoir.

Constatant que leurs efforts étaient infructueux, que leur restait-il ? tout simplement ne
pas tenir compte des interdits de Platon et utiliser d'autres courbes que la droite et le cercle, ce
qui peut fournir une résolution graphique ou une résolution mécanique. Dans le cas d'une
résolution graphique les courbes utilisées sont tracées point par point 2 la régle et au compas..,
on peut obtenir un nombre de points aussi grand que I'on veut, mais ce nombre étant toujours
fini les courbes sont ensuite complétées d'une maniére approchée par continuité.

Dans le cas d'une résolution mécanique, les courbes considérées sont tracées de fagon
continue par un systtme mécanique approprié. Le texte d'Eutocius est précieux car il donne une
liste des solutions proposées, on y reléve en particulier les noms suivants : Archytas, Eudoxe,
Menechme, Platon, Eratosthéne, Nicomede, Dioclés ...

Nous allons analyser certaines de ces solutions en les exprimant en langage actuel.

I1.2. Les coniques de Menechme

Menechme (Procongse 375 avant J.C. - 325), éleve d'Eudoxe et de Platon. Il semble que
ce soit lui qui ait introduit pour la premiére fois les coniques comme sections planes des cones.
Elles sont étudiées dans le traité d'Appolonius (IIléme siecle avant J.C.). La terminologie
ellipse, hyperbole, parabole est d'Appolonius, auparavant on parlait des triades de Menechme.

Si on reprend le probléme des deux moyennes proportionnelles d'Hippocrate : % = %
%, dans un syst®me d'axes de coordonnées (Ox, Oy), l'utilisation de deux des courbes
d'équations x2=ay, y?=Dbx, xy =ab fournira la solution.

Menechme propose donc deux solutions.
Dans la premiére, il utilise une parabole et une hyperbole (premiére et troisiéme courbe).

Pour la deuxiéme solution il utilise deux paraboles.
En particulier pour a=1 et b=2, on considére l'intersection des deux paraboles y

=x2,y?=2x
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L'abscisse o du point commun M, autre que 0, vérifie o*= 20, donc o3=2. Ces
deux paraboles peuvent &tre tracées point par point a la reégle et au compas.

On peut aussi utiliser un systéme mécanique permettant le tracé continu de la parabole. La
propriété Foyer-Directrice que Menechme ne devait pas connaitre donne le procédé classique :

D : directrice F:Foyer E:équerre glissant le long de la directrice.
Fil fixéen F et B de longueur AB ;alors MF = MA

1.3, Solution attribuée & Platon

Clestla preniiére solution indiquée dans le texte d'Eutocius, mais il y a des raisons de penser
qu'elle est faussement attribuée a Platon. D'une part Plutarque dit que Platon répondit aux
Déliens que le probléme des deux moyennes proportionnelles n'était pas facile mais que
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Eudoxe ou Helicon de Cyzique le résoudraient pour eux, il ne proposa pas de s'en charger lui-
méme.D'autre part, on donne une solution mécanique et I'on connait le peu de goiit de Platon
pour de telles solutions. Il est probable que cette solution a été inventée a 1'Académie
Platonicienne et ensuite attribuée a Platon lui-méme.

Rappelons qu'étant donné a et b il

A s'agit de trouver x et y tels que:
a_x_»y
M x"y b
Considérons la figure ci-contre on
X porte OA=a , OB =b longueurs
données et supposons que les
A a y > longueurs cherchées soient portées
- 0 N suivant OM =x et ON =y.
b
Ona x2=ay c'estadire:
/1B —
OM? = OA.ON

c'est a dire que le triangle AMN est rectangle en M.

De méme y?=bx : ON? = OM.OB, c'est A dire que le triangle BNM est rectangle en N.

Le probléme est donc le suivant : étant donné OA et OB disposés comme sur la figure,
construire
le reste de la figure de fagon que les anglesen M et N soient droits.

On peut considérer une Y (D)

droite variable (D) passant
par A. On meéne par B la
parallele a cette droite qui P
coupe (Ox) en G etde G

on méne la perpendiculaire a

(D) quilarencontreen P.Le

point P décrit une courbe A G
o

(B) qui peut étre construite
point par point ; et

l'intersection de G avec B
(Oy) donne le point M
cherché.

Analytiquement, dans le syst¢éme d'axes (Ox, Oy) ona:

équationde (D):y=m(x+a) (1) équation de (BG):y+b=mx
point G: y=0 x=% droite (GP):yz-%(x—%)

ou m?y =b-mx (2). Enéliminant m entre (1) et (2) on al'‘équation de la courbe décrite
par P:

3
Y - p- 2 = v+ xy (a+x) = b(a+x)?

(x+a)?  ~ x+a
=N y (x2+y?) +axy-b(a+x)*=0
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c'est une cubique circulaire ; son intersection avec (Qy) est le point de coordonnées (x ,y)
telles que

x=0 et

solution mécanique

Pour la solution mécanique,
I'instrument utilisé est un angle droit
rigidle FGH et une équerre FKL.
FK glisse le long de GF , et KL
reste constamment parallele 3 GH.

On place l'angle rigide FGH de
sorte que GH passe par B etonle
tourne jusqu'a ce que le point G soit
situé sur la droite (AQ).

Ensuite, on fait glisser KL qui reste toujours parallele 3 GH jusqu'a ce que KL passe
par A

Si le point K n'est pas sur la droite BO, l'ensemble doit étre de nouveau déplacé
jusqu'a ce que le point se trouve effectivement sur la droite BO. On doit prendre soin, pendant
tout le mouvement que KL et HG passent par A et B respectivement et que le point G se

déplace sur AO.
I1.4. Solution d'Eratosthén
C'est encore une solution mécanique effectuée au moyen de trois figures planes (triangles

rectangles ou rectangles qui peuvent se déplacer parallélement (en se recouvrant partiellement)
entre deux régles paralléles.

A M N Q A M' M N" N* Q'

D
NK

E F G H E » F Gv Hc

On part de la figure (1) (AE =a, DH =b) et on déplace les triangles MNG , NQH
jusqu'a ce qu'ils prennent les postions M'G'N' et N"H'Q' de fagon que les points B et C
ol M'G'et G'N' rencontrent respectivement MF et G'N' soient alignés avec AetD.

Appelons K le point de rencontre de ABCD avec EY ,ona:

AE _EK _AK _KF _ BF , ~AE _ BE
onc BF = CG'

. BF _BK _KG' _CG .. AE_ BF _CG
mals =5 = 6K - KH' - DH' “°Y BF “ CG' ~ DH'

avec AE=a, DH' =b on trouve donc les longueurs cherchéesen BF =x et CG'=y
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I1.5. La cissoil Diocl

D'autres recherches n'utilisent pas le fait que le probléme se raméne 2 la découverte des

deux moyennes proportionnelles.

Ml

Au II2me siécle avant J.C. Dioclés introduit une courbe
qui lui permet de résoudre graphiquement le probléme.
Newton (1641 - 1727) donne un procédé permettant le
tracé mécanique de cette courbe.

M décrit le cercle (C) de centre O et de diamétre
OI, la droite OM rencontre A en M'. La cissoide est

_.)
la courbe décrite par le point M" défini par OM"

_)
MM

Cette courbe est évidemment constructible point
par point avec la régle et le compas.

Dans le syste¢me de coordonnées polaires d'origine
O etd'axe Ox le cercle (C) a pour équation

p=cos® etladroite A, p = .
cos ©

L'équation polaire de la cissoide 4 est donc

)
sin“ © .
= -cos 0 = d'ot p cos O =
cos 0 cos 6
5 .
. tan“ 6
sin@= ——
1+ tan? @
2
y-
) ) x2 .
son équation cartesienne est : x =5 , ce qul
1+X-2-
X

donne

X2 +y)-y2=0

Considérons le point U de l'axe (Oy) d'ordonnée 2, la droite (IU) a pour équation
y =2 (1 - x), elle coupe la cissoide & enun point V dont les coordonnées (x, y,) vérifient

Yo =2 (1-x%p)

Xy (Xo2 + Yod) - yo2=0

Yo=2(1-xg)

3
= y03=2x03 = Yo = \fixo

¥o? (1-%g) =%y’
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La droite (OV) a donc pour équation y = 3\f§ x ; elle rencontre la droite (A) au point W

d'ordonnée §/T2 On obtient ainsi une résolution graphique de la duplication du cube.

Construction mécanigue de la cissoide (Newton 1642 - 1727)

Mo

L]

M‘

- -
oM" = MM' Ol=1
Soit M, le quatriéme sommet du rectangle

construit sur OIM'.
Considérons les triangles IMM' et M;M"O

A

A'
O=M , IM'=0M,, OM"=MM' donc

A
les deux triangles sont isométriques alors M" = 1
Droit

Soit M, le milieu de [M,; M ; puisque le
triangle M; M" M’ est rectangle en M", ona :

" Ml M' 1

M'"M, =—5 3-

Soit B le syméirique de A par rapporta O
, BOM'M, est un parallélogramme.

La parallele 3 (BM,) passant par A
rencontre (M, M") en M.

D'apres le théoréme de Thales, O étant le milieu de [BA], M" est le milieu de [M,

M,] on a donc

M'M, = M"M;. = %

D'od M, M; = L. Le trapeze BOM"M, étant isocele, les angles en B et M, sont

égaux.

Comparons maintenant les triangles BAM, et BM;M, ona:

A A A
Coté BM, commun, BA=M,M; B=M, donc ils sont isométriques et par suite I'angle M,

est droit.

D'oli le systéme imaginé par
Newton pour la construction
mécanique de la cissoide : sur le
coté d'une équerre de sommet M,

, on a une pointe tracante M" et
unepointe seche M, avec My M"

=M" M,. B est un point fixe
du plan. Lorsque M, décrit la
droite D , le deuxiéme cOté de
1'équerre passant par B, le point
M" décrit la cissoide .




III - LE CORPS DES NOMBRES CONSTRUCTIBLES
ML 1, Elémen nstructibl

On part de I'ensemble 8 réduit & deux
points O et I

On dira "élément constructible" pour T
élément constructible a la régle et au compas a

partir de 0.

Ona OetI d'ouladroite OI,
Cercle de centre O etderayon OI —

Y
I 1 O 1
Cercle de centre I' et de rayon I'l
Cercle de centre I et de rayon I'1
— KetK'
d'olt droite OK perpendiculaire 2 OI,
et le point J. On en déduit le repere K,
\

- =
orthonormé défini par Ol et OJ.

Définition : Un nombre réel est dit constructible s'il est une des coordonnées dans le repére (O,
I, J) d'un point constructible.

Exemple : V3 est constructible, en effet le cercle (I', I'T) a pour équation (x - 1)+ y? =4
etle point K estle point x =0, y =3.

I mbr n ibl

Théoreme L'ensemble G des nombres constructibles est un sous-corps de R stable par
racine carrée.

Démonstration
1) ©_estun sous corps de R

On sait déja que Oet 1 sontdans T.

On doitdoncmontrer a)ue G = —-ueT

b) ue Cet ve CTl= u+ve T ¢) [ue C et ve G] = uve C
HueSet uzx0] = te T

a) Si A estle point de I'axe ox d'abscisse u, en utilisant le cercle de centre O passant par
A on construit le point A' d'abscisse -u

b) Si OA =u , on construit le cercle de centre A et de rayon [ v ]
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soit B son intersection avec ox ona OB= u+v

c)soit ue G,ve C.

y
A

N
5

C

AN
1\\

d)

Soit OI=1,0J=1, A telque OA =u
(u # 0) On construit la droite (AJ), puis la

parallele & (AJ) passant par I ce qui donne le
point B.

&

=

Ona: d'ou 6]_3=

a
OA

Si uv=0 onaévidemment uve G

supposons alors uv # 0. Soit I tel que
Ol=1
A tel que OA=u, B tel que OB =v

On construit la droite (IB) et la parall¢le
a (IB) passantpar Aona:

9C——-(Ed" OC=u.v

OB Ol
J
\
B
0

S~ A
I\\

2) B est stable par racine carrée Clesta direquesi u € G, u=o alors Yu € G.

y
A

» X

M

Soit T tel quea= letAtel quea =u.

On construit le cercle de diamétre OA, la
perpendiculaire en I & (OA) le rencontre en
B.

Ona IB2= OI.IA

doncIB2=u, IB =+u

. 4 .
Exemple : V2 est constructible, 2 est constructible.

On sait d'autre part que Q est le plus petit sous-corps de R. En effet soit K un sous-
corpsde R etge Q avec pe Z, qe 2 ;puisque K estunsous-corpsde R ,ona le

K ; K étant stable pour l'addition on en déduit N C K, K étant stable pour 'opposé on a
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Z C K, K est stable pour l'inverse donc é e K, et il est stable pour le produit, donc ge K
on en déduit bien @ C K.

Alors si . désigne le corps des nombres constructibles on a

I ractérisation nom n ibl

Rappel : Si K et L sont des sous-corps de R avec K C L, on peut considérer L
comme un espace vectoriel sur K, si cet espace vectoriel est de dimension finie, on note sa

dimension par [L : K]. Si on a trois corps K, L, M,avec KCLCMC R,ona:[M:K]=
[M:L].[L:K].

En particulier, si K C R avec ae R et a¢ K, onnote K (a) le plus petit corps
contenant Ket a
(c'est & dire I'intersection de tous les sous-corps de R contenant alafois Keta)

Exemple : @ (V2), on voit facilement que c'est I'ensemble des nombres réels de la forme o +
B 2 avec o et rationnels.

Si le nombre réel a , n'appartient pas 3 K, il est possible qu'il soit racine d'un polyndme

3 coefficients dans K (exemple V2 n'est pas rationnel mais est racine du polynome x2-2
dont les coefficients sont rationnels). On dit alors que a est algébrique sur K. Evidemment si
a est racine d'un polyndme P 2 coefficients dans K, ce polyndme n'est pas unique, car a est
aussi racine de tout polyndme de la forme SP, ou S est un polyndme quelconque 2
coefficients dans K. Mais, si a est algébrique sur K et si on impose au polyndme P tel que
P (a) =0 les conditions suivantes :

1°) P est irréductible, c'est & dire n'est pas décomposable en un produit de polyndmes
degré inférieur.

2°) P est unitaire, c'est & dire que le coefficient de son mondme de plus haut degré est

l'unité ; alors P est unique il est appelé polyndme minimal de a et si n est le degré de ce
polyndme, n est appelé le degré de a sur K. Dans ces conditions n est aussi la dimension

sur K de l'espace vectoriel K (a). Tout élément de K (a) peut s'écrire sous la forme :

n-1
O+ 0,a+ ...+ 0, ;2 avec o, € K, ..o, ; €K

THEOREME DE WANTZEL (1837)

Soit a€ R : aest constructible si, et seulement si, il existe un entier p=1 etune suite
de sous-corps de R : Ly, Ly, .Ly gels que L1 = Q,L; L, [Liy:Ljl=2 et ac

Lp_

Corollaire Tout nombre constructible est algébrique sur Q et son degré est une puissance de
2.
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Application & 3\f§

?\’ﬁ est algébrique sur Q , puisque racine du polyndme X3 - 2 Qqui est son polyndme
minimal. En effet, si ce polyndme était décomposable, un des facteurs de la décomposition

serait du premier degré et le polyndme X3 - 2 aurait une racine rationnelle ce qui n'est pas le

cas. Alors 3\.[5 est algébrique sur Q et de degré 3 ; donc, d'aprés le corollaire ci-dessus, il
n'est pas constructible.

IV - DEMONSTRATION DU THEOREME DE WANTZEL

Soit ((_)i, o ) le repere orthonormé du plan P construit partir des points de base O et

I.
Soit A, B, C trois points du plan P dont les coordonnées dans le repére (O, I, J) sont
respectivement (a, a,) ; (b, by) 5 (¢, ¢y) s en écrivant les équations, on remarque que la

droite D passant par les points distincts A et B a une équation de la forme ox + By +v=
0 ou o, B,y appartiennent a Q (a;, a,, bl), de méme le cercle de centre A et de rayon BC

a une équation de la forme x2+y2-2 ox -2 Py +y=0 od o, B,y appartiennent
Q (a;, a5, by, by ¢y, ¢y)

Soit alors a un nombre constructible, a est I'abscisse d'un point constructible M de
I'axe ox

Soit M|, M,, ... M;; =M la suite de points successivement construits pour obtenir le
point M

M, =0,M,=1..).

Pour i=1,2,..,n, notons (x;,y;) lescoordonnées du point M; dans le repére

O, L J).
Ona:x; =y;=0 , x,=1, y,=0 ... xy =2, yp = 0.

Posons K;=Q (x;,y;)=Q
K2 = (D (xla yl, X2, )’2) = Q

Ki = (D (Xl’ yl’ cooy Xi, yi)

.............

K1=K2=(D , a=Xx,€ K.

On va montrer que pour tout i=1,2,..n-1 :deux cas seulement sont possibles :
oubien Kj, = K;

oubien [K; . ;: K= 2.
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Pour i = 1, le résultat est évident car K, = K,. Supposons maintenant i 2 2. Ayant
obtenu les points M,, M,... M; pour le point M; . , trois cas sont possibles.

1°) M; ., estlintersection de deux droites ; 2°) Mj  ; est l'intersection d'une droite et d'un
cercle ; 3°) M;  , est l'intersection de deux cercles (cercles et droites construits a partir des
points M,;... M), le 3¢me cas se ramene au 2eme.

En écrivant les équations de ces cercles et droites dont les coefficients appartiennent &
K;= Q (X, ¥y»-r Xj » ¥j)» ON VOit que c'est seulement dans le 2&éme cas que l'on aura a
considérer une équation du second degré, donc dans ce cas on pourra avoir [K; , :Kj]=2;
autrement on aura
Ki+1=K;

A partir de cette suite K; on pourra construire une suite strictement croissante, en
supprimant tout corps égal au précédent. On obtient ainsi une suite de corps L, ©.L, < ...

CLp avec L,;=Q ,ae Lp et [L;, :Lj=2

Réciproquement , supposons que l'on ait une telle suite de sous-corps de R, nous allons

montrer que tous ces sous-corps sont contenus dans G, corps des nombres constructibles, ce
qui montre bien que a est constructible.

Ona:

L, = Q C T, supposons L; C G, montrons qu'il en est de méme pour L;, ,. Soit x un
élément quelconque de L;, , ; la famille 1, x, x% n'est pas une famille libre dans 1'espace
vectoriel L, ,surL; car

[L; 4, :Ljl =2, il existe donc a, B,y dans L; non tous nuls tels que ox2+Px +y=0 . Si

- \’ 2
BV B 40”, donc xe G
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o=0 ona x=-le L; < G Si a=0 onaalors x=

(puisque G est stable par racine carrée).

Démon ion rollai

Si ae R est constructible, il existe une suite de sous corpsde R : L, € L, C ...
c Lp telle que
L1 =(D, ae Lp [Li+1 ILi]=2.

Onadautrepart: [Ly: Q)= [Lp:Ly 1MLy Ly ol lly: Q= 2p- 1

Onaaussi Q C Q (a) C Lp don 2P~ 1 = [Lp : Q)] . [Q(a) : Q]. Il en résulte que
[Q(a) : Q].

est un diviseur de 2P - ! | c'est donc une puissance de 2 que nous noterons 29.

_4] -



Considérons maintenant la famille 1, a a2, ..., a2 c'est une famille 3 29+1 éléments,
elle est donc liée dans le @ espace vectoriel Q (a); dong, il existe des éléments oy, O,

o, dans Q tels que

29
Ogt 0p a+...+ O ga M- , ce qui montre que a est algébrique sur Q etquele

degré de asur Q est [Q(a):Q] = 24.
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