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LA NOTION D'EQUILIBRE

Ses modes d'intervention - Ses prolongements

/T7 LA NOTION D'EQUILIBRE : OBJECTIFS, DEMARCHE ET GENESE.

1°) Etat des lieux.
Aussi bien dans ses caractérisations que dans ses différentes interventions, le

Barycentre n'apparait que comme dépendance du calcul vectoriel et non comme un outil
spécifique.

Il est surtout exploité comme élément de réduction.
La lourdeur des notations,
I'insuffisance de l'image mental associée,
la forme des caractérisations qui le privilégient,
sa faible disponibilité au niveau des configurations,
rendent son emploi difficile et peu performant.

2°) Objectifs et démarche.
Le désir de rendre plus sensible le barycentre, conduit & lui faire correspondre

une situation physique et sa représentation sur un schéma traduisant I'équilibre associé et
le visualisant.

Ce schéma d'équilibre pourra étre associé 3 plusieurs traductions barycentri-

ques de la méme situation.

La volonté de considérer le barycentre comme un outil spécifique de résolution
de problémes, conduit :

(1) & s'intéresser & une formulation qui ne privilégie aucun point

2) & rechercher des é&critures plus facilement manipulables

3) & faire en sorte que reste disponible une image mentale globale associant
'équilibre et son schéma

4) a étudier les configurations qui sont le support de propriétés exploitables
en terme de barycentre et d'équilibre.
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3°) Gentse de la Notion d'Equilibre.
C'est en cherchant & faire du barycentre un outil spécifique de résolution de

problémes que les objectifs précédentssont successivement apparus.

La notion d'équilibre en résulte.

O

Disons aussi que c'est en insistant, & propos du barycentre, sur le schéma
(alors controversé) de la situation physique de 1'équilibre de 3 forces paralldles que le
concept s'est dégagé.

(1) L'exemple physique du champ de la pesanteur (localement 3 forces paral-
leéles) permet de rendre sensible la recherche ’
du point d'équilibre et de visualiser dans les cas

simples un barycentre.
A

(2) On est ainsi conduit & des schémas

d'équilibre du type :

(3) . Un éthbre peut étre caractérisé vectoriellement par X o MAi =
i=1
et z ez =0
i=i
Fonction vectorielle de Leibniz nulle & somme de coefficients nulle.

(4) . Cette définition ne privilégie aucun point et permet (si o £0) de carac-
ténser chacun d'eux comme barycentre des autres.

(5) . Notations : L'équilibre ci-dessus est noté

Il a trois traductions du type :

C est le barycentre de A| B

1]-3
Ces notations allégées permettent de passer facilement % des coefficients proportion-

nels.

(6) . Le retour de la notation vers le schéma permet de percevoir 1'équilibre
physique associé et d'éviter un formalisme prématuré.

4°) L'importance de la notion de Barycentre dans la formation scientifique

reste entidre, quelle que soit sa place dans les programmes scolaires. C'est un concept
unificateur entre des domaines variés, mais, actuellement, le barycentre sert surtout
comme élément de réduction d'expressions vectorielles ou nufnériques et sa présentation
est plutét un prétexte au calcul vectoriel.
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5°) INTERDISCIPLINARITE : L'apprentissage proposé pour la notion d'équilibre se fait |
4 partir du point de wvue physique et le retour & celui-ci est toujours possible : les

manipulations d'écritures correspondent 3 des réalisations physiques. Le calcul dans le
modele colle au plus prés avec les concrétisations que l'image mentale peut produire.
le sens du concept peut étre préservé tout au long de son emploi, ce qui est favorable
& sa compréhension, & son enseignement, sa mise en oeuvre.

Citons ici le "Rapport de la mission de réflexion" (Didier Dacunha-Castelle)
P- 2 : "L'évolution du systtme éducatif passe par une interdisciplinarité bien comprise".
P 42 : "La géométrie élémentaire s'élabore sur la base de perceptions physiques".
p- 49 : "Au Lycée, certaines notions mathématiques peuvent prendre du sens en physique.

L'important est de préparer le terrain pour que les objets mathématiques
introduits par la physique puissent étre repris par 1'éléve en mathématiques dans de
bonnes conditions".

p.70 : "(Favoriser) l'acte de chercher - (Illustrer) les liens avec d'autres domaines et
entre différentes parties des mathématiques.
On procéde bien ici & un passage du "sensible au rationnel”.

6°) LES CHAMPS D'INTERVENTION  sont essenticllement les problémes d'alignement,

de concours et de parallélisme, puis de convexité, d'harmonicité...

L'outil-équilibre, joint & d'autres outils permet de traiter des questions de

bissectrices, d'isogonales, d'isotomiques...

C'est sa facilit¢ d'emploi qui incite & le faire intervenir. On dispose, en
effet, de caractérisation en termes d'équilibre pour de nombreuses configurations :
alignement, miliey, parallélogramme,trapéze, quadrilatére complet, Céva, Ménélaiis...

7°) LES CONCLUSIONS DE LA MISE A L'ESSAI confitment les avantages du point de

vue proposé :

* Techniquement, il se révele d'une grande facilité.

* Pédagogiquement, il permet de travailler au niveau du sens.

* Du point de vue de l'apprentissage, prenant appui sur un aspect physique, sensible,
facile & mémoriser et & visualiser, il permet de dégager immédiatement une image
mentale. : '

* Du point de vue de la méthode, il est spécifique et se substitue & un apprentis-

sage de procédures calculatoires utilisant la relation de Chasles.

8°) PLACE DANS LE COLLOQUE : Le concept proposé contribue % 1'élaboration de
ceux de répartition de masse en physique et de point moyen en statistique. Il conduit
& une mise en oeuvre sensible de la proportionnalité & une approche des procédures

linéaires d'élimination (jusqu'a la méthode du Pivot de Gauss).

La présentation de la notion est donc justifide :
1) par son ancrage physique et son réle dans la culture scientifique.
2) par sa place dans une problématique d'accés au linéaire.
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, | 4 - Equilibres |
IL1 B : -4

Une caractérisation plus sgrﬁétrigue ‘du barycentre.

Soit A, B et C trois points, distincts, les propositions
suivantes sont équivalentes:

[i] 11 existe un point P du plan et trois réels a, B et y non nuls
et de somme_nulle tels que:

o.PA + B.Fﬁ + y.Fé =0

E] A est barycentre de ._g_._%
E] B est barycentre de AL C
o ¥
[]] ¢ est barycentre de AlB
O

|

Schéma d‘'équilibre associé
A la situation précédente (cas de trois points), on peut

associer le schéma d'équilibre d'un solide soumis & trois forces

paralleles.

@
Fy

De fagon plus générale, &tant donné trois points A, B et C
affectés de coefficients «, B et y non nuls et de somme nulle,
tels que 1°'un soit barycentre des deux autres, on peut associer
Te schéma d'équilibre de trois forces paralieles et d'intensites

[

o, B et y.

o+ B+ y=20

Sur Te schéma d‘'équilibre précédent, on peut alors lire de trois
facons différentes que chaque point est le point d'équilibre des
deux autres points affectés des coéfficients,correspondants.
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Notion d'équiliibre. o

I1.2

) . . A1 | Az | [ An
On dira que 1'on a 1°'équilibre { i az | *°° KD }

Si 1'un des Ai est barycentre des

Le systéme {Mwﬁ

si et seulement s

1a fonction vectorielle de Leibniz aqui Tui est
associée est nulle.

Le systéme { é } est un équilibre
i

si et seulement s

1) Lol a2 + ... agn = 0

2) IT existe un point P tel que:
1. PAT ¢« ... san.FAn =0

Equilibres et barycentres

S/ G est le barycentre de At | é: g

atl |
alors 1e systéme g &ﬁ § 22 g

Rix
ER E)

o
Vg qusmlamm
w

ot a = -~ ¥ aj, est un équilibre.
i=q

An

g o } est un équilibre

1 | Az |
S1 le systéme { =3 § az ]
alors pour tout 3 € {1, .... n} tel que «i soit non nul,

Ai est le baryecentre du sys%%me privé du couple l—éi{




m - Equilibres et configurations

- L1
Equilibre & trois points: Alignement

A, B et C alignés & 11 existe un équilibre {Fe l B l 2 }

(2 coefficients mon tous nuleg)

1® Si { AflBlcC } est un équiliibre,
a | B 17

alors 1'une.des deux propositions suivantes est vraije:
Ba=f =9 =0 (0n dira que 1’équilibre est trivial)
B A, B et C sont alignés

2° S1 A, B et C sont alignés, i1 existe des coefficients

o, B et y tels que { 2 } g { S ) soit un équilibre.

Cet équilibre sera dit associé aux points alignés A, B et C.

On peut choisir pour o, B et y les coordonnées de

BC, CR et AB dans une base Z. c'est a dire, au signe pres,
des nombres proportionnels aux longueurs BC, CA et AB.

On peut ainsi s'appuyer sur la notion physique d'équilibre.

Equilibre associé & un"quadrilatére ABCD.

S{ ABCD est, au sens strict, un quadrilatere,

AlBlcl|o }
alors i1 existe un équilibre {
? « [Blv 9o

& coefficients non nuls, uniques & un facteur
multiplicatif pres.

Etant donné un quadrilatere ABCD et
1'équilibre associé { 2 ; g ! 2 : g

0D Les droites (AB) et (CD) sont paralleles €& o+ B =20

L'équilibre associé & un tél trapéze s'écrit donc
. {AlBICID}
a -« | ¥ |-v

G Les droites (AB) et (CD) sont sécantes & o+ B O

Leur point commun 1 est & la fois

barycentre de - 2 g et barycentre de _%_*_%.
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2
Tragézes et gara11é10grammes

a) Parallélogramme

Les quatre points A, B, C et D déterminent un parailelogramme ABCD
s{ et seulement s '

L R

on a 1°équilibre { A '_? ' ? {_2 }

b)Y Trapazes

D ToT C

AlBjlclo

L'équilibre R

} est caractéristique

du trapéze et du parallelisme: (AB) // (CD) («x et & non nuls)

Le guadri1atére complet.

Soit ABCD un quadrilatére et

{AIBICID
ac { Bl ylo

RERXEL000

3
&
i

son équilibre associé.

SRR

#
§~S
&

24
]
53

&

On suppose o + B, o+ 5y et o+ & non nuls.

%. Alors:

% e (AB) et (CD) sont séqadtes en I barycentre de 'é‘"‘%' et —%—u-%-
gz ) Al C B8lo

| e (AC) et (BD) sont sécantes en J barycentre de —3_"—7- et -77-"7§‘
é o (AD) et (BC) sont sécantes en K barycentre de ALD et 8  C
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IV. EXEMPLES D'INTERVENTION .
Iv.l

Exem_g_'le 4: D'aprés Tangente n°
Données: = Un triangle ABC

2

& Trois points P, R et S situés sur (BC)

= La paraliele & (AS) passant par P coupe (AB) en P°
§  La paraliele & (AR) passant par P coupe (AC) en P"
gj Démontrer que:
;}\ les droites (AP), (BP“) et (CP') sont concourantes (ou paralleles)
% si et seulement s%
2 P est le milieu de [R,S] P’

o |

[}

b '

i '

[ ]

1 ]

' '

t 1

1 A i

l H

' .

'| )

vy

! :

8 M

8 0

§ 1

B S P R C

a) Css de concours b) Ces du parallélicme

On peut trouver des coefficients «, B et y (svec o arbitraire) pour
avoir les eéquilibres [&1] = { AlB |l P

7 ot @ - (5

En projetant sur (BC) on obtient les équilibres

[=] - {3 g /} et = { R | g]l ; qui par addition donnent
p

1'équilibre - {u = /}

:22 } est un équilibre

e 1 + HIE est un équilibre et p # 0

B C
© [es] + E = : | /} est un équilibre

< |e1], lez2] et Les| + - sont des équilibres
: (AP), (BP") et (CP°') sont
&3

concourantes ou paralleles
(e + B+ y & 0) (a + B+ y=0)

(H}pothéses du théoréme de Céva)
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Exemple 5-c-Robl

AV.2 s
Soit un triangle APQ et (AD) la hauteur issue de A.

Pour tout pointBde (AO) on appelle U et V les intersections: de QB
et (PB) avec (AP) et (AQ).
La droite (A0) est axe de symétrie de 1la paire de droites {(gu). (o)

La démonstration ci dessous donne .un,exemp'le d’'intervention des
équilibres dans un problame de symétrie (et d'alignement).

A

Soit U’ =o(0“(U) et P* =» ).

Montrer que (OV) = o(OM(OU), équivaut & montrer que 0, U' et V
sont alignés.

IT existe un équilibre = {2 S : : } qui entraine

b @ - e
)

“le.s équilibres Eﬂ = { : u

A \
ot ={a ==

La symétrie conduit & 1'équilibre - {a l"a'Pg :: }

L0 VT

On a aussi 1'équilibre [es] = { -2p: :: } car 0 est milieu de [P,P']

On peut donc repérer P* sur [0.Q] par 1'équilibre [E tel que
- = - =- (e

i-p {p-aJ -
En faisant intervenir U' en considérant 1'squilibre tel que

r—nmm{ vlofo

a [-a-p| q [p-q

En reprenant o4 pour tester 1 a'Hgnement de V avee O .et U°* on

obtient 1°&quilibre =] = =] - [e4] = {'QI'B'PIGY‘Q} .

Cet équiHbre prouve que les points 0, U°® et V sont a]ignés.
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V. INITIALISATION ’

La notion d'Equilibre a été présentée pour la premidre fois au Colloque
Inter-IREM de Géométrie de Mize, le 26 mai 88 (9 h 45 - 10 h 30) par le groupe
de géométrie de I'IREM de Bordeaux.

Un document provisoite : "Le barycentre : un outil spécifique” y fut
distribué. En septembre 88, une premitre publication du groupe y fut consacrée :
"Barycentres et Equilibres" version n° 1.

La premitre mise & l'essai eut lieu en 88/89 (PAI au Lycée Technique
d'Agen) dans le cadre du programme,

En juin 89, des propositions faites & la DLC 15 pour le nouveau programme
de Seconde contenaient les conclusions de la mise & 'essai et une proposition d'intro-
duction de la notion d'équilibre.

La seconde mise & l'essai a été réalisée en 89/90 avec une collaboration
physique et mathématique au Lycée Technique d'Agen.

VI. BIBLIOGRAPHIE.
5 Le document de vréférence est @

"La NOTION d'EQUILIBRE® ISSN 0750 0807 MARS ©0
" publié par 1°Irem de Bordeaux

Le dccﬁmeng_gg réference :"La notion d'Equilibre” (Mars 90)
réesulte des travaux du groupe de Geéometrie de- 1"IREM de
Bordesux depuis la présentation de Maéze (26 mai £9).

La fartie A présente la notion d'équilibre & partir de
celle de barycentre ;son intervention dsns les configurations
et l'harmonicité, puis quelques exemples de fonctionnement.

La Fartie B est la mise & 1l'essai en 88/89 et ses
conclusions '

En annexe (Fartie C) on trouve :

e un essai de définition sans calcul vectoriel,
e lo definition complexe danes le plan,

des élements de théorisation de la notion d équilibre.

Fostérieurement & la mise en place de la notion d’équilibre,
un article de Yves Helleégouarch (Université de Caen) sur une

aniomatigue barvcentrigue des espaces aftines, fut deécouvert

dans la Revue de Math.8péciales ( Vuibert éditeur)

I1 est cité en AQnnexe 3

De méme 1 'Art pondéraire de Simon Stévin présente souvent le

méme souci de traiter globalement les situations d'équilibre.
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Doc. Annexe 1 -

Exemp‘e. de clc.v orr .de Con h‘oce |
— avec sa
BARYCENTRES ET EQUILIBRES l Corre OL‘- o

0 Le triangie ABC est donné.

¢ Le point M est défini par

I'équilibre S“_{M I B .
| i |-af3) Y

0 le poini K est le barycentre de

0\‘.l~
B|C BSN. N—
2|1
1. CONSTRUCTIONS —
BH: A

1°) Placer M, puis K. (Indiquer I'ebscisse de K dans le rep2re (B, C)). 3

2°) Construire, & part, un schéma de I'équilibre SA c Lz = e, i

Placer L sur la figure. 22 3 -SS

-3
3°) N désigne le barycentre de _1_3. Ars
i]-3

Ecrire l'équilibrgaassocié et placer N, ¢ :{ ALB LN AN=93 ra
- 3 Adley [ 2 )¢ z

Il. On veut montrer que (AK),(CM) et (BL) sont concourantes.

1°) Montrer que I'on peut utiliser M et K pour construire le barycentre G

de A I B I C Ge(CM) car Mo bugcw}wo\g ‘%"‘5,8"
d C e e
21613 C-e@r\()CM.RM\-La.rdL %;!_"* eié

| &l |
2°) Ecrire un équilibre associ€ 2 A,B,C,G: e 4 et utiliser e, pour obtenir
un équilibre e, prouvant que G est un point de (éL)
s . P ’
3| G|L 3

A
3

dAl1e Ve (6] o
e"‘&z‘c {3 t-44) 955.94"9"{(l-1115

lll. On veut démontrer I'alignement de K, L, N.

2 |C[K
i1 |-3

2°) Trouver une combinaison de € €, et e; qui €limine A, B et C. (On
pourre aussi modifier les coefficients et additionner).

Q:{%-‘.%_L—LS‘.SI '2.93; c _%-}:—:;H—vg .)386: &%—,—:ﬁ}
Yo~ €, 4 205 = {_’;"; 2’ o K, Lok ambeliqus.
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1°) Ecrire un équilibre associ€ & B,K et C : e =




Doc. Annexe 2 Elewmentg Pour une H'\e'om'e_
Equilibre vectoriel -

a) Définition

On appelle équilibre vectoriel tout é&lément e de R(Rn)

tel ° = .
que, en posant e (ae) . on aft:

®eR"

LTt

@Q

@

i
o

o
"

QQ

]

o

b) Structure de 1'ensemble ¥ des équilibres vectoriels

. n
€ est un sous espace vectoriel de R (R )
En effet, & est le noyau de 1'app11cation manifestement
Tinéaire:

r(R") » R" x R
(2,) pegn ] E a, =0, E , =0
acR" acR"

£ J&libres affines
=l=— — 65 atiines

Soit & un espace affine sur R", nous définissons comme

nous 1'avons fait au III, 71‘'espace d(Rn) et nous nous

interessons a certains éléments de cet ensemble que nous
appellerons équilibres affines.

@) Definition

On dit que 1'é€lément (o) est un équilibre affine, si,

acd
pour un point 0 quelconque de # (et donc pour tous)

1'&lément (a— ‘ est un équilibre vectoriel.
OA7= _.n
oa€R
On notera & cet ensemble.

TR,

tﬁ - Caractérisation des éguilibres affines.

n
Soit (aA) un élément de ﬂ(m ).

A€d

LA

(GA)Aed est un équilibre &= Pour tout Med on a: Z « . VA =0

-Bargcentres et éguilibres

Barycentres (Rappel)

Soit slément de z(R)
o (GA)A€£ un e .

Le point B est appelé barycentre de la famille (aA)

si Z aA.Kg =0 260
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