Premiers niveaux de difficulté dans Vétude des HHeux

Luc Sindgre

8.1 Introduction. .
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introduction du vocabulaire des mathématiques modernes remplaca cette
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§'abstraire au mauvais sens du terme.
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Nous espérons montret, dans ce qui suit, que les deux présentations, mé-
canique et ensembliste, possédent toutes les deux leur intérét mais aussi
leurs part d’abstraction. Il nous parait intéressant de mettre en paralldles,
sur des exemples, 'articulation mécanique qul met en mouvement la figure
et la résolution classique qui elle utilise les iransformations. Tout le mande
galt que la difficulté est de parvenir & ce que 1'éléve arrive & introduire,
de Jui-méme, sa propre transformation, et la définisse, & 1'aide de points
fixes, sans contraintes en surnombre. Voila bien longtemps qu’au Bacca-
lauréat une telle épreuve n’a été demandée ce qui prouve que notre juge-
ment est largement partagé | '

Nous avons essayé d'illustrer par des exemples, et de graduer les princi-
pales difficultés que rencontrent les éléves : points guldes et points guidés,
de type élémentaire ou simple, droites guides et poinis guidés, etc. Nous
concluons par un exemple qui pourrait &tre le sujet, & lui seul, d*un article
entier. Ce probléme de lieu, dit du parallslogramme! montre les difficul-
s que 1'on rencontre lorsque justement, on ne dispose pas, a priori d'un
guidage entre un point variable de la figure, parcourant un Heu connu, et
le point recherché. Les généralisations qu’en a tirées Thierry Hamel iltus-
trent aussi combien 'emploi des transformations, en tant que véritables dé-
formations, c'est-2-dire dégagés cette fols de la Mécanique, est fécond. Son
développement qui formait la dernitre partle du résumé de cette interven-
Hion, présente un intérét en lui-méme ; il fut donc décidé de le présenter &
part. Le lecteur trouvera cet article au chapitre suivant.

8.2  Premiers Problames.

Beaucoup se souviennent encore de la mise en oeuvre d'une réciproque
comme d'un exercice formel. Souvent les mauvais éldves crolent que la
complexité des mathématiques est le fait des professeurs, et non pas de
leur nature méme, ou de celle de la réalité. Dans la réalité le carré de la
somme de deux nombres vaut la somme des carrés, mais les professeurs ne
veulent pas en convenir et compliquent! Justement en ce qui concerne les
réciproques, le clan des mauvais éléves est trés important, car on travaille
toujours, au début sur des objets mathématiques trds simples. Les objets
les plus compliqués que 1'on rencontre sont les cercles et les droites, et les
questions ‘

. Est-ce que toute I droiie est décrite (ou tout point de la droite atteint)
paraissent bien sibyllines,
L'introduction des transformations, méme dans des ces trés simples, per-
mettait aux professeurs d'éviter justement ces réciproques "scholastiques”.

"Henrl Plane avelt soulevé ce thime lors d’une discussion dea commission Inter Inem
de géométrie sur le problémes de niciproques.
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8.2.1 Lieux élémentaires.
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N

FIG. 8.1 - La réciproque coincide avec le sens direct.

IgpointhécriHecmiedzceumOmntemtA.Onmmdﬂepa-
raliflogramme (MOAQ) gt F'on cherchs le lieu de @ (cf figure 8.1). Beaucoup
d’élévesuouvmtqueparégalitésurlescobésoppoaéslalonguemm

d'uﬂleursmuquerqueparlasyméhiedesdmnées,poserhmdpmque
revient A faire jouer & O le role de A et Q celul de M.
Bimsﬁrhsoluﬂmdassiqueomslsteainhoduimlatramlaﬁmdemteur
A qui élimine le probléme de la réciprogue.
Lepassagedumondedehméca:ﬂqueaueluidesmmformaﬂomms-
pondaremplacetlesarﬂculaﬁmsquirelientlepointMaupoimearune
transformation connue. Dans ce cas la solution est particulidrement simple
car les contraintes et les relations sont directement données par I'énoncé.
L‘élave a juste & remplacer le parallélogramme arficulé (MOAQ) per Ia
translaﬂmpourcondu:e.&uevumheailepmblémeavaiteherédjgédﬁ-
fé:emmmt,pumvplesiquaitéﬁdéﬂ:ﬁmmelebarycmtredusya—
teme {(0,-1), (M, 1), (4,1)} il aurait d'abord fallu que 'él2ve anime le
cercle initial et mette en place le parallélogramme articulé avant de refaire
lemm:aiammement,ouermmreummaisaeladéﬁrdﬂmdelamﬂa-
mpou:pmduim directement, et sans recourir au mouvement, le cercle

Voila un début de probléme trds volsin (¢f figure 8.2) : .

Soit C Iz cercle de centre O et de rayon R (R > 0) et soient A et B deux poinis
diaméiralement opposés sur C. Pour tout point M de C, distincts de A et de B
on construit le point Q tel que (MABQ) soit un parallflogramme. Déterminer
!’msmbkdécritpwkmﬂieu!duugmt[MQ]puis!’memblcdkdtpar!s
untmdegmﬁéGdu#iuungQMbrsund&ﬁthﬁvédapoinﬂA#

B.
Si la présentation par les traceurs peut laisser penser que Yinterprétation
cinématique est plus naturelle que I'interpréiation ensembliste, il ne faut
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FIG. 8.2 - Bac C Besangon, Dijan, Grenoble, Lyon ete. Juin 1985,

pas oublier que la notlon de trajectoire, comme la notion d’ensemble est &
1a fois coneréte lorsqu'elle s’appuie sur la connaissance nalve et abstraite
lorsquielle est conceptualisée. Le passage du lieu A l'ensemble est une sia-
tification et comme le dit Rudolf Bkouche

‘7

c'est peut-8ive un point important de l'enseignement que de conduire 3 In
statification, et montrer ainsi quelle est la signification de I'élimination du
mouvement.

Il est important d’enseigner, & Ia fois, les deux points de vue. D’abord parce
que les esprits de nos éldves ne prennent pas tous le méme chemin pour
arriver A un résultat et ne sont pas tous faits dans le méme moule. Ensuite
parce que c’est la transposition d'un domaine & un autre des mathéma-
tiques qui est fécond. Comment pourra-t-on inventer la tranaformation il
elle n'est pas directement sous-entendue par leg données du probléme ?
Pour résumer, définissons les probldmes élémentgires de leu. Les donnédes
d’un probléme #émentaire permettent de relier le point dont on cherche ia
trajectoire & un point variable de la figure dont la trajectoire est connue. Re-
lier d’abord au sens de la mécanique, c’est-d-clire d'un guidage, qui par des
mécanigmes articulés, prodult simplement la seconde trajectoire & partir
de la premiére. Il s’agit blen d'une liaison point & point, et comme on n'en-
visage que les cas oil tous les points & considérer sont donnés pas I'énoncé?
le guidage est d’une fagon ou d'une autre déterminé par I'énoncé. La dif-
ficulté du probléme est trés différente sl I'on pose tout de suite la question
du lieu du centre de gravité, sans passer au préalable par le lieu d*un point
Intermédizire.

2En ce sens dans la premidre question du probliéme de bac qui précide on a déjh paseé
un mini pas de difficulté puisqu‘il faut considéver 1a translation de vecteur iO‘A.Enre
verche Fhomothéte de centre B et de rapport § est entiarement déterminée par les points

dela figure.
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8.22 Lieuxsimples.

Les]ieuxaimplessmtobtenusdelam&mefagmquelesliemélémm—
tahes.Mdslespohisqlﬂlesdélarminmtnesmtplusdimcmtdmmés
puhﬁgu:ekﬂﬂale.Pourlieuxquimsﬁmmtl’essmﬂeldeceqtﬁde-
vradteuedemmdéauxlycems,lndiﬂmﬂweomistedmmitouveﬂegui-
dagequirelieunpointcomudelaﬁgmeaupohtredlerché.hrmple
dma]epmblémedeBncdeBesmgmpﬁdtém]mitahdedeeqnes-
tion :

OumteNksym#rlqutdeAparmppoﬁaMethpoﬁttd'immaes
dmites(ON')et(BM).Qlulrolc]mwkpomPnhﬁmmtwtﬂanngB?
Thummhmmmﬂiedswnm'BtrmquwﬁMmPetdﬁmnhsrl’m—
smbledkﬁtpar!epointP!anqueMdécﬁprﬂdenpnimsAetB.

lecomepteurduproblémeasouhaité,avecrajmaiderlemtdidntadé-

FIG. 8.3 - Un lieu simple,

couvrir la transformation, ici, 'homothétie de centre B et de rapport 3 qui
mﬁeMaP.Sansindjcaﬂmhquesﬂmseraithlusdiﬂdle,majsh
diﬁﬂcu]tén’aﬂmévoiuvecmpmblﬂederédpmque.hrépomesemit
la méme pour une question beaucoup plus simple :

Onappelle Ple barycentre du systéme (B, 1) (M,2) ete.

8.3  Rappel Historique.

Chasles dresse dans FApercu[2] des méthodes en Géométrie [1837]
Jinventaire de doctrines récentes sur la transformation des figures. Ce
caialoguevientap:éslemppeldelathéoﬂedestrmversales que 'au-
teur place dmlemouvemmtderemuveauqu’acommmcéCamot.Ceﬂe
énumécation semble de prime abord hétéroclite. Chasles cite, par exemple,
aprés la perspective elle-meme, 'homothéte, qui est dégignée comme
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Ia méthode qui consiste & faire crotire , dans un rapport constant, les rayons
visuels mends aux différents poinis d’une figure, pour former une figure
semblable et semblablement placée ;

puis I'affinité dont le nom est attribué & Euler (Lineae affines) et utilisée
dens le plan comme dans Vespace. On remarque d'abord que, dans ce ca-
talogue, voisinent des méthodes de construction utilisées ou inventées par
les artistes (Dfirer, théorie des bas-reliefs, vofites) et des théories qui re-
levent directement des mathématiques (homologie, étude de courbes par
projection ou perspective). Il s’agit pour Chasles de faire rentrer ces ten-
tatives dans une méme catégorie, ’homographie. Les transformations que
nous avons déji évoquées, translations (par I'étude des frises de Bosse),
homothéties, déplacements entrent dans ce que Chasles appelle le principe
d’homographie, ou plus exactement le principe de déformation homogra-
phique. Tl faut d’ailleurs distinguer I'application du principe d’homogra-
phie lul-méme qui sert & démonirer et inventer de nouveaux théorémes,
et I'étude des figures que le principe permet d’obtenir, figures que l'au-
teur appelle alors homographiques. Le principe de déformation est donc
d'abord un outil de démonstration, comme le principe de dualité auquel il
succide dans Vexposé de Chasles. Mais il s'oppose au principe de dualité
par son homogénéité : on associe & chaque objet élémentaire un objet du
méme type, aux points des paints, aux droites des droltes. Dans l¢ Rappori
sur les progrés de la Géométrie (p.140) Chasles[3] dressera d'ailleurs un peu
plus tard I'historique d'une autre fransformation point & point, I'inver-
sion, transformation par rayons vecteurs réciproques. On y Ht que cette
transformation aurait pu apparattee naturellement de 1'étude, par Piolé-
mée, de la projection stéréographique, mais que c’est Quetelet qui dans
son résumé d'ume nouvelle théorie des caustiques (1827) 'emploie pour
étuclier 1a polaire d"une courbe plane quelconque. Bst attribuée ensuite
& Bellavitis idée d'une méthode générale de transformation des figures,
fondée sur des considérations directes.

A Yorigine les transformations ne sont donc pas reliés & nos guicages. De
toute manidre la translation, 1’homothétie ou les déplacements ne sont pas
de "bonnes déformations” car elle n’ont pas d'intérét particulier comme
outil de démonstration aux yeux d’un géomatre du dix-neuvidme siécle,
et elle n'ont évidemment aucun pouvoir d'invention. C'est donc comine
cas particulier d’homographies et grice au pouvair synthétique de I'uni-
fication mathématique que les transformations étudides aujourd’hul au
collége ont pris d'abord place dans la catégorie des transformations de
Chasles.

Pour donner un exemple ce principe de déformation pourrait donner la
réponse & la question suivante, fssue du probléme initial (cf figures 8.1 et
8.4) déformé par affinité.
Un point M décrit une ellipse de deni-diametre [O A, Quel est le liew du
bwymmdusys&m{(o,—l), (M: 1)1 (Al 1)}?
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FIC. 8.4~ Un Heu simple.

Maissil’mne:eh'ouvepasdelienoriglnelenhelesmgformaﬂmset
lesarﬂuﬂnﬁmsmémniquea,celimestfaitpumsleshﬁ-memethr
diquemmunenppﬁcaﬁmpossibledelaméoﬂedesﬁglmhomogm-
phiques :

Iaspropﬁ%qmpréswfteksgsﬂmdcldeuxwrpségmmd?ﬁndedeux
wrpssembhbles,mtuésdummméreqmlwnquedmu!m

Ceci lui permet donc de rattacher 4 1'homographie 'étude du mouvement
deaeorpsindépendammentdmcausesqu'ﬂaappele,aprésAmpae,Ci—
mﬂque.nchdsitd’ﬂlushersmpmpmpumﬂxéorémedemcuﬂque
pratique (mpeutuanaporhertmcmpssolided'umprenﬂémposiﬁma
uneauueparlemouvenmtd’unevis).Maismsmuquesvismtplusa
conforter le caractire d’universalité du principe d’homographie qu’a as-
seoir de nouvelles preuves,

Quand(haslesrésumelem&nesu}etdmsleRapport[3]m1870,1esﬁ-
gu:esmmouvemmtmsontplusseulemmtdesﬂguressemblablescar
On peut considérer deux figures semblables, ainst que I'auteur 1'avait fait
dans un mémoire antérieur{1], et plus généralement deux figures homo-
graphiques quelconques ([3], 1870 p.242). Il indique que le cas des figures
éga]es,quiestleplmsimpledehﬂléorledesﬁgumhomograplﬂqlm,a
du 8tre tralté directement, en raison de l'importance qu'il présente en Mé-

canique.

Maisleﬂenmﬂelessyst!mesarﬂculésetlaﬂﬂoﬂemismﬁedeatmm—
formations a &6 effectué dis la fin du dix-neuvidme sidcle et nous avons
raconté cette histoire & Montpellier[4]. Rappelons simplement que l'idée
de rechercher, dans le mouvement d‘un quadrilatére articulé, la trajec-
tohed’unpohtamd\éﬂnbiellemﬁmcﬂondecelled’unpohtath-
ché 2 la manivelle s’est posé en 1875, raconte Kempe, pour résoudre le
probl2me de V'échange de ces tiges. Kernpe[5] a d’abord retrouvé le mé-
canisme de Scheiner en recherchant la trajectoire d'un point directement
phcéaurlabie]lenvantqueﬁylvesmnegenéraliselepmblememdm-
sissant de construire sur chaque tge deux véritables triangles ayant les
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mames angles.
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8.4 Réversibilité des guidages.
BA.1l  Uncercle partiel ?

F1G. 85 - Un cercle partiel.

On a pris un point P @ Uextérieur d'un cercle de cenire O et de'rayon R. Le
point M décrit le cercle. On note H le projeté orthogonal de O sur (PM) quel est
le lew L du centre de gravité G du triangle OHP?

Une étude, disons expérimentale, permet de tracer le lleu demandé. Ce
lieu contient deux peints d'arréts qui ne sont pas des points déja donnés
dens le texte (c'est pour cela qu'on a choisi le lieu du centre de gravité).
On s’apergot facllement en faisant tourner le point M sur le cercle que £
est décrit deux fois. Une premiére étape de la solution consiste bien str
A ratiacher le point G au point H, par I'homothétie de centre I, milieu
de [OP]. Ce lien peut-&tre posé dis la construction de la figure & I'on veut
éviter {donc sl 'on s'interdit) de construire les médianes du triangle OHP.
Comme H appartient au cercle de diamatre [0P], le point G appartient &
I'image de ce cercle par 'homothétie. Nous venons de définir un premier
guidage de F A G.

Ce guidage étant réversible (ce qui signifie dans le monde des applications
que Vhomothétie est une bijecHon) le point H ne doit pas décrire entére-
ment un cercle. Comme la droite (PM) balaye le secteur défind par les deux
tangentes (PA) et (PB) menges au cercle par F, seul 'arc d’extrémités A
et B du cercle et contenant O est décrit par H.

Ces remarques qui ne constituent pas une preuve parfaitement satisfai-
sante pourraient suffire lors d"une premidre étude. Elles expliquent pour-
quoi il y a un vide dans £, et c’est le plus important. Pour expliquer pour-
quoi £ est parcouru deux fois on peut metire en place les deux guidages
qui 'on vient de trouver. A un point M on associe donc d’abord le projeté
orthogonal de O sur (PM) et c’est 12 1a partie la plus délicate. Nous avons
vu que le second guidage était réversible (homothétie). 51 I’on étudie aussi
la réversibilité du prernier guidage on constate que deux points du cercle
correspondent au méme point H, ce qui justifie la double génération, Cette
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difficulté provient d'une mauvaise formulation de notre énoncé. Si 'on
avalt écrit

2 toute drofle D passant par P et sécante au cercle on associe H le projeté
orthogonal de O sur D

on auralt alors un £noncé qui aurait permis d'assocler 4 toute droite du
secteur (APB) un ef un seul point H et le lieu £ ne serait décrit qu'une
fois. La preuve de I réciproque correspond 4 la construction du point 7 &
partir d'une droite D dormée qui repose sur un guidage drofte-point.
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8.4.2 Une application complexe.

Les applications géométriques des nombres complexes fournissent les
premiers exemples d’applications ponctuelles suffisamment irrégulitres
puisque, par exemple, les droites ne sont plus conservées par les homo-
graphies. Cea exercices permettent aussi une nouvelle transpesition grice
au secours de 1'Alggbre. Nous donnons icl 1'exemple d'une application
ponctuelle qui n'est pas une homographie et qui s’apparente A la trans-
formation® de Joukovski. On retrouve cette application dans un exercice de
Bac 1997 (Spécialité) qui a produit un petit scandale en son temps.
Etudions 1'application qui A tout point M du plan d’affixe » associe le point

M’d’aﬁxez’=% (z+§).
Une construction géométrique de cette application est possible. Soit 4 Ie

FIG. 8.6 — Anti-inversion.

point d'affixe 1. On associe & M l'intersection m de (OM) avec le cercle
contenant M et tangent en A & (OA). On appelle m’ le symétrique* de m
par rapport & (GA). Le point M” est le milieu de [m’M].

Algébriquement il est facile de constater, grice au théordme de d’Alembert-
Gaugs que tout point 4 d'affixe { donné posside en pénéral deux anté-
cédents solutions du polyndme »* — 2(z + 1. Ces deux antécédents sont
confondus sl et seulement si le diseriminant du trindme est nul, donc sf et
seulement si {? = 1. En reprenant la partie réelle et la partle imaginaire
de cette condition on trouve les intersections des axes avec 1
d’équation X? - ¥* = 1, Dorx les quatre points (1,0) (—1,0) (0,1) {0, -1).
5i I'on recherche & consiruire l'antécédent d'un point @ donné, d'affixe ¢,
on cherche & consiruire géométriquement les racines w; et wy du trindme

*On appells transformation de jouksvak! une application conforme qui permet de pas-
ser de I'écoulement d'un fluide autour d'un cylindre circulaire & un éconlement autour
d'un profil d'aile d’avion, d'ol son utilité (cf [6]).

“L'application qui & M aseocie m est une inversion de pile O et de pulssance 1, I'ap-
plication qui & M assccle M’ est une anti-inversion de méme péle et méme puissance,
elle est obtenue en ajoutant Faction de la réflexdon d’axe (OA).
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2% — 2z + 1, Comme leur produit fait 1 on retrouve que les paints 7 et
P, sont anti-inverses I'un de l'autre. En regardant la somme on constate
que P, et P, sont gymétriques par rapport & Q. La transposition algébrique
a donc &té féconde.

Pour rechercher Fimage du cercle unité par cette application, le plus

- Hem

AR,
\| =

'FIG. 8.7 - La transformation se réduit & 1me projection.

gimple est de remarquer qu‘a tout point d'affixe ¢ on associe le point
d’affixe cos . L'image du cercle unité est donc le diamaire harizontal. La
réciproque se démontre en invoquant un argument de continuité, ce qui
donne dans le langage des fonctions une nouvelle version d"un guidage
mécanique. Bien sr, on peut ausai, voir que notre application une fois res-
treinte au cercle unité n'est qu'une projection.

A une demi droite que V'on écrit, pour 6 fixé, (Ae*)xepp, 400, ON ass0cie donc

LY

.
FIG. 8.8 - Branche d’hyperbole image d'une demi-droite.

le point d’affixe § (Ae? + e~*). Le point M’ décritla branche d'hyperbole
d'équation oy = 1 etz 3 0 dans le repére affine o,s,ﬂ,'—',,!).L'étudedu
lieu se raméne done & I'étude d’un paramétrage de la branche d’hyperbole,
nouvelle trangposition (cu adaptation ?) du guidage mécanique.
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