problémes de lieux — problémes de construction

Bernard Destainville - Irem de Toulouse,

5.1 Introduction, :

L'apparition d’un paragraphe concernant les Jieux géométriques dans
lemuveaupmgmmmedelaclassederuﬁﬁeSmahdié,davm-
tagemme,hmapproimdirladémamhe;cm]dmemmtlespmblémes
de construction sont liés & ceux de lieux.

Pour chacun de ces detx types d’activités, aprés découverte d'un en-
semblequiconﬂentlessoluﬂm,umaeemdeparﬁe,mdpmquedelapré-
cédente, est indispensable pour s'assurer de I'égalité de l'ensemble cher-
ché aver Vensemble des solutions. Cette égalité résulte donc d‘une double
inclusion. -

« Dans un probizme de liew géoméirique de points, il faut d’abord construire
une figure, éventuellement avec plusieurs positions du point variable, pour
cmjecmmmueu;etsihmchercheestréaﬁséeil'aided’unlogideldy-
mndque,cetbecmshuctimn’este{ﬁmcepourhcmjecture que si la sé-
de construction des points est carrecte. Surtout, avec un tel logi-
deLlepdnthuHeudolt&h’edédnﬁapréscehﬂqtﬂaétédmisicomme
point variable M. De pius, du choix du point variable M peut dépendre la
clarté de la conjecture, et en particulier le repérage des éventuelles limites
du lieu pour préparer la réciproque {voir IV). Le mouvement du point va-
riable M est trés utile pour observer celui de P.
UnefdsjusﬂﬂélesupportEdu]ieu,uneréciproqueestindispensable
pmns’assu:erquetouslespointsdeoetmmbleEoo:wiement:apu
Hrd'unpointhue]cmquedeE,peub-mfai:eoomspond:edaml’ -
semblededéput(aumoins)unpoinththeatl’imase?Lespoinis
P de E qui n'ont pas d’antécédent sont & rejeter (voir I et IV). 1l est pré-
¢érable de construlre une riouvelle gure pour mieux cerner les étapes de
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Iz réciproque ; la séquence de construction des points est nécessatrement
différente de celle de la premiére partle.

A V'issue de cette étude, nous avons donc prouvé, par double inclusion,
Végalité du lieu géométrique cherché avec I'ensemble des points de E qui
ont un antécédent.

On retrouve &videmment cette démarche lorsqu’on entreprend de jus-
tifler les divers ensembles-images, en général admis dans les programmes
actuels, pour les transformations. Par exemple, dans une rotation, Fimage
d'un segment est un segment dont 1l faut préciser les propriétés.

o Dana un probleéme de construction gloméirique d’'un point, on est souvent
conduit A privilégier, parmi les hypoth&ses, deux conditions nécessaires qui
se tracluisent par l'apparition du point sur deux lieux géométriques dont
on cherche l'intergection?. Lorsque ces deux lieux sont sécants, il reste &
s’assurer, par une réciproque, que les éventuels points communs & ces Heux
satisfont & toutes les propriétés iImposées.

Par exemple, le centre du cercle circonscrit 2 un triangle est nécessaire-
ment & l'intersection de deux des trois médiatrices des cdtés de ce triangle ;
pour prouver que c’est suffisart, il faut s’assurer que le point d'intersection
de ces deux médiatrices est effectivement équidistant des trois sommets
du triangle. Dans d‘autres problémes de construction, un point M peut
&tre Fimage d"un autre point M" par une fransformation. D'une partil faut
souvent construire d'abord ce point M”, d"autre part le passage de M’ a M
nécessite lui-méme une construction, en général ausal par intersection de
deux Heux (voir IT).

Dans les acHvités qui suivent, on peut en particulier observer les liens
entre les deux types de problémes.

5.2  Une constraction avec discussion.

Soient un point A et une droite D du plan. Construire un cercle de
rayon r passant par A et tangent & D, Soit O la projection de A sur D.
5'il existe une solution, soit I le centre du cercle :
- ladistancede I & Destr; I appartient donc & (E), réunion des droltes
d et d paralldles & D, lieu des points situés & distance r de D;
~ la distance de T & A est r; I appartient donc au cercle (A4, r) (second
liew).
8'il existe, I appartient donc & intersectlon de (E) et du cercle (4, ).
Réciprogue : 1l v a quatre étapes : construire les deux lieux - discuter leur
intersection — construire les cercles de centre I et de rayon r — vérifier qu'ils
conviennent,

1G. Polyn, La découverte des mathématigues (Dunod, 1965); G. Gleaser, Analyse-synthise
“Brochure APMEP 76, 1990,
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(Oz) Ndeten (Oz) Nd et ils passent par O.

5.3  Une construction par deux méthodes.

d et &' sont deux drottes parallales et A un point du plan entre d et d'.
CmstmiremhimgleABG,:ecﬂnslemA,avechurdetGmd’,de

telle sorte que la droite (BC) solt perpendiculaire dd. . !
v " , Analyse : Si ABC existe, soft D
= = P unpodntdedettlatramlaﬁon
B de vecteur BD, E = #C) et
. o /|4 i J P =1(A); D étant fixé, P appar-
% P N tient 2 deux lieux : le cercle de
N~ S L diamatre [DE] et la droite paral-

¢ E @' lble & d qui passe par A.

e o ’",,._-,'.-,.-E g Réciproque : On part de d, &', A
S it et [DE] perpendiculaire & d. La
FAY rY i L]
A a d en A coupe e cercle
o / de diamptre [D E] en deux points
A L PetP. Alors:
c c E a
o Avec#, translation de vecteur P4, ona #/(D) = B et #(E) = C, etle
triangle ABC est rectangle en A. Il convient.

« Meme travail avec #, translation de vecteur P'A. Do AB'C’, Nous
avons choisi cette méthode dynamique parce qu'elle fait disparattre
la contrainte sur A, en déplagant la figure, dans le méme esprit que
1a construction d’un carré inscrit dans un triangle.

Noie : une autre méthode consiste A construire d’abord le milieu O de [BC) ;
&l 'on appelle D la droite des milieux de la bande de plan et 2a la Jargeur
deuethebmde,Oestdanal’intersecﬂmdeDetducetdedecen&eAetde
rayon 6. On retrouve les deux solutions.
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5.4  Deux lieux gloméirigues.

O est le milieu d'un segment [AB], P un point de la médiatrice d du
segment [AO)]. Tracer la perpendiculaire & (PB) en B. Lorsque ces deux
droites sont sécantes, on appelle & le point d’intersection et I le milieu du
segment [PQ]. Trouver les lieux géométriques du point I et du point @
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La figure : en séquence, construc-
tion de P, puis @, puis I. Noter
que si P est en p, les perpendicu-
IniresA (PA)en Aetd (PB)en B
sont paralléles ; @ n'existe pas.
Conjecture : avec le logiciel CA-
BRI, I semble décrire la média-
trice de [AB].

lorsque P parcourt d.
1) Lieu géométrique de I : soit ple milieu de [AC).
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Le support du Heu (analyse) : Si P # p, en considérant les deux triangles
rectangles PAQ et PBQ, IA = IQ = IP = IB; donc I appartient 4 Ia

médiatrice D de [AB].

Réciproque (synih2se) : Soit I un
point quelconque de D.

~ construction : le cercle de centre
I qui passe par A, passe aussl
par B et coupe d en deux points
Pet P. Avec P, la droite (PI)re-
coupe le cercle en Q. En séquence,
nous avons donc construit I,

puis P, puis Q.

— oérification : pour tout point
I de D, les triangles PAQ et
PBQ, inscrits dans des demi-
cercles, sont rectangles. Done I
convient, Le raisonnement est le
méme pour P/,

Aingi, le lieu géométrique de I est la drolte I en entier.
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2)Ueu§éomélriquede0:soitqlenﬂ]ieude[0.ﬂ].

La figure : en séquence, construction de P, puis Q, puis I, comme ci-dessus,
avec la méme figure.

Conjecture : le logiciel CABRI propose comme Heu géométrique de Q la
médiatrice du segment [OB] privée du point g.

Le support du lieu (enalyse) : la projection orthogonale de I sur la droite
(AB) est O, et celle de P est p; ] est le milieu du segment [PQ]. Ainsi,
par projection, O est le milieu du segment [pg]. Donc @ appartient 2 la
mécdiatrice & de [0B].

Réciproque (synthdse) : 1 vaut
mieux faire une nouvelle figure.

Soit @ un point quelconque de
d.

pﬁ & — consiruction : tracons les per-
|‘\ pendiculaires en A i (QA) eten
RSN Ba (QB).
J;' oo T Si Q = g, ces droites sont paral-
/ Y 4 lales et P n'existe pas.
/ N\Ih S Q # g, ces droites sont sé-
AR S Wl _h} cantes en un point P. Soit I le
A5 % B milieu du segment [PQ]. B sé-
i . 7 quence, nous avons construit ¢,
) ! / puis P, puis I.
d ““a\/ — vérification : pour tout point @
iQ de d', distinct de g, en inversant
: les roles de P et @ dans l'étude
qui , on démontre que P
appartient & la droite d. Donc @
convient.

. Ainsi, le Heu géométrique de ( est la droite d’ privée du point g.

5.5  Un leu géoméirique par double inclusion.

(O) est un quart de cercle de centre O et d'extrémités A et B, Pour tout
point T de (O) distinct de B, la tangente en T & (O} coupe la demi-droite
[OA) en M. P est le point de la demi-draite [MT) tel que MP = MO.
Trouver le Heu géométrique de P lorsque T' décrit (0).

La figure ; aprés 1a mise en place de (0), la séquence de construction est T,
M, P
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Conjecture (avec CABRI) : en déplagant T sur (0), on peut observer les com-
ts limites de P aux extrémités d'un segment qui pourrait étre le
coté |81 du careé AGBI. Notons que l1a figure réalisée en commengant par
construire M apporte une information originale pour B : il semble exclu
du Heu.
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Le support du lieu (analyse) : solt
I le quatri*®me sommet du carné
AOBI. Le point P appartient 4
la demi-droite [BI). En effet,

- avec des considérations angu-
laires, les triangles OBP et
OTP sont isométriques (2™
cas).

— de plus, dans la construction
de P, le cercle (M; MO) est
dans le demi-plan de frontitre
{BO) qui contient M.

Note : une autre solution consiste & envisager une similitude : avec H mi-
lieu de [OF), les deux triangles OBF et M HO sont semblables,

2. M décrit une demi-drotte, alors que T décrit un quart de cercle, qui est bamé.
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Réciproque (aynihise) :
— construction : solt P un point de 1a demi-droite [BJ) et T le point symé-
trique de B par rapport  (OP). Alors TOB = 2POE;

- 6 P=B,alors T = Bet M n'existe pas; o

— gl P # Bet P extérieur 2 | BI], comme POB > 46°, TOB > 80°;; donc

P ne convient pas.

Alnsi, il faut que P appartienne au segment | BI] : le e de P est donc inclus
dens | BI].
P €]BI; par symétrie par rapport & (OP), la droite (PT) est tangente en
T au quart de cercle (O). Elle coupe (OA) en M. En séquence, nous avons
done construit P, puis T, puis M.
- Preuve : les angles en O et P du triangle MOP sont égaux (symétrie par
rapport & (OP) et angles alternes-internes) ; donc MO = MP.
Conclusion : }BI] est inclus dans le lieu de P. Le lieu géométrique de P est
donc le segment | BI].

B.6 Conclusion.

Dans ces deux types de problémes de recherche d'égalité d’ensembles,
un support géométrique permet de mieux analyser le raisonnement par
double inclusion.

Dens un soud de rigueur, la réciproque est indispensable. Il ne s'agit
pas d'une simple vérification pour se sécuriser, pas plus qu'on ne peut se
contenter d‘une observation avec un logiciet d ,

La démarche est générale. On retrouve par exemple ce besoin de ri-

dans la recherche de Fensemble des solutions d’une équation ou
d'une indquation, lorsque les différentes propositions de la résolution ne
sont pas équivalentes ou que l'ensemble de définition n'a pu étre précisé
au dépert.
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