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Introduction

Sylvie Coppé, responsable de la CORFEM

Depuis maintenant une quinzaine d’années, la commission Inter IREM des formateurs
des professeurs de mathématiques du second degré organise tous les ans un colloque. Le
présent document constitue les actes du 17i#me colloque de la CORFEM, qui s’est déroulé
les 17 et 18 juin a I'lUFM de Basse Normandie- Université de Basse-Normandie, sur le
site de Caen

La CORFEM est la commission de Recherche sur la Formation des Enseignants de
Mathématiques du second degré. La commission regroupe des formateurs associés, soit
a plein temps - PRCE, PRAG ou enseignants-chercheurs -, enseignant tous a I'lUFM, qui
souhaitent réfléchir sur les stratégies de formation, produire des documents pour
améliorer leur action aupres des professeurs stagiaires, et mutualiser des ressources. La
CORFEM se donne pour buts d'accompagner la formation des formateurs d'enseignants
de mathématiques, ainsi que d'échanger, de mutualiser et d'élaborer un ensemble de
ressources pour la formation, en particulier, via son colloque annuel qui regroupe entre
60 et 80 participants. Ces colloques donnent lieu a des publications.

La CORFEM, les membres de son bureaul, esperent ainsi favoriser une meilleure
visibilité de la formation des professeurs dans l'enseignement secondaire et contribuer a
la prise en compte de themes de formation pour la recherche.

Les deux themes :

Théme 1: La résolution de problemes, la démarche d'investigation dans I'enseignement
des mathématiques : quelle formation professionnelle ?

Theme 2 : Enseigner I'algorithmique au lycée

1 Sylvie Coppé, IUFM de I’ Académie de Lyon, Université Lyon 1 Responsable de la CORFEM
Alain Bronner, IUFM de I’Académie de Montpellier, Université Montpellier 2

Lalina Coulange, IUFM 1’ Académie de Bordeaux, Université Bordeaux 4

Michéle Gandit, IUFM de I’académie de Grenoble, Université J. Fourier

Denis Gires, IUFM de I’ Académie de Basse Normandie, Université de Caen

Brigitte Grugeon-Allys, IUFM de I’ Académie d’ Amiens, Université de Picardie Jules Verne
Marc Guignard, IUFM de I’ Académie de Créteil, Université de Paris Est, Créteil

Miréne Larguier, [IUFM de I’ Académie de Montpellier, Université Montpellier 2

Philippe Leborgne, [IUFM de I’académie de Besangon, Université de Franche Comté
Marie-Christine Levi, [UFM de I’Académie de Versailles, Université de Cergy Pontoise
Didier Missenard, [IUFM de 1’Académie de Versailles, Université de Cergy Pontoise

Michel Poncy, IUFM de I’ Académie de Lyon, Université Lyon 1



Théme 1 : La résolution de problémes, la démarche
d'investigation dans l'enseignement des mathématiques :
quelle formation professionnelle ?



L es problemes dans les programmes depuis la contreréforme en
France

Sylvie COPPE
I[UFM de Lyon, Université Lyon 1

Résumé

Dans cette introduction nous ferons un rapide historique des programmes de
mathématiques, notamment de college, depuis la contre-réforme des mathématiques
modernes  afin  de  montrer  I’évolution  des  injonctions  concernant
I’enseignement/apprentissage par la résolution de problémes et plus récemment
I’introduction de la démarche d’investigation.

En France, la démarche d’investigation a été introduite en 2005 dans les programmes

officiels du collége (ééves de 11 a 15 ans) pour toutes les sciences et les mathématiques,
comme un outil pédagogique visant a développer I’autonomie des éléves, le gout pour la
recherche, la motivation pour les sciences. Cette méthode a été développée dans les autres
pays européens et elle est connue sous le nom de Inquiry Based Learning. Le rapport Rocard,
2007 préconise cette nouvelle méthode d’enseignement pour lutter contre la désaffection des
éléves pour les études scientifiques. Ils définissent «inquiry » en référence a Linn, Davis, &
Bell, 2004) :
«By definition, inquiry is the intentional process of diagnosing problems, critiquing
experiments, and distinguishing alternatives, planning investigations, researching conjectures,
searching for information, constructing models, debating with peers, and forming coherent
arguments (quoted by Rocard et a. 2007, p.9). »

Le rapport explique qu’a travers cela, il y a bien une volonté de changer les pratiques
d’enseignement et aussi la place du professeur et de 1’éléve: d’une approche « top down
transmission » dans laquelle le professeur présente les savoirs et leurs applications a 1’éléve
qui doit les appliquer vers une approche « bottom up » ou le professeur laisse 1’éléve faire des
essais, se tromper, revenir en arriére, etc.

En France, pour les mathématiques, depuis une trentaine d’années, les programmes officiels
préconisent plutot un enseignement basé sur la résolution de problémes, c’est—a-dire faisant
I’hypothése que 1’on apprend en trouvant des solutions a des problémes bien choisis, pour
lesgquel s la connai ssance visée est une solution optimale.

Dans ce chapitre, nous allons faire une étude de ces programmes officiels de mathématiques
francais du collége pour montrer les évolutions en ce qui concerne la place et lafonction de la
résolution de problemes, puis nous verrons quels liens on peut faire avec la démarche
d’investigation, plus récemment introduite.

Notons que le rapport Rocard prend en compte ces deux références.

«In mathematics teaching, the education community often refers to ‘“Problem-Based
Learning” (PBL) rather than to IBSE. In fact, mathematics education may easily use a
problem- based approach while, in many cases, the use of experiments is more difficult.



Problem-Based Learning describes a learning environment where problems drive the learning.
That is, learning begins with a problem to be solved, and the problem is posed in such away
that children need to gain new knowledge before they can solve the problem. Rather than
seeking a single correct answer, children interpret the problem, gather needed information,
identify possible solutions, evaluate options and present conclusions. Inquiry-Based Science
Education is a problem-based approach but goes beyond it with the importance given to the
experimental approach. » (op. cit. p. 9)

Lanotion de probleme dans les programmes de mathématiques francais

Nous ferons plus particuliérement porter notre analyse sur les programmes de collége (éléeves
de 11 a 15 ans) depuislafin de la période des « mathématiques modernes », ce qu’on a appelé
la contre-réforme (méme si nous citons quelques passages des programmes de lycée). Nous
choisissons ce niveau car c’est 1a qu’a ét¢ introduite la démarche d’investigation, mais nous
avons montré une évolution semblable dans les programmes de 1’école primaire (Coppé et
Houdement, 2010). Au lycée, d’autres évolutions qui visent les mémes buts (permettre aux
éléves de faire des essais, des recherches, ne pas proposer que des exercices de
réinvestissement proches du savoir enseigné, mettre les mathématiques en lien avec les autres
disciplines) ont eu lieu comme !’introduction des TPE Travaux Personnels Encadrés et la
tentative de mettre en place une épreuve expérimental e de mathématiques au baccalauréat qui
afinalement été abandonnée en 2010.

Programmes de 1968

Dans les programmes correspondant a ce qu’on a appelé la réforme des mathématiques
modernes (arrété du 29 juillet 1968 appliqué en 69 en classe de 6™, puis dans les autres
classes les années suivantes) on peut noter qu’il n’y aucune indication sur les problémes. A
cette époque, les programmes sont trés courts (de une a deux pages). |ls sont constitués de
I’énoncé des notions mathématiques a enseigner sous forme de thémes (par exemple
« Relations » ). Quelques pages désignées par « Instructions » précisent ces notions.

Programme de mars 1977 appliqué en septembre 1978 en classe de 6™ (ce qu’on
appelle «la contre réforme »)

On trouve un premier commentaire qui peut laisser penser que les auteurs des programmes
veulent une rupture avec le formalisme et la construction axiomatique des notions qui avait
cours pendant la période précédente.

« La théorie n’est pas un but en soi, mais un outil pour répondre a des questions que pose la
vie: technologie, physique, économie. De ce point de vue 1’analyse de situations et la
résolution de problémes jouent un réle majeur.» (BO n°11 du 24 mars 1977, p. 30)

Ainsi, a partir de cette date, on peut voir apparaitre deux idées que 1’on retrouve depuis avec
différentes formulations :
- les mathématiques sont un outil pour répondre a des questions qui se posent, par
exemple, dans d’autres disciplines ;
- il y aun lien fort entre apprentissage des mathématiques et résolution de problemes
sans que sa nature soit clairement explicitée.

Enfin, on peut noter que la rédaction des programmes évolue, puisque le nombre de pages
d’introduction ou de commentaires augmente de fagon significative. Dans ces parties, on



trouve non seulement des instructions qui portent sur les notions a enseigner, mais aussi sur
les finalités et objectifs des mathématiques et, des injonctions qui vont se préciser au fil du
temps, sur les pratiques (désignées sous le terme « Organisation de 1’enseignement »).
Cependant ces programmes ne développent pas les modalités de ce nouveau fonctionnement
souhaité.

Programme de 1981 appliqué en septembre 82 en classe de 2de

Il appardit le terme «activité de 1’éléve » qui Sera toujours repris dans les programmes
suivants.

«A labase de tout bon apprentissage, il y ale contact avec une pratique sensorielle et
concreéte, la stimulation de 1’activité personnelle de 1’éléve, 1’élaboration de moyens
d’investigation aussitdt applicables au monde qui ’entoure. » (BO du 5 mars 1981, p. 1)

« Laclasse de mathématiques est, dans son réle essentiel, un lieu de découverte,
d’exploration de situations plus ou moins aisément maitrisables, de réflexion sur des
problémes résolus. » (op.cit., p.1)

« L’activité mathématique ne s’identifie pas au déroulement d’une suite bien ordonnée de
théorémes. Il importe que toute introduction d’une notion ou d’un théoréme soit précédée de
I’é¢tude d’une situation assez riche pour en attester I’intérét et qu’elle soit suivie
immédiatement d’applications substantielles. » (op.cit., p. 1)

On pointe une certaine tension entre ce qui est appelé page 2, un « expose artificiel de logique
mathématique » et les activités et problémes. Cependant, a ce moment-la, il semble que ceux-
Ci interviennent surtout en entrainement ou en réinvestissement. Le programme affirme qu’ils
doivent étre nombreux et souligne I’importance du travail a la maison.

En 1984, dans un bilan du programme appliqué depuis trois ans en classe de 2" (ééves de
15-16 ans), les auteurs déplorent le trop grand nombre d’exposés théoriques ou Synthétiques
et ’abus d’exercices mal définis, c’est—a-dire soit abordables mais coupés de tout contexte et
trop techniques ou trop difficiles. Par cela, ils demandent une diversification des activités
mathématiques proposées aux ééves et invitent les enseignants a changer leurs pratiques sur
ce qu’on peut appeler le cours magistral.

Programmes de 1985

Il est réaffirmé que le questionnement et la résolution de problémes permettent de donner du
Sens aux notions enseignees.

« |l est essentiel que les connaissances prennent du sens pour 1’éléve a partir des questions
qu’il se pose. Il est tout aussi essentiel qu’il sache les mobiliser pour résoudre des
problémes. » (BO n° 44 du 12 décembre 1985)

Mais surtout, un changement important intervient puisqu’une nouvelle place est
assignée aux problémes puisqu’ils peuvent (doivent) étre proposés pour introduire des
notions.

«L’activité¢ de chaque éleve doit étre privilégiée, sans délaisser 1’objectif d’acquisitions
communes. Dés lors, seront choisies des situations créant un probleme dont la solution fera



intervenir des “outils®, ¢’est-a-dire des techniques ou des notions déja acquises, afin d’aboutir
a la découverte ou a I’assimilation de notions nouvelles. Lorsque celles-Ci auront été bien
maitrisées, elles fourniront a leur tour de nouveaux “outils®, qui permettront un cheminement
vers une connaissance meilleure ou différente.

Les activités choisies doivent :

* permettre un démarrage possible pour tous les €éléves, donc ne donner que des consignes tres
simples et n’exiger que les connaissances solidement acquises par tous;

* créer rapidement une situation assez riche pour provoquer des conjectures;

» rendre possible la mise en jeu des outils prévus ;

« fournir aux éléves, aussi souvent que possible, des occasions de contréle de leurs résultats,
tout en favorisant un nouvel enrichissement ; on y parvient, par exemple, en prévoyant divers
cheminements qui permettent de fructueuses comparaisons.

Elles nécessitent une synthése, bréve, qui porte non seulement sur les quel ques notions,
résultats et outils de base que les éléves doivent connaitre, mais aussi sur les méthodes de
résolution de problémes qui les mettent en jeu. » (op.cit., p. 20)

A partir de cette date, |a citation suivante sera reprise dans chacun des programmes qui vont
suivre.

On peut voir la des influences des recherches en didactique des mathématiques comme la
théorie des situations de Brousseau, 1986 et |la dialectique outil/objet (Douady, 1986). Ces
recherches sont faites avec une hypothése constructiviste dans laguelle la notion de probléme
est fondamentale, ainsi que les processus d’assimilation et d’accommodation.

«Dans la didactique moderne, [’enseignement est la dévolution a l’éleve d’une situation
adidactique, correcte, ['apprentissage est une adaptation a cette situation. » [...]

« Le maitre doit effectuer, non la communication d’une connaissance, mais la dévolution
d’un bon probléeme » Brousseau, 1998.

Brousseau indique que le professeur doit permettre a I’éléve de rencontrer la
connaissance visee en résolvant un (des) probléme(s) dans lesquels cette connaissance
constitue un moyen optimal de résolution sans que le professeur montre a I’éléve
comment il faut faire.

II'y adonc une injonction institutionnelle forte a proposer ce que les manuels appelleront des
«activités d’introduction ou de découverte ». Les problémes proposés dans ces activités
doivent posseder les caractéristiques suivantes : permettre d’élaborer des conjectures (ainsi,
on ne demande pas une seule réponse tout de suite, 1’éléve doit chercher, faire des essais,
contréler, revenir en arriere, etc), de faire fonctionner les connaissances visées comme des
outils et donner des moyens de contrdle aux é éves.

Programmes de 1995

Dans la continuité, ces programmes fixent a I’enseignement des mathématiques le but de
développer la formation du citoyen. Des liens sont faits avec ce qui est enseigné a I’école
primaire et avec les autres disciplines, apparait |e terme de « démarche scientifique ».

«ll est égaement important de souligner le sens, l’intérét, la portée des connaissances
mathématiques en les enseignant en interaction avec les autres disciplines et avec la vie
guotidienne (pourcentages, échelles, représentations graphiques...) et en utilisant les moyens
modernes de communication (informatique, bangques de données, audiovisuel...). » (arrété du
22 novembre 1995, p. 18)

Enfin, ce ne sont plus les problémes qui sont caractérisés mais I’activité mathématique dans
son ensemble.



« Au collége, les mathématiques contribuent, avec d’autres disciplines, a entrainer les éévesa

la pratique d’une démarche scientifique. L’objectif est de développer conjointement et

progressivement les capacités d’expérimentation et de raisonnement, d’imagination et

d’analyse critique. Elles contribuent ainsi alaformation du futur citoyen.

A travers la résolution de problémes, la modélisation de quelques situations et I’apprentissage

progressif de la démonstration, les éléves peuvent prendre conscience petit a petit de ce qu’est

une véritable activité mathématique :

identifier un probleme,

conjecturer un résultat,

expérimenter sur des exemples,

batir une argumentation,

mettre en forme une solution,

controler les résultats obtenus et évaluer leur pertinence en fonction du probléme
étudié. » (op.cit., p. 15)

Les critéres visent a favoriser la mise en activité des ééves sur des téaches qui ne consistent
plus en I’application de régles ou de techniques, mais qui doivent permettre la recherche et le
guestionnement des éléves. On encourage encore une fois les conjectures, 1’expérimentation
et les vérifications. 1l faut bien distinguer le terme «expérimentation» de celui
«d’expérience » qui est réservée aux autres sciences. Il nous semble que c’est la un point
important qui était cité dans le rapport Rocard.

On peut aussi faire I’hypothese que le développement des outils informatiques, calculatrices,
logiciels de géométrie dynamique, tableurs favorise des changements dans 1 activité
mathématique puisgue ceux-ci permettent de faire des essais multiples, de conjecturer a partir
de cas « limites », de faire des cal culs rapidement, de dépasser des problemes techniques, etc.

Telle quelle est décrite, 1’activité mathématique semble particuliérement linéaire et inductive.
Or on sait bien que les étapes ne se réalisent pas forcément dans cet ordre. Par exemple,
I’expérimentation sur des exemples peut avoir lieu pour trouver une conjecture ou pour la
vérifier, des contréles sont faits a toutes les étapes, mais ce ne sont pas les mémes. Enfin la
place des savoirs anciens ou nouveaux n’est pas envisagée. On peut donc penser que pour
mettre en ceuvre une telle démarche, 1’enseignant devra avoir une réflexion épistémologique
importante.

Enfin, on ne donne toujours pas d’indications aux professeurs pour mettre en ceuvre cette
démarche dans la classe en termes d’organisation de la classe, de rapports au savoir des
¢leves, de prise en compte des erreurs, de la place de I’évaluation, etc.

Programmes de 2005, 2007 et 2008 (les r éfor mes se succedent mais les changements sont
mineurs)

Les auteurs proposent une «Introduction générale pour le college» concernant les
mathématiques dans laquelle il y a une tentative de mise en cohérence des enseignements ala
fois sur finalités, les contenus et sur des points essentiels qui concernent les apprentissages
mathématiques et leur enseignement. Ainsi, le point intitulé « Une place centrale pour la
résolution de problémes » reprend les paragraphes dga cités ci-dessus pour les programmes
de 85 et 95 et est compl été par :

«Si la résolution de problémes permet de déboucher sur 1’établissement de connaissances
nouvelles, elle est également un moyen privilégié d’en élargir le sens et d’en assurer la
malitrise. Pour cela, les situations plus ouvertes, dans lesquelles les @ éves doivent solliciter en
autonomie les connaissances acquises, jouent un role important. Leur traitement nécessite
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initiative et imagination et peut étre réalisé en faisant appel a différentes stratégies qui doivent
étre explicitées et confrontées, sans nécessairement que soit privilégiée 1’une d’entre elles.
L’utilisation d’outils logiciels est particuliérement importante et doit étre privilégiée chaque
fois qu’elle est une aide a I’imagination, a la formulation de conjectures ou au calcul. » (BO
HS n°5 du 9 septembre 2004, p. 2)

De plus, ces programmes mettent I’accent sur la pluridisciplinarité.

« A l’issue de ses études au collége, 1’éléve doit s’étre construit une premiére représentation
globale et cohérente du monde dans lequel il vit. Il doit pouvoir apporter des éléments de
réponse simples mais cohérents aux questions : « Comment est constitué le monde dans lequel
je vis?», «Quelle y est ma place ?», «Quelles sont les responsabilités individuelles et
collectives ? ». » (BO HS n° 5 du 25 ao(t 2005, p. 4)

Pour favoriser les rencontres entre les disciplines, les auteurs des programmes ont rédigé une
« Introduction commune a 1’ensemble des disciplines scientifiques » dans laguelle sont
introduits, d’une part les Thémes de convergence qui doivent étre traitées par plusieurs
professeurs d’'une méme classe (par exemple, 1’énergie, I’environnement, le développement
durable, etc) et d’autre part, la démarche d’investigation.

Celle—ci est présentée comme une démarche d’apprentissage basée sur la mise en
guestionnement et en activité des éleves, avec cependant des différences épistémologiques
suivant les disciplines :

- pour les mathématiques, la résolution de problemes et la validation par la

démonstration,

- pour les sciences, la formulation d’hypotheéses et la validation par 1”expérimentation.
Cependant, on ne fait pas référence a la place du modele et de la modélisation, méme si cette
démarche de modélisation est sous-jacente dans la validation qui ne peut se faire que par
I’intermédiaire d’un modgle.

«La démarche d’investigation présente des analogies entre son application au domaine des
sciences expérimentales et a celui des mathématiques. La spécificité de chacun de ces
domaines, liée a leurs objets d’étude respectifs et a leurs méthodes de preuve, conduit
cependant a quelques différences dans la réalisation. Une éducation scientifique compléte se
doit de faire prendre conscience aux ééves a la fois de la proximité de ces démarches
(résolution de probléemes, formulation respectivement d’hypothéses explicatives et de
conjectures) et des particularités de chacune d’entre elles, notamment en ce qui concerne la
validation, par I’expérimentation d’un c6té, par la démonstration de I’autre. » (op.cit., p. 6)

Mais elle se présente aussi comme une démarche d’enseignement qui est décrite par sept
phases (nous ne citons que les phases, le texte intégral sur la démarche d’investigation est en
annexe) .
1.Choix d’une situation-probléme par le professeur, a partir de I’analyse des savoirs visés,
des objectifs a atteindre, des acquis initiaux, des conceptions des éléves ;
2.Appropriation du probléme par 1’¢éléve, reformulation, émergence d’éléments de
solution suscitant le questionnement ;
3.Formulation de conjectures, d’hypothéses explicatives, de protocoles possibles,
¢laboration d’expériences pour tester ces hypothéses et conjectures, communication de
conjectures, hypothéses et protocol es expérimentaux ;
4.Investigation ou résolution du probléme conduite par les éléves par des débats en
groupe, par une description/réalisation de 1’expérience, exploitation de méthodes et
résultats, recherche d’éléments de justification et de preuve ;
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5.Echange argumenté autour des propositions élaborées par la confrontation des
propositions, le débat sur leur validité;

6.Acquisition et structuration des connaissances par la mise en évidence, avec
I’enseignant, de nouveaux éléments de savoir ;

7.0pérationnalisation des connaissances par des exercices pour automatiser certaines
procédures, nouveaux problemes de réinvestissement, évaluation.

De nouveau cette démarche est présentée comme relativement inductive : on ne fait aucune
référence ala place du modéle et de lamodélisation, ni alaplace et au role des savoirs, ce qui
nous sembl e étre des points a expliciter plus largement.

On retrouve dans ces étapes des éléments que nous avions cités pour la résolution de
problémes comme le choix d’un probléme qui favorise des procédures de recherche ou
d’expérimentation, les moyens de controle. Mais le discours est beaucoup plus explicite sur
les méthodes didactiques et pédagogiques que les professeurs devront mettre en ceuvre dans
les classes pour favoriser la démarche d’investigation. Ainsi, 1’étape 1 indique que des choix
sont afaire lors de la préparation des séances en fonction des conceptions initiales des éléves.
Les étapes 4 et 5 mettent I’accent sur les interactions nécessaires entre éléves. Enfin, on
décrit bien une démarche d’enseignement compléte avec des phases de découverte,
d’introduction mais aussi d’institutionnalisation des savoirs et de réinvestissement.

On a donc ici a la fois une démarche d’apprentissage pour les ¢€léves et une démarche
d’enseignement pour les professeurs qui englobe tous les aspects d’une dynamique entre
Savoirs anciens et NoUveauXx.

Conclusion

Dans cette étude, nous avons montré qu’a travers les différents changements de programmes
de mathématiques depuis un peu plus de trente ans, se dessinait une évolution de la place et de
la fonction des mathématiques dans l’enseignement mais aussi une évolution dans les
pratiques des professeurs.

Ainsi, nous avons mis en évidence une évolution dans les finalités de 1’enseignement des
mathématiques 1978. On percoit une volonté des auteurs de programme de faire entrer les
mathématiques dans la société. Ainsi il est fait explicitement référence au lien avec le monde
réel alaformation du citoyen depuis 1995. De plus les liens avec les autres disciplines et les
ensel gnements précédents sont affirmes.

Une autre évolution concerne la place et I’importance de la résolution de problémes : au début
pour donner du sens aux notions, surtout en rénvestissement, pour faire fonctionner les
connaissances mathématiques, puis participant a la construction des concepts, comme
introduction.

Enfin lesinjonctions a changer les pratiques deviennent plus explicites et plus précises afin de
passer d’enseignement basé sur des exposés magistraux des notions mathématiques dans un
ordre logique ala mise en activité des éleves par la résolution de problémes pour favoriser les

apprentissages. On insiste sur la dynamique d’apprentissage : outil/objet/ nouvel outil.

Depuis 2005 on a introduit la « démarche d’investigation » avec un schéma d’application et
des phases. Méme si on percoit tout de méme une certaine géne des auteurs entre démarche
d’investigation et résolution de problémes, a cause d’origines épistémologiques différentes,
on tend bien vers des mémes buts : rendre 1’enseignement des sciences plus vivant, plus actif
et plus motivant et faire évoluer les responsabilités des professeurs et des éléves face aux
savoirs.
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Résumé

L’arrivée du terme de « démarche d’investigation » dans les programmes s’inscrit
dans une volonté institutionnelle plus ancienne, portée par les TPE et IDD dans les
années 2000, de valorisation d’'une démarche alliant recherche ouverte et croisement de
plusieurs disciplines. Leur étude a permis I'analyse des caractéristiques didactiques
prises par de tels processus transposables a la « démarche d’investigation ».

Trente ans avant ces injonctions institutionnelles, la didactique s’est posée la question
d’'un enseignement basé sur une geneése artificielle du savoir qui engage collectivement
les éleves. Les ingénieries nées de cet effort, notamment au COREM, visaient a créer des
phénomenes afin de les étudier pour les théoriser, et a montrer la possibilité locale d'un
enseignement « par adaptation ».

L’enseignement actuel des mathématiques est soumis a une double pression : une crise
se manifestant par une perte de la visibilité sociale de son sens, une volonté
institutionnelle d’'un enseignement qui engage dans une authentique activité
scientifique. Une des questions a I'ordre du jour devient celle des conditions a mettre en
place afin de rendre possible, au sein du systéeme et non dans une seule école, un
enseignement du programme inscrivant son étude dans une dynamique de recherche
par les éléves d’éléments de réponse a une question qui leur est dévolue.

(CD)AMPERES s’est attelé a ce travail. Ses productions se démarquent des « activités
introductives » des manuels, des « problemes ouverts » ou « problemes pour chercher ».
Elles s’appuient sur des outils incontournables venus des recherches en didactique. La
conception des productions et 'analyse de leur passation révelent certaines contraintes
systémiques actuellement indépassables, et explorent les conditions nouvelles a mettre
en place. Parmi elles, les questions de formation des professeurs restent largement
ouvertes puisque dépendantes de décisions politiques.

On s’interrogera sur les formes, plus ou moins travesties, que pourraient prendre, sous
de telles contraintes, les dispositifs proches de ce que les programmes entendent par
« démarche d’investigation ».

L’arrivée dans les programmes du terme « démarche d’investigation », notamment a travers la
page entiere qui lui est consacrée dans la partie des programmes de 2008 du Collége,
commune aux mathématiques, aux sciences de la vie et de la terre, a la physique-chimie et a
la technologie, s’inscrit sans doute dans une volonté institutionnelle plus ancienne, portée par
les TPE et IDD au début des années 2000 —ou, plus récemment, par les «thémes de
convergence » —, de valorisation d’un enseignement alliant recherche ouverte et croisement de
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plusieurs disciplines. L’étude de ces deux principaux dispositifs, au cours de la premiére
décennie des années 2000, a permis 1’analyse des caractéristiques didactiques qui leur sont
propres; qu’elles aient été inscrites dans les intentions de leurs promoteurs, ou qu’elles soient
apparues lors de leur mise en ceuvre effective dans le systétme éducatif secondaire. Les
recherches - développements initiées a partir de 2005, et notamment le projet (CD)AMPERES
pour (Conception et Diffusion) d’Activités Mathématiques et de Parcours d’Etude et de
Recherche dans I’Enseignement Secondaire, rassemblant des équipes constituées a partir des
IREM et de I'INRP, ont poursuivi dans la voie d’un enseignement possible des
mathématiques, au sein du systéme éducatif tel qu’il est, sous une forme qui s’apparente a une
démarche d’investigation dans laquelle sont engagés les €léves.

1. Autour de la demarche d’investigation, présupposés philosophiques et

pédagogiques

1. Qu’entend-on par « démarche d’investigation » ?

Du texte précité, extrait du programme de College de 2008, une définition sommaire peut étre
retirée afin de cerner ce que le ministére de 1’Education Nationale entend par démarche
d’investigation : « Cette démarche, peut-on lire, s’appuie sur le questionnement des éléves sur
le monde réel (en sciences expérimentales et en technologie) et sur la résolution de problémes
(en mathématiques) ». Dans ce texte du programme, la partie qui suit explicite une
proposition de «canevas d’une séquence d’investigation », courant donc sur plusieurs
séances, articulée autour de sept moments : choix d’une situation — probleme ; appropriation
du probléme par les ééves; formulation de conjectures, d’hypothéses explicatives, de
protocoles possibles; investigation ou résolution du probléme conduite par les éléeves;
échange argumenté autour des propositions éaborées; acquisition et structuration des
connaissances ; mobilisation des connai ssances.

On percoit, a travers ces quelques citations, la motivation premiére des promoteurs de la
démarche d’investigation : « lorsque les objets d’étude s’y prétent », comme il est écrit, passer
d’un enseignement basé sur une démarche déductive (présentation aux éléves par le
professeur des concepts, de ce que 1’on peut en déduire, des exemples et applications) a un
enseignement basé sur une démarche inductive (observation, analyse, expérimentation,
conjecture, construction d’une réponse par les €leves sous la direction du professeur). C’est
encore cette direction que 1’on voit pointer dans le passage suivant du programme de 1’école
primaire de 2008, extrait de la partie consacrée aux sciences expé&imentales et a la
technologie : « Observation, guestionnement, expérimentation et argumentation pratiqués, par
exemple, selon ’esprit de la Main a la pate sont essentiels pour atteindre ces buts; c’est
pourquoi les connaissances et les compétences sont acquises dans le cadre d’une démarche
d’investigation qui développe la curiosité, la créativité, 1’esprit critique et I’intérét pour le
progres scientifique et technique. »

A travers ces lignes, on peut retrouver I’esprit de découverte et de recherche dans lesquelles
on souhaitait engager les éléves, et qui présidait a la mise en place des TPE et IDD.
Néanmoins, la dimension relative au croisement de plusieurs disciplines apparait absente. La
démarche est déclarée commune aux disciplines scientifiques, sans pour autant que la
contribution de plusieurs d’entre elles pour apporter réponse a un questionnement soit
explicitement citée.
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2. Aux origines du terme francais de « démarche d’investigation »

Comme souvent, rechercher 1’origine d’innovations pédagogiques implantées dans le systéme
éducatif conduit a tourner son regard outre-Atlantique. C’est actuellement le cas de la
pédagogie des « compétences », importée des USA, apparue en Europe il y a quelques années
— notamment en Belgique francophone, apres avoir transité par le Canada—, et qui atteint
désormais la France a travers la mise en place du « socle commun des connaissances et des
compétences ».

A Torigine, au tournant des XIX® et XX°siecles, la démarche proposée a 1’école - laboratoire
de I’Université de Chicago dirigée par John Dewey, avait pour finalit¢ de faire éprouver par
les ¢€léves la nécessité d’enquéter pour s’instruire de certaines connaissances. Le terme
d’expérience était plutot a comprendre dans le sens de donner 1’occasion de « faire soi-méme
I’expérience de... quelque chose » ; ce « quelque chose » étant d’ordinaire peu fréquent, que
ce le soit dans la vie courante, ou méme a I’Ecole. Ainsi étaient proposées des sorties sur le
terrain, 1’'usage plus important de ses sens dans la Nature. Parmi ces « expériences », on peut
citer I’enquéte, nécessitant une sortie de I’école : par exemple sur la maniere dont la
distribution de I’eau est organisée dans une ville, ou encore la réalisation de maquettes en tant
qu’activité dirigée en classe.

On sait que le courant philosophique et pédagogique auquel se rattachent les travaux de
Dewey a pris pour nom le pragmatisme. 1l se positionne en tant que dépassement du dualisme
entre pensée et action qui caractérise une partie de la tradition philosophique occidentale.
L’expérience est vue comme source de connaissances, du fait que 1’on a éprouvé par soi-
méme. La pensée doit étre « mise a I’épreuve de 1’action » et la tiche de I’enseignant consiste
a «réinsérer les sujets d’étude dans 1’expérience » Ains, les éléves doivent-ils ére
confrontés a des problémes les amenant aux savoirs relatifs aux sciences, a I’histoire, a ’art,
etc. Dewey écrit, a propos de son école expérimentale qui fonctionne de 1896 a 1904 :
«1’enfant vient en classe pour faire des choses: cuisiner, coudre, travailler le bois et utiliser
des outils pour des actes de construction simples ; et ¢’est dans ce contexte et a I’occasion de
ces actes que s’ordonnent les études : écriture, lecture, arithmétique, etc. » Ou encore, « S un
enfant comprend la raison d’acquérir un savoir-faire, 1’acquisition lui en est grandement
facilitée. Leslivres et lalecture sont donc considérés strictement comme des outils ».

3. L’Inquiry-Based Science Education (IBSE)

Bien qu’elles furent fortement critiquées en leurs temps, dans la premiére moitié du XX®
siecle, et de maniére récurrente lorsque sont recherchés des boucs émissaires responsables de
la crise du systéme éducatif américain, les propositions pédagogiques issues de John Dewey
et concernant la « démarche d’enquéte » ont été en partie reprises, et sans doute transformées,
puis généralisées aux USA dans les années 1990 pour I’enseignement des sciences, sous la
dénomination d’Inquiry-based Science Education. C’est d’ailleurs a partir de cette
désignation que le rapport dit Rocard — du nom de ’ancien premier ministre et alors député
européen président d’un groupe de travail sur 1’enseignement scientifique — rédigé pour la
Commission Européenne en 2007, prone-t-il «une pédagogie renouvelée pour 1’avenir de
I’Europe ». Ainsi peut-on y lire: «L’enseignement des sciences basé sur la démarche
d’investigation [Inquiry-based science éducation — IBSE] a montré son efficacité a accroitre
I’intérét et les niveaux de réussite des enfants et des étudiants, tant au niveau primaire que
secondaire, tout en renforcant la motivation des professeurs. »

Avant d’étendre aux apprentissages la validité d’une telle assertion, rappelons tout d’abord la
différence que 1’on peut établir, au plan des présupposés épistémologiques, entre IBSE et les
actuels modeles explicatifs de la production et de 1’accroissement des connaissances,
notamment scientifiques. L’IBSE repose sur une démarche de type empiriste, sur laquelle se
greffe une sorte d’inductivisme : «on a fait I’expérience de » en mettant a 1’épreuve ses idées
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dans une sorte de continuum entre sa culture et la situation que 1’on explore. Les mode¢les
€pistémol ogiques rationalistes, notamment celui dével oppé par Gaston Bachelard, insistent au
contraire sur les notions d’obstacle et de rupture épistémologiques, sur le fait que 1’expérience
est chargée de théorie, et que la production de phénomenes dépend de techniques s’appuyant
sur des théories. Aussi la validation logique des résultats de I’enquéte au sein de I’IBSE se
différencient-ils d’une validation épistémologique telle qu’elle peut étre fondée en raison au
sein d’un cadre théorique.

Pour Michel Fabre (2009), ces deux approches théoriques, représentées par les figures
emblématiques de Dewey et de Bachelard, se reoignent pourtant dans une conception
fonctionnelle du savoir et dans I’approche de la problématisation. Néanmoins, en ce qui
concerne leur traduction dans I’enseignement des savoirs scientifiques, le pragmatisme de
Dewey inclinerait plutbt vers une « pédagogie du projet » et un positionnement consistant a
penser que les opérations de problématisation sont transversales, par dela les spécificités
disciplinaires, tandis qu’au rationalisme de Bachelard correspondrait une forme
d’enseignement a 1’aide de ce qu’il nomme des « Situations-problémes » spécifiques des
savoirs. En conclusion de sa comparaison entre Dewey et Bachelard, Fabre pose la question
de I’acceptation d’un pluralisme d’approches « qui aurait au moins le mérite d’éclairer les
inévitables bricolages pédagogiques ». C’est sans doute inévitablement vers de tels bricolages
que poussera ce qui, pour I’instant, apparait n’étre guére plus quun mot d’ordre de mise en
place d’une « démarche d’investigation ».

Un article paru en 2009 dans le n° 49 de larevue Aster et signé de M. Coquidé, C. Fortin et
G. Rumelhard, expose en effet, entre autres considérations épistémol ogiques et didactiques,
les formes que prend I’'IBSE dans certains pays anglo-saxons et les enseignements que 1’on
peut en tirer en termes d’apprentissage des ¢éléves. Pour ce qui concerne les USA, I’Inquiry-
based Science Education a été généralisée au cours des années 1990, notamment par
I’intermédiaire de la publication des National Science Education Standards (1996). Les
questions jugées pertinentes a étudier viennent des éléves et portent sur le réd. Elles sont
ouvertes et sans objectifs prescrits, en opposition a la forme d’enseignement par problem
solving situation. En Angleterre et Pays de Galles, un module Scientific Investigation a été
introduit dans le Curriculum National en 1989, puis il est devenu Exploration of Science en
1994. La mise en place de I’'IBSE dans ces deux pays pendant plusieurs années a permis
d’étudier les effets de ce type d’enseignement. Il semble en ressortir que les éléves ont tout
d’abord besoin de cadres et de conseils, et qu’ensuite disposant de concepts et ayant pris
davantage confiance en eux, ils pourront apprendre par IBSE ; pas avant. Certains pronent
méme un retour a des formes d’enseignement plus classiques.

4. Opposer « exploration du réel » en sciences et « résolution de problémes » en
mathématiques ?

La partie relative a la démarche d’investigation, commune aux programmes scientifiques et a
celui de la technologie du Collége, semble établir une distinction entre les démarches
scientifiques et d’enseignement relatives aux sciences expérimentales et a la technologie
d’une part, et aux mathématiques d’autre part. Ainsi, opere-t-on dans ce texte une distinction
entre d’un coté « expé&rimentation», et de 1’autre « démonstration ». L’expérimentation
s’appliquerait-elle ains «sur le réel », sans qu’on semble s’interroger sur le fait que « ce
réel » est un construit. Il n’y a guére, en effet, que dans le cadre de la physique du laboratoire,
et donc de la salle de classe de physique, que I’on froisse une feuille de papier pour montrer
qu’elle atteint le sol en méme temps qu’une bille de fer lachée de la méme hauteur ; dans la
réalité du quotidien de nombre de nos contemporains, il est évident que la feuille atteindra le
sol apréslabille! Un souffle empiriste semble ainsi avoir inspiré les rédacteurs de cette partie
du programme. On le retrouve dans le paragraphe relatif aux « divers aspects d’une démarche
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d’investigation », qui distingue entre «le questionnement des éléves sur le monde réel (en
sciences expérimentales et en technologie) » et «la résolution de problemes (en
mathématiques) ». Pourtant on expérimente pour résoudre des problémes de mathématiques,
et les mathématiques sont aussi des modéles tirés de 1’expérience « du réel »; c’est ce
qu’écrivait déja H. Lebesgue pour qui « ce nombre [il s’agit du dernier nombre prononcé] est
considéré comme le résultat de 'opération expérimentale de dénombrement parce qu’il en est
le compte rendu complet » [en italique dans le texte de Lebesgue]. Il en va tout autant du
double caractére expérimental et de modélisation de la géométrie, qu’Einstein considérait
comme le premier chapitre de la physique, ou encore de la statistique, pour ne parler que de
ces domaines des mathématiques.

Le flottement épistémologique de cette partie du programme de Collége, relative a la
démarche d’investigation, entre en contradiction avec la partie qui suit, propre au programme
de mathématiques. Si le texte spécifique a la démarche d’investigation cantonne le rdle de
I’expérience aux sciences... expérimentales (et a la technologie), le programme de
mathématiques qui lui succeéde offre pourtant de nombreuses possibilités d’expérimentation.
Ainsi, pour ne citer que quelques exemples, le programme de 6° demande-t-il aux ééves de
« Connaitre et utiliser la formule donnant la longueur d’un cercle. » Le professeur peut, bien
entendu, choisir de la donner aux éleves in extenso, sans qu’ils n’aient rien de plus a en
comprendre. Cependant leur demander de faire rouler un disque en carton sur un plan permet
d’établir expérimentalement une valeur approchée du rapport de la circonférence au
diamétre:

° >
De maniére plus explicite, le programme de 5° indique: «Une démarche expérimentale
permet de vérifier la formule de 1’aire du disque. » On pourrait méme relever qu’elle permet
d’aller plus loin que sa seule vérification, puisqu’a ce niveau elle permet de 1’établir. Car faut-
il opposer aux tenants de la rigueur pour la rigueur, sans laquelle il n’y aurait évidemment pas
de mathématiques valables, le rappel que pendant des siecles, c’est de cette maniére que les
Hommes, et notamment |es mathématiciens, se sont convaincus de la vérité de cette formule ?
Ce qui peut se traduire, par exemple, par la réaisation en 5° de petites expériences qui
consistent a « compter » le nombre des carreaux recouverts par un quart de disque :

—

— ]

ou encore a découper un disgue en secteurs suffisamment nombreux pour reconstituer
approximativement un rectangle de méme aire, puis utiliser la formule de 1’aire du rectangle :
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En mathématiques, a travers ces quelques exemples et pour qui veut s’en donner la peine,
nous ne sommes sans doute pas loin d’une démarche d’investigation du « réel » — donc d’un
construit — par une méthode expérimentale telle que I’envisagent, pour les autres disciplines,
les promoteurs de la démarche d’investigation du programme.

I1. Laquestion du savoir et de satransmission

On ne peut raisonnablement se poser la question de la démarche d’investigation sans s’étre,
au préalable, pose la question du savoir, de sa transmission et des formes qu’elle prend dans
I’institution que la société s’est donnée pour cela : I’Ecole. Partant de ce point de vue, il est
alors nécessaire d’¢étudier les fonctions assignées aux uns et autres, essentiellement aux
professeurs et aux éleves, selon les différentes formes prises pour I’organisation d’une telle
rencontre avec le savoir et son appropriation. Sans avoir pour autant a recourir a I’exhaustivité
d’un inventaire historique et géographique, en gommant donc les variations locales et
temporelles que I’on considérera mineures pour 1’exposé qui suit, on peut en proposer une
typologie en quelques classes. La question qui émerge devient aors celle de la place de la
démarche d’investigation relativement a ces diverses formes.

1. Laquestion du savoir

L’¢épistémologie bachelardienne permet de situer la production de connaissance scientifique
relativement aux autres activités humaines. Gaston Bachelard écrit en 1938, dans La
formation de [’esprit scientifique . « Avant tout, il faut savoir poser des problemes. Et quoi
qu’on dise, dans la vie scientifique, les problémes ne se posent pas d’eux-mémes. C’est
précisément ce sens du probleme qui donne la marque du véritable esprit scientifique. Pour un
esprit scientifique, toute connaissance est réponse a une question. S’il n’y a pas eu de
question, il ne peut y avoir connaissance scientifique. Rien ne va de soi. Rien n’est donné.
Tout est construit. » Autrement dit, la connaissance scientifique est un construit humain
historiquement daté et constitué de réponses a des problémes gue les hommes se sont posés ;
ces problemes étant eux-mémes des construits historiques.

A une cinquante années de distance, Yves Chevallard (1997) a étendu a 1’ensemble des
activités humaines, et pour définir ce qu’il appelle des ceuvres, la définition donnée par
Bachelard pour la connaissance scientifique. 1l écrit ainsi : « J’appelle ceuvre toute production
humaine O permettant d’apporter réponse a un ou des types de questions Q, questions
«théoriques» ou «pratiques», qui sont les raisons d’étre de I’ceuvre —et cela sans
considération de la “taille” de I’ceuvre [...] » «[...] La société se constitue par une
accumulation plus ou moins ordonnée d’ceuvres, qui donnent chacune des éléments de
réponse a quelques questions plus ou moins vitales. [...] Je note aussi que ce qu’on appelle
ordinairement 1’ceuvre d’un auteur [...] n’est qu’un type trés particulier d’ceuvre, une ceuvre
qu’on peut dire close [...] Mais la plupart des ceuvres sont des ceuvres anonymes, et des
ceuvres ouvertes, fruit de I’action d’un collectif innombrable, recrutant dans la suite des
générations. »
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Certaines ceuvres, ou partie d’ceuvres, deviennent parfois objets de savoir, parce que des
ingtitutions ou la société considerent « qu’il est bon de les savoir » : grammaire, code de
procédure pénale, football, algeébre, génie électrique, médecine, arpentage, etc. D’autres
demeurent ignorées du plus grand nombre, voire oubliées si elles ne sont pas ravies a I’oubli
par quelque historien, professionnel ou d’occasion. Plus précisément, la Société ou certaines
de ces ingtitutions décident des objets de savoir a propos desquels ceux qui les ignorent, ¢’est-
a-dire essentiellement les nouvelles générations, doivent étre instruites. Cette volonté sociale
répond fondamentalement a une nécessité de reproduction et de développement. En effet, la
société ou ses institutions devront continuer d’€tre capables de répondre aux questions
anciennes qui se poseront encore ; d’ou la nécessité de transmettre ces savoirs, a la maniére
d’une transmission d’héritage. Ou bien, ces objets de savoir sont considérés comme étant
susceptibles de fournir des outils pour bétir des réponses a des questions nouvelles, inédites ;
autrement dit, pour se rendre capable de construire de nouveaux savoirs. Pour réaliser ce
double projet, les sociétés modernes ont généralement éendu au plus grand nombre la
fréquentation d’une institution ancienne — 1’Ecole, lointaine héritiére de la Skhole des Grecs —
afin de mettre en contact avec des ceuvres ou des parties d’entre elles, ensembles plus ou
moins organisés et fluctuants de réponses a une ou des questions, et qui deviennent ainsi ce
que I’on nomme des disciplines scolaires.

2. Transposition didactique et formes didactiques génériques

Des objets de savoir a enseigner ayant été choisis, s’opére un travail de transposition
didactique afin de les rendre enseignables. Si 1’on décide, par exemple, de faire étudier la
géométrie euclidienne, éudiera-t-on toute cette géométrie ou simplement quel ques-uns de ses
théorémes ? Les étudiera-t-on tels qu’ils sont exposés dans les Eléments d’Euclide, comme ce
fut le cas pendant des siécles, ou sous une forme que 1’on jugera convenablement apprétée
afin de faciliter leur apprentissage, tenant compte du développement de ce savoir depuis les
Grecs, ou encore sous une forme compatible avec ce que la société pense étre la bonne
manicre d’étudier ? Des réponses a ces questions ayant été fournies, I’ensemble résultant de
ces choix est consigné dans un programme. Peuvent aors se congtituer des systémes
didactiques au sein desguels se posent deux nouvelles grandes questions : que peut et doit
faire I’¢léve pour étudier le programme et que peut et doit faire le professeur pour diriger et
faciliter I’étude du programme par 1’éléve ?

La réponse a la premiéere de ces questions a été variable selon les époques et les niveaux
auxquels elle référait. De la « mise en éude » des éléves au sein d’internats de lycées, hors la
présence du professeur, a la recommandation « moderne » de ne pas donner de devoirs aux
éléves des écoles élémentaires, on ne s’étendra pas plus dans ce texte sur les divers types de
réponses institutionnelles historiquement apportées. Le regard sera davantage tourné vers les
réponses a la deuxieme de ces questions, et plus précisément vers certaines des formes
institutionnelles que peut prendre la rencontre des éléves avec le savoir, sous la médiation du
professeur.

Le dictionnaire en ligne du CNRTL fournit, pour 1’étymologie du verbe « enseigner »:
« 1050 “ faire connaitre par un signe, une indication” (S Alexis, éd. Storey, 312); Du lat.
vulg. insignare, class. insignire “ signaler, désigner ”. En suivant cette origine étymologique,
I’enseignant est donc celui qui montre, parfois méme avec insistance... le savoir ! C’est sans
doute la raison pour laquelle la forme didactique qui consiste a montrer le savoir a pris pour
nom celui d’ostension, dés les premiers travaux de didactique des mathématiques?. Dans son

2 En poursuivant la petite recherche étymologique initiée par le verbe « enseigner », le méme dictionnaire en
ligne donne pour « ostension » : ostencion « action de montrer » (Jean de Meun, Testament, 1865 ds Rose, éd.
M. Méon, t.4, p.95); spéc. av. 1622 relig. ostension « action d'exposer des reliques a I'adoration des fidéles »
(Francois de Sales, Lettre, 873 ds OEuvres compl., 1.16, p.2)
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DEA de 1977, H. Ratsimba-Rajhon la définissait de la maniére suivante : « L’ostension est la
donnée par I’enseignant de tous les éléments et relations constitutifs de la notion visée ». G.
Brousseau précise en 1996 : «Le professeur “montre” un objet, ou une propriété, 1’éléve
accepte de le “voir” comme le représentant d’une classe dont il devra reconnaitre les él éments
dans d’autres circonstances. La communication de connaissance, ou plutot de reconnaissance,
ne passe pas par son explicitation sous forme d’un savoir » Le cours magistral obéit au
contrat d’ostension ; dans ce cas elle est assumée par I’institution. La forme « moderne » que
prend ’ordinaire de I’enseignement des mathématiques, notamment a travers les « activités »
des manuels reprises et éventuellement adaptées par les professeurs, obéit & une forme plus
subtile de I’ostension que R. Berthelot & M-H. Salin (1992) ont désigné comme étant une
ostension déguisée. Elle s’appuie sur la fiction que 1’¢éléve produit le savoir par son
« activité », alors que le professeur continue de le montrer aux éléves mais d’une maniére
détournée.

Si I’on revient a la définition du savoir comme réponse a une question, on peut s’interroger a
partir de la forme générique de I’ostension, assumée ou déguisée, sur la place qu’elle accorde
aux partenaires de la relation didactique dans la construction du couple (question, réponse).
Sous cette forme didactique, la responsabilité de produire le savoir, c’est-a-dire la réponse,
incombe au professeur. Mais dans la majorité des cas, la question dont e savoir constitue un
¢lément de réponse n’a pas méme été montrée. L’¢éléve en découvrira peut-étre une, a
I’occasion d’un travail réflexif mené personnellement, apres-coup, lors des « applications »
que le professeur montrera, ou des exercices qu’il aura a faire. Cette longue pratique
d’enseignement de réponses, sans que les questions qui les motivent aient été dévolues aux
éléves, contribue a nourrir le désamour envers les mathématiques révél é par les études sur les
lycéens; méme s la discipline reste attractive pour des raisons qui lui sont externes a elle,
parce que réussir en mathématiques permet I’entrée dans des filieres de ’enseignement
supérieur considérées comme les plus prestigieuses et offrant le plus de débouchés.

3. Ingénieries didactiques et enseignement par adaptation

A Torigine, a I’école Jules Michelet de Taence et au COREM, les ingénieries didactiques
construites avaient pour visée la production de phénomenes didactiques afin de les observer et
les analyser. Ce travail, associ¢ a d’autres, a débouché sur les premieres ¢laborations
théoriques en didactique des mathématiques, au tournant des années 1970-1980. G. Brousseau
a repris la terminologie piagétienne « d’enseignement par adaptation », en modifiant ses
considérants, pour désigner la forme d’enseignement qui a présidé a la conception et a la
passation en classe des ingénieries que le COREM produisait. Dans un texte de 1986 repris
dans son ouvrage Théorie des situations didactiques en 1998, il revient sur le lien entre le
couple (question, réponse) et I’apprentissage. Il écrit ainsi: «Si on accepte que
I’apprentissage est une modification de la connaissance que 1’¢léve doit produire lui-méme et
que le maitre doit seulement provoquer, on est conduit a faire les raisonnements suivants. [...]
Le travail du professeur consiste donc a proposer a 1’éléve une situation d’apprentissage afin
que [’éleve produise ses connaissances comme réponse personnelle a une question €t lesfasse
fonctionner ou les modifie comme réponses aux exigences du milieu et non a un désir du
maitre. » [passage en italique souligné par moi]. Plusieurs conséquences résultent du
présupposé sur 1’apprentissage sous lequel se place G. Brousseau, et notamment le fait que
« ’enseignant ne peut pas dire a ’avance a 1’¢éleve exactement quelle réponse il attend de lui ;
il doit donc faire en sorte que ce dernier accepte la responsabilité de chercher a résoudre des
problémes ou des exercices dont il ignore la réponse. » C’est ce qui a été appelé «la
dévolution » de la responsabilité du probleme ala classe.

De nombreux exemples d’enseignement par adaptation sont fournis dans les travaux du
COREM et dans I’ouvrage Rationnels et décimaux dans la scolarité obligatoire de N. et G.
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Brousseau. Dans la conférence qu’il donne pour la réception du titre de Docteur Honoris
Causa de I’Université de Montréal en 1998, G. Brousseau précise le lien établi entre
I’adaptation et la théorie des situations : « L’ingénierie didactique s’attache a identifier ou a
produire les situations dont le contréle exige la mise en ceuvre des connaissances visées et
parmi ces situations, a distinguer celles qui permettent la création de cette connaissance par
une adaptation spontanée du sujet, de celles auxquelles I’adaptation est immédiate ou
impossible. » Revenant a la responsabilité de la construction du couple (question, réponse)
dans un enseignement par adaptation, on peut dire que la responsabilité de faire rencontrer la
question par les éléves et de leur faire produire la réponse incombe au professeur.

Un exemple relatif a I’enseignement du centre du cercle circonscrit au triangle permet
d’illustrer ce que I’on entend par dévolution d’une question et adaptation, puis production de
réponse. On fait construire par les ééves un triangle « assez grand », dont un angle est obtus
et on demande de tracer les médiatrices. Les professeurs savent d’expérience qu’il est
malaise, tant pour les éleves sur leurs propres feuilles que pour le professeur au tableau,
d’obtenir des médiatrices ainsi tracées qu’elles soient... effectivement concourantes. Ce
qu’illustre la figure ci-dessous:

[N

1y

Le professeur indique aux éléves que 1’on va s’intéresser au « petit triangle » formé par les
médiatrices ; les ééves pour qui lafigure donne un triangle trop « petit », voire « inexistant »,
devront I’agrandir. Les tentatives d’agrandissement résistant aux efforts des uns et des autres,
alors que le «petit » triangle devrait grandir lorsqu’on agrandit le « grand » (connaissance
culturelle sur lasimilitude), conduisent les éleves a adapter leurs rapports a la connaissance de
la figure afin de se rendre progressivement a I’idée que le « petit » triangle n’existe qu’a
travers les imprécisions des tracés. On engage ains les éleves dans une dialectique entre la
géométrie du monde sensible et la géométrie « théorique » telle qu’elle existe au niveau de la
5%, on peut remarquer que c’est encore la conduite d’une expérience sur « le réel », pour
reprendre les termes du programme, qui accompagne l’émergence de la connaissance

22



mathématique des éléves. La dévolution du probléme se termine alors par la question de la
recherche des raisons pour lesquelles les médiatrices du triangle sont concourantes®.

En conclusion de cette partie, il apparait que le choix des formes didactiques auxquelles
recourt I’enseignant, parce qu’elles déplacent les responsabilités des uns et des autres —
professeur et éléves— au sein de la dialectique question / réponse, influent fortement sur les
possibilités d’apprentissage des éléves ; a commencer par leur rencontre avec le savoir.
Néanmoins, il serait erroné de laisser croire que les lignes qui précédent constituent un
plaidoyer contre 1’enseignement par ostension. En définitive, tout dépend de [’usage,
approprié ou non, qui en est fait relativement a la place laissée aux éeéeves dans la diaectique
de la recherche de réponse a une question qui doit leur avoir éé dévolue, et des questions
nouvelles qui émergent au cours de 1’enquéte sur la question. Autrement dit, pour qu’une
réponse donnée, donc montrée et non pas construite, ait des chances de fournir des ééments
pour un apprentissage, il est nécessaire que la question a laquelle elle fournit des éléments de
réponses ait été rencontrée et travaillée par les éléeves ; a la maniére ou I’on va rechercher la
réponse a une question que l’on s’est posée, dans un ouvrage, une bibliothéque ou sur
I’Internet désormais. Les bons éléves savent, pour eux-mémes, mener un chemin inverse de
celui de I’exposé du cours, c’est-a-dire un chemin qui va de la réponse vers la ou les
guestions ; ils apprennent ainsi des mathématiques. Les autres rencontrent parfois la question
de manicere erratique au détour de la recherche d’un probléme, de 1’étude d’un cours. Pour une
grande partie qui ne s’engage pas dans cette démarche réflexive, consciente ou résultant d’une
rencontre en partie contingente, les mathématiques restent opaques, voire dénuées de sens.

[11. Laforme didactique inédite propre a une enquéte co-disciplinaire (TPE)

1. Les TPE et les chamboulementsinduits dansla transposition didactique

L’arrivée des TPE (Travaux Personnels Encadrés) au sein du systéme éducatif, ainsi que celle
des Itinéraires De Découverte méme s ce dispositif a connu une moins grande ampleur,
dépasse de beaucoup, du point de vue des enseignants, le niveau habituel des difficultés de
gestion auxquelles ils sont ordinairement confrontés ; et sans doute aussi, par certains aspects,
celui propre au « pilotage » difficile des ingénieries béties a partir de la Théorie des Situations
Didactiques. En effet, dans le cas des TPE, il n’y a plus de programme déterminant un savoir
aenseigner, mais quelques « thémes » et « sous-thémes » les bornant*. 1l est donc impossible
de réaliser, sous une forme habituelle, une transposition didactique a priori d’un savoir a
enseigner ; auss bien celle consignée dans un programme, que celle concernant le travail du
professeur qui poursuit la transposition didactique a travers ses préparations de cours.

La programmation d’un savoir supposerait, au minimum, qu’une fois la question génératrice
du TPE déterminée, le professeur qui, tout comme les ééves, souvent ne connait pas lui-
méme la réponse, meéne une enquéte préalable sur les savoirs a convoquer, en tant qu’outils
pour la construction d’éléments de réponses.® Cette enquéte menée, le risgque existe alors que

3 Le détail des diverses situations par lesquelles passent les éléves au cours de la démonstration est donné dans la
brochure Des activités aux situations d’enseignement en mathématiques au College, rédigée par le Groupe
Didactique des Mathématiques au College de I'IREM de Bordeaux (2002).

4L’enseignement d’exploration qui a pris pour nom « Méthodes et pratiques scientifiques » en 2%, dans le cadre
de la réforme du lycée inaugurée a la rentrée 2010, semble reprendre ce schéma propre aux TPE : une simple
définition de quelques thémes et sous-thémes a propos desquels il est possible d’engager I’étude des éléves, une
guestion qui en émerge ayant été posée.

5 Citons quelques exemples illustrant la nécessité d’une enquéte. Qui est capable de fournir, sans un minimum de
recherche, une réponse argumentée a la question de savoir quelle est la période, s elle existe, entre deux éclipses
totales de soleil en le méme point du globe ? Une enquéte conduit-elle forcément vers des réponses définitives a
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I’enseignant expose, a la place des éléves, des réponses qu’ils auraient eux-mémes
recherchées, pour des questions qu’ils auraient été en droit de se poser. Dans 1’ordinaire de
I’enseignement, la transposition se poursuit en acte, lors des séances en classe, par
I’intermédiaire des adaptations que connait le savoir enjeu de la relation, au fur et & mesure
que le professeur est amené a réguler ses interactions avec les éléves. Dans le cas des TPE, la
fonction régulatrice assumée par 1’enseignant est moins nette ; il oriente larecherche mais elle
peut s’avérer infructueuse, ce qui peut étre percu comme un échec dans 1’étude des savoirs
utiles a I’instruction de la question. Le professeur assume la fonction de répartition et de
division du travail de recherche au sein de chacun des petits groupes d’éléves ; 1’'unité de la
classe disparait. Il doit néanmoins veiller a maintenir 1’'unité de chaque groupe, tout en
orientant ce travail vers la convergence des éléments épars provenant de la recherche des
éléves, dans le but de construire une réponse consensuelle au sein du groupe a la question
initiatrice du TPE.

2. Les TPE et leschamboulementsinduits dansle partage traditionnel destaches

Revenant sur le partage des responsabilités de chacun en ce qui concerne la question et la
production de réponses, le professeur se retrouve donc le plus souvent dans la méme position
gue les éleves pour la recherche et la problématisation de la question. Sa responsabilité
consiste a organiser les conditions pour la production d’une réponse possible, qui n’existe
peut-étre pas encore ailleurs que dans le collectif qui la produira a I’issue de son travail de
recherche. Une partie des conditions de cette production, conditions nécessaires mais pas
toujours suffisantes, passe par la constitution d’un milieu pour 1’étude de la question. C’est-&
dire d’un ensemble de moyens que I’on s’est donnés, et non pas qui ont été disposés dans un
milieu adidactique convenablement apprété, comme c’est le cas des ingénieries congues a
partir de la Théorie des Situations Didactiques, et de réponses partielles apportées aux sous-
questions qui émergent de I’enquéte, au fur et & mesure de son développement ; réponses dont
on a le devoir d’interroger la validité. La dimension adidactique de certaines situations
constituées a partir des questions, engage vers la recherche de médias; a leur tour, les
réponses qu’on y trouve poussent a la recherche d’autres milieux et d’autres médias,
notamment pour la mise a I’épreuve des réponses apportées ou des nouvelles questions
qu’elles engendrent.

Cette dialectique est en grande partie erratique, grandement indéterminée, au fur et a mesure
des rencontres plus ou moins aléatoires faites au cours de I’enquéte, qu’elles entrent ou non en
résonance avec ce que 1’on connait déja ou avec le but que 1’on souhaite atteindre. C’est ce
gue résumait dé§a Bachelard (1938) dans sa formule: «une marche vers 1’objet n’est pas
initiadlement objective ». Eléves et professeurs sont plongés dans un environnement
doublement indéterminé. Pour le professeur, parce qu’il ne connait pas par avance le lieu ou
I’enquéte qu’il dirige va le mener ; lieu le plus souvent extérieur a la discipline qu’il enseigne,
ou carrefour d’un ensemble de savoirs relevant de plusieurs disciplines. Pour les éléves, parce
qu’ils n’ont pas la certitude que le professeur va les mener la ou, dans le contrat didactique
ordinaire, le professeur est censé les conduire : ¢’est-a-dire vers la connaissance du savoir visé
par ’étude®. Devant la difficulté introduite par cette nouveauté, notamment face a la

toute question ? N’y a-t-il pas des questions sans réponses, tout au moins au moment historique que nous
vivons ?

6 J°écrivais avec Y ves Chevallard, dans une communication relative aux TPE pour un colloque de la Commission
Inter-IREM de Didactique & Dijon en 2002 : «Les roles enseignant du professeur et enseigné de 1’éléve
s’effacent et se transforment d’autant plus qu’il n’y a plus de projet d’enseignement d’un savoir antéposé. La
situation parait répondre a celle que Herbart (1776-1841) appelait jadis de ses veeux : “ Le professeur [...] n’est
plus un enseignant, (Lehrender), 1I’étudiant n’est plus un enseigné (Lernender) ; mais ce dernier poursuit des
recherches personnelles, le professeur ayant pour tache de le guider et de le conseiller dans ces recherches . »
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responsabilité d’assumer la problématisation d’une question quand on ne s’est jamais exercé a
cette tache, le poids des déterminations venues du niveau pédagogique, ¢’est-a-dire de ce qui
s’y fait, a souvent détourné les TPE réalisés de leur objet : les professeurs engageaient leurs
éléves dans une production qui ressemble davantage a un exposé — forme connue de travail
scolaire—, qu’a une réponse a une question problématisée. Dans un TPE, le contrat n’est plus
strictement didactique mais porte, pour le professeur, sur la nécessité d’apporter une aide a
chacun des éleves dans son étude de la question ; et pour chagque éléve, sur sa contribution au
travail collectif du TPE au sein du groupe, croisée a 1’exercice d’une confiance critique envers
les réponses partielles apportées par |es autres.

Les TPE constituent une tentative d’introduction dans le systéme éducatif d’une forme
scolaire inédite. La connaissance nouvelle produite a 1’issue d’'un TPE — son caractére de
nouveauté s’appliquant a la communauté de la classe, mais souvent aussi au-dela de cet
univers clos a travers sa diffusion, par exemple a 1’établissement — n’est pas déposée dans des
disciplines désignées comme étant a enseigner. Elle est construite en tant que réponse a une
question dont le collectif s’est emparé ; et il peut ou non la considérer comme élément d’un
savoir, d’une petite ceuvre qu’il est bon de connaitre. La construction de la réponse suppose a
la fois une problématisation de la question et une enquéte ; cette derniére engendrant des
sous-questions ainstruire elles aussi.

Le dispositif se démarque donc d’un enseignement « & programme » et des formes qu’il peut
prendre ; il se démarque ainsi a la fois d’un enseignement par ostension et d’un enseignement
par adaptation. Dans ce dernier cas, les situations construites doivent prendre tout autant en
charge la problématisation de la question que I’on dévolue aux ¢€léves, que leur rencontre avec
les éléments leur permettant d’y apporter des réponses’. Les milieux des situations et
I’enchainement des situations ont été construits a cet effet. Aussi les éléves n’ont-ils pas ales
rechercher, mais a transformer en connaissances nouvelles les résultats issus du
fonctionnement de dial ectiques constituées des actions sur les milieux qui leur sont donnés, et
des rétroactions produites; cela avant qu’une phase d’institutionnalisation permette
d’identifier comme des savoirs une partie de ces connaissances nouvelles. En ce sens, on
pourrait considérer le dispositif des TPE comme allant plus loin que I’enseignement par
adaptation dans « I’effacement » des rdles d’enseignant — celui qui montre —, et de professeur
— «celui qui se déclare expert », d’aprés son étymologie latine —, afin de laisser une place plus
grande aux éléves dans 1’étude, la construction de réponses, et éventuellement de savoirs. On
percoit, a travers I’implantation du dispositif dans le systéme éducatif, la volonté d’apporter
une contribution a la formation « d’esprits libres et éclairés », ayant a construire par eux-
mémes et dans un temps ultérieur, grace a une engquéte autonome menée hors du cadre
scolaire, des réponses a des questions auxquelles leur vie d’adulte et de citoyen les
confrontera. L’extinction de la nécessité de s’astreindre personnellement a la forme scolaire
est en effet I’un des buts assignés a I’éducation et a ’enseignement : pouvoir se passer des
institutions constituées pour « ére porté vers le haut » dans la connaissance — autrement dit

Depuis lors, Y. Chevallard a développé une théorisation qui s’appuie sur ce qu’il a nommé «le schéma
herbartien ».

"En TSD, les situations de la mesure de 1’épaisseur des feuilles de papier pour enseigner les fractions me
semblent prototypiques d’une problématique prise en charge par le didacticien, et non par les éléves, et de
situations béties a priori par le didacticien pour les éléves, afin qu’ils construisent des connaissances grace a une
dialectique avec des milieux congus a cet effet : trouver un code, confronter les codes, constituer des tableaux
faisant apparaitre la proportionnalité et les travailler, travailler sur des couples puis se demander si ce sont des
nombres afin d’arriver a 1’addition de certaines fractions, etc. (Rationnels et décimaux dans la scolarité
obligatoire de Nadine et Guy Brousseau, 1987, pages 1 a 23)
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« étre éléve», c’est-adire engagé dans un processus grice auquel on s’éléve —, ou au
contraire rechercher leur fréquentation lorsqu’on en éprouve soi-méme la nécessité.

3. Quels enseignements tirer des TPE sur la gestion enseignante d’une enquéte ?

Les TPE constituent un des rares dispositifs implantés dans le systeme éducatif a partir
duquel, et en extrapolant les observations menées a 1’époque, on peut anticiper les difficultés
a venir pour une mise en place et une gestion par les enseignants d’une démarche
d’investigation telle qu’on peut ’entendre. C’est-a-dire qui puisse prendre la forme d’une
enguéte (inquiry) menée par les éleves sous la direction du professeur : question, construction
du probléme, enquéte et apport d’une réponse, validation de la réponse du point de vue du
savoir aenseigner.

Toujours sous I’angle de la problématique du couple (question, réponse) introduite
précédemment, on peut décrire quelques-uns des habitus et des « croyances » qui se sont
constitués en autant d’obstacles chez les enseignants, parmi lesquels deux semblent avoir été
parmi les plus importants lors de 1’arrivée des TPE dans les lycées. D’une part, un obstacle
culturel reposant sur le fait que les organisations de savoir semblent apparaitre toutes faites
aux yeux des sociétés, et non comme des réponses a des questions, et qu’a toute question
correspond par avance une réponse. L’une des conséquences concretes de cette vision du
savoir en a été la production de « TPE — exposés », recopiages de morceaux de réponses a des
guestions non entrevues, tant de la part des éléves qui réalisaient, que de celle des professeurs
qui encadraient. Ce fut le cas de la majorité des premieres générations de TPE, révélateurs de
cette vision pour laquelle toute question a par avance une réponse dégja produite, et non pas
restant a construire, ne serait-ce que pour soi-méme.

D’autre part, un obstacle professionnel car la démarche qui consiste a problématiser un objet
de savoir pour I’enseigner est, dans la majorité des cas, étrangere a la pratique enseignante ; et
ce ne sont pas les « activités », méme affublées du qualificatif de « situations — problemes »,
qui peuvent aller a I’encontre de cet état de fait®. De surcroit, dans le cas des TPE, la réponse
a la question constituant le sujet, n’est pas et ne peut étre, le plus souvent, connue a priori des
professeurs. Un des effets de cet obstacle s’est traduit par 1’impossibilité pratique de
s’engager dans des gestes inhabituels, car extérieurs a 1’enseignement d’un programme
disciplinaire : mener une enquéte sur le theme ou le sujet en sortant éventuellement de son
cadre disciplinaire stricto sensu, prononcer ou non la recevabilité d’un sujet, diriger une
recherche, gérer I’inattendu, etc. Dans ce cas encore, la porte est restée grande ouverte pour
rabattre le travail afaire en TPE sur un exposé.

Ces obstacles professionnels se sont concrétisés dans 1’impossibilité « théorique », que 1’on a
vu s’exprimer chez les adversaires déclarés du dispositif, d’accepter la double légitimité
didactique (c’est ainsi que les éléves peuvent apprendre lors d’un TPE, et un tel TPE est
réalisable par le professeur), et épistémologique (c’est ainsi que les savoirs se constituent)
d’un TPE bati sur la recherche d’éléments de réponses a une question. Assurément, lamise en
place des TPE, et par contrecoup les résistances voire les oppositions qu’ils ont suscitées dans
un premier temps, témoignent d’une rupture avec I’ordinaire de 1’enseignement, tant du point
de vue de l’organisation didactique que de celui du régime du savoir. Les questions

8 Le texte du programme indique sous le paragraphe « Le choix d’une situation — probléme » : « analyser les
savoirs vises et déterminer les objectifs a atteindre; repérer les acquis initiaux des éléeves; identifier les
conceptions ou les représentations des €léves, ainsi que les difficultés persistantes (analyse d’obstacles cognitifs
et d’erreurs) ; élaborer un scénario d’enseignement en fonction de 1’analyse de ces différents éléments ». Letexte
semble laisser croire que la profession possede les techniques qui permettront |a réalisation de ces étapes ; et que
chaque enseignant dispose a la fois de leur maitrise et du temps nécessaire a leur mise en ceuvre... Ce
paragraphe étant le premier d’une série de sept exposant des prescriptions du méme ordre exposant le « canevas
d’une séquence d’investigation ».
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importantes pour la formation des jeunes générations, dont I’Ecole a pour charge de fournir
les outils d’attaque, relévent rarement d’un champ disciplinaire unique. La démarche
consistant a travailler en TPE une question que 1’on a construite — ce qui signifie aussi que
toutes les questions ne se valent pas et ne peuvent étre recues comme telles— engage a
accorder du prix a la recherche personnelle, autonome ou en collaboration avec d’autres, pour
des questions, scolaires ou personnelles, qui le méritent. Dans ce sens, les TPE remplissent
une fonction propédeutique pour des enquétes que les ééves auront peut-étre & mener au
cours de leur vie d’adulte ; que ce soit atitre personnel, professionnel ou en tant que citoyen
qui cherche a s’instruire. La recherche menée dans les savoirs constitués, dans les médias qui
fournissent des briques pour construire des réponses, est une premiere expérience pour
I’exercice d’un regard critique sur la validité des sources disponibles, la prise de conscience
de «ne jamais recevoir aucune chose pour vraie que je ne la connusse effectivement pour
telle; c’est a dire d’éviter soigneusement la précipitation et la prévention », pour reprendre la
formule de Descartes ; donc d’une disposition a ne pas faire a priori confiance a 1’information
fournie sans qu’on 1’ait a son tour vérifiée, questionnée. Sur ce seul plan, les TPE sont
porteurs d’une incontestable fonction formatrice pour laquelle le réle d’accompagnement
assuré par l’enseignant n’est sans doute pas négligeable, méme si les gestes enseignant
nécessaires ne font pas encore partie d’un bagage professionnel partagé.

1V. L’Etude par la Recherche: une démarche d’investigation pour
I’enseignement des mathématiques

1. A partir de I’état du systéme, un projet d’enseignement issu de la didactique des
mathématiques
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Le graphique ci-dessus, extrait de Establet et al. (2005), indique en % les différences entre
réponses positives et négatives des lycéens de ’enseignement général et technologique,
matiere par maticre, lors de la consultation lancée a I’occasion de la réforme du lycée mise en
place au début des années 2000. Il parle de lui-méme en ce qui concerne 1’appréciation portée
sur les mathématiques. ..

L’enseignement actuel des mathématiques est donc soumis a une double pression : une crise
se manifestant par une perte de la visibilité sociale de son sens (ce qu’indique ce graphique
pour les lycéens, mais on peut s’autoriser une extrapolation qui dépasse cette seule catégorie
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de la population), et une volonté institutionnelle d’un enseignement qui engage dans une
authentique activité scientifique (ce qu’indiquent I’inscription dans le programme d’un
enseignement recourant a la démarche d’investigation, ou les présupposés généraux sur
I’enseignement des mathématiques tels qu’on peut les lire en téte des programmes de College
et Lycée). Or, quarante ans avant la publication d’injonctions institutionnelles relatives a la
démarche d’investigation, la didactique des mathématiques s’est posée la question d’un
enseignement basé sur une genese artificielle du savoir qui engage collectivement les éléves.
Les ingénieries nées de cet effort, notamment au COREM, visaient a créer des phénomenes
afin de les étudier pour les théoriser, et @ montrer la possibilité locale d’un enseignement « par
adaptation ».

Une des questions a I’ordre du jour devient désormais celle des conditions a mettre en place
afin de rendre possible, au sein du systéme et non pas dans une seule école, un enseignement
du programme inscrivant son étude dans une dynamique de recherche par les ééves
d’¢éléments de réponse a une question qui leur est dévolue. (CD)AMPERES s’est attelé¢ a ce
travail et on trouvera ses propositions a I’adresse suivante :
http://educmath.inrp.fr/Educmath/ressources/documents/cdamperes/.  Ses productions se
démarquent des «activités introductives » des manuels, des «problémes ouverts» ou
« problemes pour chercher ». Elles s’appuient sur des outils incontournables venus des
recherches en didactique car le bricolage pédagogique a, depuis que les professeurs y
recourent, montré ses limites en ce domaine. La conception des productions et 1’analyse de
leur passation révélent certaines contraintes systémiques actuellement indépassables, et
explorent les conditions nouvelles a mettre en place. Parmi elles, les questions de formation
des professeurs restent largement ouvertes puisque dépendantes de décisions politiques.

2. A Porigine du projet (CD)AMPERES

Depuis la didactique des mathématiques, quel ques raisons ont pu étre relevées qui fournissent
des éléments de réponses explicatives de ce « désamour ». L’une d’entre elles tient a la
nécrose des objets d’enseignement. Prenons sur ce point un exemple relatif a la place
accordée a I’étude des triangles au College et au Lycée. Suivant la logique du questionnement
inscrite dans la démarche d’investigation, mais en 1’appliquant a d’autres qu’aux éleves, qui,
parmi les professeurs de mathématiques peut-il encore donner les raisons justifiant d’accorder
tant d’importance a la géométrie du triangle dans le secondaire ? LeS connaissances
professionnelles enseignantes, sans doute insuffisantes, ne sont srement pas seules en cause.
L’utilité des triangles pour des problémes ayant trait aux affaires de hommes (la triangulation
précisément) parait désormais socialement peu visible aux citoyens, et par conségquent aux
professeurs; si tant est que la société considére que cette utilité demeure. Certains contenus
de programme semblent alors perdurer parce que dans la tradition, I’héritage scolaire, que les
enseigner apparait « bel et bon ». Sur ce seul cas, et il y en a bien d’autres, on a perdu ’'une
des questions fondamentales : par exemple « pourquoi 1’honnéte homme du XXI® siecle se
devrait-il de savoir que la somme des angles d’un triangle vaut 180°? », et son corollaire « en
guoi est-ce utile de le savoir ?» De ce point de vue, seule une refondation exigeante du
curriculum de mathématiques (c’est-a-dire engageant une réeflexion sérieuse et donc large, ala
maniére de la commission Kahane au début des années 2000) pourrait commencer a inverser
latendance.

Mais une des raisons du « désamour » des lycéens pour les mathématiques — non pas la seule
mais en tout cas 1’une des principales — tient aussi, pour une bonne part et en liaison avec la
précédente, a la forme actuelle de I’enseignement des mathématiques. Lorsqu’on observe cet
enseignement depuis la France, mais ce trait dépasse le cadre de ce seul pays, quelques
phénomenes peuvent étre relevés qui contribuent a expliquer pour partie cette crise : « perte »
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des questions fondatrices de divers domaines des mathématiques induisant en retour une perte
de sens des mathématiques chez les éleves, cloisonnement thématique qui induit une forme
parcellaire de 1’enseignement découpé en chapitre duquel la cohérence et les liens échappent,
recours massif au recopiage plus ou moins arrangé et a la passation en classe d’activités dites
« introductives » trouvées dans les manuels ou sur I’Internet, le plus souvent non signifiantes,
purement formelles, dépourvues de pertinence épistémol ogique.

Par ailleurs, le découpage horaire des séquences confére a I’heure le role de métre-étalon du
temps d’enseignement : les mathématiques rencontrées dans 1’heure se doivent en
conséquence de former un tout. Si d’aventure une question problématique est soumise a
I’é¢tude en début d’heure, I'impératif catégorique découlant de la « tyrannie de I’heure »
implique que la réponse soit donnée dans cette méme heure, accompagnée s possible des
exercices d’entrailnement qui lui sont relatifs.

3. Le travail de I’équipe (CD)AMPERES : vers un type nouveau d’étude par la
recherche

Le travail dans lequel sont engagés les membres de I’équipe (CD)AMPERES vise a libérer
I’enseignement de certaines des contraintes que nous venons d’évoquer, tout en en acceptant
consciemment d’autres. Hormis celles sur lesquelles il est difficile d’agir, par exemple celle
relative au découpage horaire, la contrainte principale que suit le projet tient dans le respect
des contenus du programme de mathématiques. L’ objectif consiste a proposer aux professeurs
un systeme de conditions pour un processus d’étude des mathématiques d’un nouveau type,
afin qu’elles prennent davantage de sens aux yeux des éleves.

Notre travail suit ainsi 1’une des directions fondatrices de la didactique des mathématiques : le
développement de 'usage des outils théoriques qu’elle a établis pour la conception d’un
enseignement favorisant dans la classe une genese artificielle des savoirs mathématiques a
étudier. Contre des activités non mathématiquement motivées, il s’agit d’en concevoir
d’authentiques permettant 1’étude par la construction collective du savoir comme recherche de
réponse a une question dévolue a la classe. Contre le morcellement du savoir, il s’agit de
développer des parcours d’étude permettant un recouvrement partiel de secteurs ou domaines
du programme d’un ou plusieurs niveaux, a partir de questions a fort pouvoir générateur
d’étude.

Dévoluer aux éléves laresponsabilité de construire une réponse a une question est sans doute
nécessaire si 1’on souhaite « re-dynamiser 1’enseignement des mathématiques » — ¢’est-a-dire
rendre les éléves auteurs, et non spectateurs des mathématiques— mais cela reste encore
partiellement insuffisant. Par exemple, si ’on poursuit I’exemple relatif & 1’étude du triangle,
il est nécessaire de se poser la question de leur utilité mathématique — ou extra-mathématique
sachant que les mathématiques fourniront le modele permettant de traiter la question dans ce
dernier cas—, au moins pour justifier qu’on les étudie en leur consacrant tant de place et de
temps dans le systeme éducatif. De méme, est-il tout autant nécessaire d’analyser les parties
des mathématiques des programmes scolaires dans lesquelles on les rencontre, ou plutét que
leur étude peut engendrer ; tant aux plans didactique qu’épistémologique ou encore a celui de
leur organisation apres transposition didactique. On a alors davantage de chances de ne pas
verser dans la parcellisation thématique a partir de laquelle le sens s’éteint.

4. Quitter le niveau du sujet ou du chapitre, pour dévoluer la question au niveau du
domaine

En conséquence, la question a dévoluer mérite d’étre posée — sur I’exemple des triangles
comme sur bien d’autres —, non plus au niveau du theme stricto sensu, mais au niveau du
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domaine; celui de la géométrie plane dans ce cas. Concevoir un enseignement des
mathématiques bati sur cette double préoccupation — dévoluer une question, mais une
question qui soit suffisamment large pour générer « beaucoup » de mathématiques, celles que
I’on rencontre dans des classes de plusieurs niveaux, afin que leur sens soit le moins possible
perdu— revient a enseigner avec le souci de faire vivre dans ses classes 1’étude et la
construction par les éléves de savoirs par la recherche de réponses a une grande question
génératrice, reprise en plusieurs fois, sur plusieurs années peut-étre. Cette étude engendrant
sans doute la recherche de réponses a des sous-questions cruciales, car s’imposant en raison,
pour I’instruction de la question génératrice. On aboutit ainsi a une forme d’enseignement qui
génére non des organisations mathématiques locales, ¢’est-a-dire portant sur un seul theme,
un seul chapitre, mais des savoirs organisés en un recouvrement partiel de secteurs, voire de
domaines des mathématiques: sur cet exemple du triangle, la génération d’au moins une
grande partie de la géométrie plane.

Sur I’exemple du cercle circonscrit au triangle, une question génératrice devient : « combien
de cercles peut-on faire passer par 1, 2, 3,... n points ? » Une telle question ne peut se traiter
en quelques chapitres et sur un seul niveau de classe. Mais on entrevoit que pour n=1 et
n =2, laréponse correspond a des savoirs du programme de 6°, pour n = 3 au programme de
5% et ainsi de suite jusqu’a étudier les conditions de cocyclicité au cycle terminal. Il en va de
méme de l’enseignement des ensembles de nombres, de ’algébre et des variations de
fonctions dont I’'une des questions auxquelles ces savoirs répondent est celle de la recherche
de facilité de calculs sur des programmes de calcul. Les mathématiques sont aors motivées
par des questions telles que: « Comment représenter un programme de calcul, s’assurer de
I’équivalence de deux programmes, trouver les valeurs pour lesquelles ils donnent méme
réponse, les comparer ?», «Comment caculer la distance entre deux points
inaccessibles ?», etc. Ce qui engage dans un premier temps les enseignants vers une
recherche de nature épistémologique sur le savoir — qui n’a rien a voir avec un enseignement
de I’histoire des mathématiques —, afin de trouver des questions générant la construction du
savoir et qui puissent étre transposées et dévolues aux éléves a partir de leurs connaissances et
dans le cadre du programme.

Un autre avantage de ce type d’enseignement vise I’amélioration postulée de 1’apprentissage
des éléves. Prenons, pour rester dans le domaine de la géométrie du triangle, I’exemple du
théoréme de Pythagore. Le professeur suivant le programme de 4° fait généralement
rencontrer, en «activités », le théoreme direct par les éléves. Nombre de manuels de ce
niveau proposent une démonstration parfois dite « chinoise » du théoréme, quelquefois méme
une version simplifiée n’utilisant que deux des triangles rectangles ainsi disposés :
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D’autres activités relévent d’une sophistication plus ou moins grande, selon les connaissances
des éleves sur lesquelles peut S’appuyer le professeur ; on sait en effet qu’il existe quelques
centaines de démonstration de ce théoreme.

On peut s’interroger sur ce que retiennent les €éléves de son enseignement courant, en dehors
de la petite comptine qui énonce le théoreme. On nous a rapporté 1’épisode vécu par une
bonne éléve de 4° et sa mére, professeur de mathématiques. Faisant ses devoirs et ne sachant
pas répondre ala question du calcul du troisieme coté connaissant les deux autres, cette éleve
disait a sa mére, qui lui indiquait I’utilisation du théoréme de Pythagore, que celui-Ci ne
permet que d’établir des résultats sur des aires résultant d’un coloriage, et non de calculer des
longueurs... Pour expliquer cette méprise, on peut légitimement soupgonner qu’une des
raisons d’étre du théoréme n’avait pas été rencontrée par cette éléve, ni sans doute enseignée ;
hormis le petit jeu qui consiste a décomposer et recomposer, peut-étre méme seulement « par
lavue », les différentes parties de lafigure.

Dans ce genre de situations que les observations didactiques montrent trés fréquentes dans
I’enseignement courant, les éléves rencontrent ou non, tardivement ou pas, dans les exercices
gue le professeur donne, une des raisons du théoréme de Pythagore: «calculer une
longueur ». |Is apprennent ou non, par eux-mémes et de maniére aéatoire, a quelle question il
peut répondre. Les meilleurs découvriront ensuite, et s’ils savent établir d’eux-mémes le lien
avec ce qu’ils ont antérieurement appris en trigonométrie, ou a propos de la similitude
(théoréme de Thales par exemple), que la résolution de triangles (en 1" S) permet de calculer
des distances inaccessibles. La démarche suivie par (CD)AMPERES est I’inverse de celle qui
laisse quelques bons éleves établir, par et pour eux-mémes, des rapprochements afin de
parvenir aretrouver ce fait que la géométrie du triangle permet, entre autres, de calculer des
longueurs dans certains cas ou on ne peut les mesurer directement, et que les divers théoremes
enseignés permettent la résolution du probléme dans certains cas, en fonction des données
dont on dispose. Elle consiste a poser et dévoluer aux ééves la question au niveau général,
puis a faire éablir des résultats partiels, sous la direction du professeur, tout au long de ce
qu’on a nommé un parcours d’étude et de recherche, qui s’étale sur une durée longue, de
I’ordre du trimestre ou des années. Ce type d’enseignement peut en effet supporter la
métaphore d’un parcours pédestre au cours duquel on interrompt parfois son avancée, afin
d’occuper son attention a la découverte d’un paysage nouveau, puis qu’on reprend
ultérieurement s on ne décide pas de changer de direction, etc. Mais un parcours pédestre
dans lequel il y aurait des cotes et des moments plus faciles, au cours duquel les efforts
personnels ou collectifs seraient nécessaires mais récompenses par la découverte du nouveau ;
et non une promenade en autocar durant laquelle on se contente de regarder |e paysage.

5. Un exemple : I’enseignement de 1’algébre élémentaire

Méme si le terme d’algébre a quasiment disparu des programmes de mathématiques francais,
on regroupera sous ce terme I’étude de certaines parties du programme : les nombres (les
décimaux relatifs et ce qu’Alain Bronner a nommé 1’idécimalité), le calcul sur les polynomes,
les équations et inéquations, les variations et donc le début de 1’étude des fonctions, etc., soit
un enseignement qui court de la 5% ala classe de 1'°. Le point nodal de 1’étude, et aussi ce qui
la génere, est fourni par la notion de programme de calcul ; grandement absente de
I’enseignement effectif actuel des mathématiques puisque, il y a quatre a cinq ans de cela, un
probléme du Brevet des Colléges qui portait sur la notion avait provoqué 1’échec massif des
candidats.

Le Parcours d’Etude et de Recherche débute en 5° par 1’étude du programme de calcul : «aun
nombre, gouter un second et soustraire un troisieme». La rencontre avec ce type de
programme de calcul s’effectue sur de nombreux cas particuliers que 1’on souhaite traiter « de
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téte»: comment caculer mentalement 5473 + 7687 - 7690 ou 254 + 31,2- 31,6, par
exemple. L’idée se répand rapidement dans la classe qu’il faut commencer par « traiter » les
deux derniers nombres; ce qui conduit a produire puis a travailler sur des opérateurs qui se
comportent assez rapidement comme des hombres nouveaux, car écrits avec un signe — ou un
signe +. La question qui se pose alors est celle de savoir si I’on a effectivement le droit de les
considérer comme des nombres. Les ¢€léves savent ce qu’il se fait avec les nombres : on
calcule, on les compare, etc. Ils en viennent a se demander si 1’on pourrait faire de méme avec
ces nouvelles entités. L’é¢tude débouche sur les opérations dans 1’ensemble des décimaux
relatifs ; opérations que 1’on va construire en justifiant mathématiquement cette construction,
c’est-a-dire en cherchant et justifiant les « regles » qu’elles doivent respecter. On engage ainsi
les éleves dans un parcours de recherche qui les améne a éudier et apprendre des
mathématiques épistémologiquement beaucoup plus consistantes que celles que 1’on
rencontre dans 1’ordinaire des classes et des propositions des manuels ; méme si desimplicites
relevant de choix axiomatiques demeurent non questionnés, ni méme entrevus des éléves.
L’¢étude se poursuit et fait rencontrer la nécessité du recours aux ecritures littérales pour
travailler avec des programmes de calcul. L’exemple ci-dessous, extrait de lathése de Mariza
Krysinska, a é&té testé dans une classe de 4°.

1 2 3

On demande combien d’allumettes sont nécessaires pour construire ces maisons a 1’étape 5,
16, 256. Les nombres devenant grands, les éléves rencontrent la nécessité de trouver une
formule générale. Elle s’exprime par une phrase du type : « on compte combien de maisons
moins une, on le multiplie par 4 a cause des murs verticaux communs, puis on goute 5 car il
faut 5 allumettes pour la premiere maison » ou « on multiplie le nombre de maisons par 4 et
on goute 1 car la premiére maison nécessite une allumette de plus », etc. Parfois les ééves
utilisent une ou deux lettres distinctes, d’autres des symboles comme [ ou O qu’ils jugent
plus commodes. Au bout de quelques temps, alors que les productions de programmes sont
diverses, on se demande pourquoi des programmes s différents donnent-ils les mémes
résultats. Les éléves en viennent a trouver que 1’écriture littérale qu’ils ont fréquentée en
classe de 5° ou encore a travers les formules de périmétre ou d’aire, est plus commode pour
écrire5+ (n—1) x 4 et 4 x n+ 1. On recherche aors pourquoi de tels programmes de calcul
sont équivalents, ce qui conduit a développer et réduire afin de comparer ; d’ou la nécessité de
recherche de formes canoniques, etc. La comparaison de programmes de calcul conduit a la
rencontre avec de nombreux savoirs des programmes de plusieurs classes: développer,
factoriser, réduire, recourir aux identités remarquables. Lorsgue deux programmes de calcul
ne sont pas équivalents, on peut rechercher pour quelles valeurs communes ils donnent
néanmoins le méme résultat, pour quelles valeurs 1’'un est supérieur a I’autre, comment [’un
varie par rapport a ’autre, etc.
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V. Quels changements préalables pour une mise en place réussie de la
démarche d’investigation au sein du systeme éducatif ?

1. Les problemes professionnels révélés par la conception et la mise en ceuvre du projet
(CD)AMPERES

L’¢quipe (CD)AMPERES congoit, expérimente et observe la passation de propositions
d’Activités et de Parcours d’Etude et de Recherche béties a partir de questions problématiques
dévolues aux éléves. Le travail de recherche-dével oppement actuellement entrepris a abouti a
la mise en ligne de certaines de ses publications. Ce sont des documents pour le professeur,
utilisables dans ses classes, et intégrant des éléments de didactique permettant, a qui veut bien
consentir a ’effort de les étudier, la compréhension et la maitrise des propositions ainsi
construites et des phénomeénes susceptibles de se produire en classe afin de pouvoir les
observer et les réguler. Les groupes académiques, souvent rattachés a des IREM, organisent
des formations continues a destination des professeurs de mathématiques. Les formateurs en
IUFM des groupes (CD)AMPERES diffusent, en direction des PLC1 et PLC2 de
mathématiques, ces productions et les outils qui permettent de les bétir.

La question qui motivait les ingénieries didactiques congues par Guy Brousseau s’est
historiquement déplacée. Elle n’est plus « Est-il possible d’enseigner cette notion avec toutes
les propriétés souhaitées ? », car la preuve en a été administrée pour les mathématiques de
I’école primaire, au COREM de I’Ecole Michelet de Talence. Elle devient « Comment
pourrait-on créer les conditions d’enseignement de cette notion dans un nombre significatif de
classes et aupres d’un nombre significatif d’éléves par classe ? » (Mercier, 2002). L’ambition
est plus modeste, mais engage vers la prise en compte de questions difficiles : celles de la
conception d’un tel type d’enseignement, de la formation de professeurs capables de le faire
vivre, de la continuation des recherches portant sur les contraintes a lever, celles a conserver,
les conditions nouvelles a mettre en place.

Car il faut étudier les conditions de réalisation effective de telles activités et de tels parcours,
ce qui signifie qu’il est nécessaire de :

- procéder a des analyses mathématiques et didactiques a priori et a posteriori ; et
qu’il faut donc savoir mener,

- laisser du «jeu», sous contrdle théorique a priori, au professeur, alors que le
déroulement des séances était fortement encadré en ce qui concerne les ingénieries
didactiquesinitiales,

- ne pas placer une confiance exclusive dans les milieux dénués d’intentions et avec
lesquels interagissent les éléves, mais laisser de la place pour les médias (professeur,
manuels, livres, Internet...),

- concevoir a priori cette organisation a partir des outils venus de la seule théorie de
Denseignement des mathématiques existant a ce jour, la didactique . moments de
I’étude, types de situations, questions « cruciales » a dévoluer aux éléves, anticipation
de leurs réactions a partir de leurs connaissances antérieures, faire la part entre milieu
et média, etc.,

- observer la (les) passation(s), analyser a posteriori, retoucher éventuellement
organisations didactique et mathématique,

- rédiger un document exigeant mais utilisable par les professeurs, explicitant les choix
et leurs conséquences (ainsi que les non choix), laissant un certain « jeu », contribuant
alaformation professionnelle, etc.

2. Les conditions professionnelles dont il faut disposer

Au plan des pratiques professionnelles, ou encore en se situant au niveau de la profession
enseignante dans son ensemble, il est encore nécessaire de :
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- oser déconstruire, interroger ses propres connaissances mathématiques,

- 0ser mener une enquéte, questionner le savoir que I’on a a enseigner aux plans
épistémol ogique et didactique et rechercher des éléments de réponse,

- prendre en compte la distance entre savoir savant et savoir (didactiquement)
transpose,

- investir le « jeu » autoriseé par le programme,

- varier sesressources en ne faisant pas seulement confiance aux manuels,

- travailler en équipes, mobiliser d’importants moyens.

Au plan de la formation initiale et continue des professeurs, il est nécessaire d’enseigner afin
gue les professeurs sachent :

- utiliser les outils pour des choix didactiques a partir d’une analyse raisonnée, outillée
d’éléments théoriques

- comment est organisé le savoir a enseigner, quels sont ses rapports avec les autres
€léments de savoir (son écologie),

- mener des analyses a priori d’organisations didactiques : comment dévoluer aux
€éléves une question qui motive le savoir et engage dans son étude, quelle « distance »
choisir, quelles conséquences prévisibles,

- quels sont les moments didactiques par ou 1’on fera passer les éléves (premiére
rencontre, élaboration d’une technique, institutionnalisation, travail de latechnique),

- quelsseront les réles respectifs du professeur et des éléves au cours de ces moments,

- comment relancer I’étude par les questions incontournables qui surgissent d’une
dynamique de recherche,

- quelssont les obstacles qui relévent du savoir, des connai ssances antérieures,

- prévoir quels savoirs ont des chances d’émerger de Iactivité des é éves.

3. Les conditions de recherche préalables a toute implantation d’une démarche
d’investigation au sein du systéme éducatif

L’exposé de quelques-unes des conditions qui précédent renvoie a la formation des
enseignants, ou encore a l’existence d’une culture professionnelle enseignante. Disposer
d’une telle culture professionnelle signifierait rompre avec la situation actuelle, pour en faire
advenir une, inédite, ou chacun ne serait plus considéré comme un producteur isolé de son
enseignement, mais disposerait de ressources éprouvees, partagées, validées, réfutables non
de maniére subjective mais a partir d’outils reposant, comme tout outil, sur une théorie qui
permet de le concevoir, et de justifier et comprendre les raisons de son efficacité. Force est de
constater que les quelques associations professionnelles existantes sont loin de remplir ce
role, et que I’Etat, lui non plus, ne le remplit pas, que ce soit dans la formation délivrée ou
dans la mise a disposition de telles ressources professionnelles.

Au-dela de ce constat, mais comme un des préalables aux changements espérés, il est encore
nécessaire d’apporter des réponses a des questions de recherche :

- Est-il dga possible de faire vivre localement, dans le systéme tel qu’il est, un
enseignement bati autour de Parcours d’Etude et de Recherche ou de démarche
d’investigation ? A quelles conditions didactiques ? Quels effets en termes de rapport
des éleves aux mathématiques, de rapport des professeurs a leur enseignement ?
Queélle formation ?

- A quelles conditions, éventuellement a créer, ce type d’enseignement peut-il étre
étendu ? Est-ce envisageable, souhaitable ? A quelles contraintes se heurte-t-il ?

- L’entiéreté des programmes tels qu’ils sont, c¢’est-a-dire congus sans une réflexion
didactique suffisante, peut-clle étre envisagée sous forme de Parcours d’Etude et de
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Recherche ou de démarche d’investigation ? Sinon quoi ? Est-ce souhaitable ? Faut-il
repenser le curriculum ?

- Comment tenir compte de I’imprévu, du contingent dans le déroulement du travail
d’¢étude en classe et qui fait parfois sortir du processus de recherche ou au contraire
I’accélere ?

- Comment laisser du «jeu », des degrés de liberté, au professeur, sans dénaturer les
situations proposeées, les faire dévier des finalités escomptées ?

- Sur quelles ressources mathématiques et didactiques s’appuyer pour la conception de
Parcours d’Etude et de Recherche ou de démarche d’investigation ?

Faute d’avoir sérieusement envisagé au préalable de répondre a ces questions, d’avoir modifi¢
certaines des conditions de I’enseignement ordinaire, les activités se présentant comme
d’investigation, issues de bricolages plus ou moins heureux, risquent fort de rester «le plus
souvent et fondamentalement au service de lillustration d’un contenu conceptuel » (Coquidé,
Fortin, Rumelhard, 2009), et non de sa production par les €léves au sein d’un processus
effectif qui les engagerait dans larecherche.
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Que nous disent les évaluations inter nationales
sur les compétences de nos éleves
en matiere derésolution de problemes ?

Antoine Bodin
IREM de Marseille

Résumé

Quels cadres de référence ? Quels types de problémes testés ? - Résultats et difficultés
observés - Rapport avec la pratique ordinaire des classes - Quelle prise en compte
possible ? Lien avec la problématique du socle commun.

1. Avertissement préalable

Pour avoir une idée de ce que les études internationales peuvent nous dire sur les
compétences de nos éléves en matiere de résolution de problémes, il convient de
s’entendre sur le sens a donner au mot probléme et de s’accorder sur la présence ou non
de problémes dans le questionnement utilisé dans ces études.

A moins d’étendre la notion de probléme a toute question appelant un traitement
utilisant plus ou moins les mathématiques ou, simplement, la logique commune, il faut
au moins, a chaque fois que 'on utilise le mot probleme, se demander de quel type de
probleme on parle.

Sur la notion méme de probleme, ou plutot sur les notions de probléme, nous renvoyons
en particulier a Polya [2], Glaeser [3], Bouvier [4] (articles « probleme » et « problem
solving »), Bodin [5].

Les études internationales comme d’autres études de méme type, cherchent a évaluer
les connaissances et les compétences des éleves relatives a un domaine ou a un théme
donné en utilisant des ensembles de questions qui se veulent des révélateurs du savoir,
mais qui sont aussi des filtres plus ou moins grossiers. Une question elle méme ouvre
parfois sur plusieurs items qui correspondent a autant de ou sous-questions.

Une partie de la question peut étre I'exposé d’une situation. Par exemple un extrait
d’horaires de bus est proposé dans un habillage plus ou moins riche. Nous avons la
I'exposé d'une situation. L’item lui méme ou les items relatifs a cette situation se
présentent au sens propre sous forme de questions : « est-il vrai que... ? », « Pierre veut
arriver a B avant midi ? », Quels bus peut-il prendre ?.... ou encore, d’actions a exécuter :
« coche la bonne case », « complete le tableau », « explique ta méthode »... Certaines
questions se réduisent a un item. Il n’y a pas mise en situation : « Quel est le cube de
3 ?»,... Le vocabulaire utilisé est loin d’étre univoque, d’autant que dans les études
internationales la langue de travail est I'anglais et que les concepts comme les pratiques
sont empruntés a des univers culturels bien différents du nétre. Dans certains cas, les
mots, méme lorsqu’ils s’écrivent de la méme fagcon en anglais et en frangais (les
homonymes translangagiers) n’ont pas toujours la méme signification lorsque I'on passe
d’une langue a 'autre). Dans d’autres cas les mots utilisés dans une langue n’ont pas de
traduction unique dans l'autres. Le mot compétence en francais, par exemple évoque
immédiatement dans nos milieux un débat, voir une querelle, qui n’a aucun équivalent
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dans les pays de langue anglaise. Dans les versions frangaises des documents issus des
études internationales, le mot compétence est trés souvent utilisé pour traduire le mot
« skill » qui est d’'usage beaucoup plus ancien et qui ne véhicule aucune connotation du
type de celles associées en francais au mot compétence. Cela pour rappeler qu’ici plus
qu’ailleurs il faut étre attentif a définir la signification que 'on donne aux mots utilisés.

2. Les études internationales en mathématiques : TIMSS et PI SA

En ce qui concerne les mathématiques, deux études internationales se complétent ou se
font concurrence selon le cas: les études TIMSS (Trends in Mathematics and Science
Studies), héritiere des études menées par I'lEA depuis 1960 et les études PISA menées
par 'OCDE depuis I'année 2000. Etudes reprises et complétées tous les trois ans. La
prochaine étude aura lieu en 2012 et comme en 2009 sera plus spécialement centrée sur
le domaine mathématique.

Les études TIMSS sont liées aux programmes habituellement enseignés dans les
différents pays. Elles sont « curriculum dépendantes ». Dans ces études, on pose des
questions portant directement sur des connaissances particuliéres, sur l'utilisation de
procédures, sur le raisonnement mathématique, sur la capacité a communiquer. On pose
aussi des questions désignées comme relevant de la «résolution de probléme »,
distinguées des précédentes. Dans I'étude TIMSS de 1995, la derniere a laquelle la
France a participé, seul le tiers des questions posées sont qualifiées de problemes.
Toutefois, si 'on se réféere aux conceptions évoquées ci-dessus, et courantes dans notre
pays, on pourra avoir du mal a accepter cette qualification pour nombre d’énoncés.

Par exemple (questions TIMSS 1999, niveau Quatrieme) :

e Un coureur parcourt 3000 m en exactement 8 minutes. Quelle est sa vitesse moyenne
en metres par seconde ?

Réponse:  A.3,75 B. 6,25 C. 16,0 D. 37,5 E. 62,5

e Si le produit par 4 d’un nombre est 48, a quoi est égal le tiers de ce nombre ?
Réponse : A. 4 B.8 C.12 D. 16

Ces questions sont des questions a choix multiples comme le sont environ 75% des
questions de TIMSS.

La derniere étude TIMSS a laquelle la France a participé date de 1995. Disons
simplement qu’elle mettait en évidence, chez les éléves de notre pays (niveaux
Quatrieme et Terminale), des difficultés particulieres a utiliser leurs connaissances dans
des situations non formelles (problémes plus ou moins concrets, supposant
interprétation et construction de démarches). Plus précisément, alors que les questions
de type formelles étaient plutot mieux réussies dans notre pays que dans beaucoup
d’autres pays, les questions en lien avec la vie courante et concrete étaient, elles,
nettement moins bien réussies. Déja, a cette époque, la distance entre ceux qui
réussissaient le mieux et ceux qui réussissaient le moins bien apparaissait plus grande
que ce que I'on pouvait observer dans beaucoup d’autres pays et, en particulier, dans les
pays du Nord de I'Europe. Tout ce que I'on voit aujourd’hui avec les études PISA qui font
a intervalle régulier (tous les 3 ans), les délices des media était déja visible il y a 15 ans a
travers les études TIMSS.
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3. Les éudes PI SA

Dans la suite de cet article il ne sera plus question que de PISA. D’une part parce que la
France ne participe plus aux études TIMSS et d’autre part parce que la place du
probleme dans TIMSS, quel que soit le sens que 'on donne a ce mot, est assez peu
importante.

Pour des détails sur I'organisation de ces études, nous renvoyons a la bibliographie et

nous nous limiterons ici a ce qui a un rapport avec la place qu’elle accordent aux
problémes.

3.1. Les problemesdans PI SA

Tout d’abord, est-il correct de parler de problemes dans PISA ?

Certes, il y a présentation de situations qui peuvent étre assez complexes (on verra plus
loin des exemples). Mais si 'on considere que I’éléve a moins de 2 minutes a consacrer a
chaque item, on peut observer que le processus de résolution, s’il s’enclenche, devra étre
réduit au minimum. Il faut comprendre rapidement la situation et exécuter rapidement
la consigne. Pas question ici de mettre en ceuvre les 6 ou 8 étapes de résolution souvent
associées a la notion de recherche de probléme. En fait on est plus proche du « problem
solving » anglo-saxon, que du probleme telle que nous le concevons habituellement.
Cette restriction étant faite, nous utiliserons cependant le mot probleme pour les
énoncés de PISA comme le font les documents officiels de 'OCDE et comme le font
ensuite la plupart des commentateurs. Il convient simplement de rester conscient de
I'acception réductrice que PISA donne a ce terme.

3.2. Lalittéracie dans PI SA

Par rapport a ce qui a été dit plus haut de TIMSS, les choses sont tres différentes dans
PISA. D’une part, PISA ne s’intéresse pas directement aux programmes d’enseignement,
mais plutdt a ce qu'il est convenu d’appeler la littéracie ; elles se veulent indépendantes
du curriculum.
Plus précisément, pour PISA :
« ...la notion de «littéracie » ...renvoie a la capacité des éléves d’exploiter des savoirs
et savoir-faire dans des matiéres clés et d’analyser, de raisonner et de communiquer
lorsqu’ils énoncent, résolvent et interpretent des problémes qui s inscrivent dans divers
contextes. » [6]

« La maitrise des matieres du programme de cours, comme les langues, les
mathématiques et les sciences, est essentielle..., mais les éléves doivent également
posséder un véritable arsenal de savoir-faire pour étre bien armés pour l’avenir. Parmi
ces savoir-faire figurent les compétences en résolution de problemes c’est-a-dire la
capacité de comprendre des problémes situés dans des contextes inédits et
transdisciplinaires, d’identifier des informations ou des contraintes pertinentes,
d’imaginer des processus de résolution alternatifs, d’élaborer des stratégies de
résolution de problemes, de résoudre les problemes et de communiquer leur solution. »

[1]

La derniére citation met en évidence le fait que, pour PISA, la notion de probleme n’est
pas limitée au domaine mathématique.
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Les études PISA portent en fait sur trois types de littéracie : la compréhension de texte,
la littéracie mathématique et la littéracie scientifique. Plus, du moins pour l'étude de
2003, un domaine transdisciplinaire :... la résolution de probleme [1].
En ce qui concerne la littéracie mathématique, voici la définition qu’en donne PISA :
« La littéracie mathématique est l’aptitude d’un individu a identifier et a comprendre le
réle que les mathématiques jouent dans le monde, a produire des jugements fondés, et a
s’engager dans des activités mathématiques, en fonction des exigences de sa vie en tant
que citoyen constructif, impliqueé et réfléchi. »

Et encore:
« ... la « littéracie mathématique » ne peut se réduire a la connaissance de la
terminologie mathématique, de propriétés et de procédures, ni aux savoir-faire
permettant d’effectuer certaines opérations ou d’appliquer certaines méthodes, tout en
présupposant, bien siir, [’existence de ces compétences. Ce qui caractérise la littéracie
mathématique est la mise en ceuvre créative de ces compétences pour répondre aux
exigences suscitées par les situations externes ou se trouve l'individu. » [ |

L’étude du questionnement de PISA et celles des corrélations existantes entre les
différents domaines de I'étude (compréhension de texte, mathématiques, sciences)
conduit a penser que PISA évalue en réalité une discipline qui ne serait ni le francais, ni
les mathématiques, ni les sciences, mais un discipline nouvelle que I'on pourrait appeler
la PISA-littéracie.

Cette remarque n’enléve aucun intérét ni aucune légitimité aux études PISA, mais si elle
était acceptée, elle conduirait a regarder PISA de fagon a la fois plus sereine et plus utile.

On peut méme penser, comme 'OCDE, que cette PISA-littéracie est indispensable a tous
les citoyens et qu’elle doit constituer un objectif privilégié de tout systeme éducatif. Cela
rejoint la problématique francaise du socle commun de connaissances et de
compétences. Mais on ne peut pas considérer qu’ainsi définie et surtout, comme on le
verra plus loin, ainsi évaluée, PISA fournirait une mesure valide de la qualité globale de
la formation mathématique donnée dans un pays.

Ainsi, PISA se distingue de TIMSS par son détachement du curriculum (des
programmes) et son attachement a la notion de probleme - ou du moins a une certaine
idée de probleme.

D’autre part, la plupart des énoncés de PISA sont de type question ouverte ou semi
ouverte (réponse attendue éventuellement réduite a un mot) ; moins du tiers des
questions posées le sont en QCM.

3.3. Problémes et monde « réel » - Processus de mathématisation

Une expression revient souvent dans les études PISA ; celle de « monde réel - real life »
et d’aptitude a utiliser ses connaissances et ses savoir-faire dans des situations dans
lesquelles l'utilisation des connaissances mathématiques, aussi minimes soient-elles,
supposent un traitement préalable passant par la compréhension de la situation (qui,
par définition, n’est pas située dans le domaine mathématique), sa traduction en langage
mathématique, son traitement mathématique, et finalement linterprétation des
résultats par un retour au « monde réel ».

C’est ce que pisa appelle le cycle de mathématisation.

1. «Commencer par un problémerelevant delaréalité;

2. Organiser le probleme en fonction de concepts mathématiques ;
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3. Effacer progressivement la réalité au travers de divers processus, tels que la
formulation  d’hypothéses  concernant [’identification des principales
caractéristiques du probleme, la généralisation et la formalisation (dont
["objectif est de faire ressortir les caractéristiques mathématiques de la situation
et de transformer le probleme réel en un probleme mathématique qui soit le
reflet fidéle de la situation) ;

4. Résoudre le probléme mathématique ;

5. Comprendre la solution mathématique et [’appliquer a la situation réelle (ce qui
implique aussi d’identifier les limites de la solution). »

Les anciens reconnaitront ce qui était enseigné naguere, mais seulement a propos du
probleme d’algebre, dans toutes les classes de troisieme.

Figure 1.3 m  Le cycle de mathématisation

Solution reelle -'-' > SD,lutjDFl i
! mathématique
5
4
Probléme du l,I 2, 3 __ Probleme
monde réel " mathématique |
Monde réel Monde mathématique

—

Les nombres 1 a 5 de la figure renvoient a la définition du cycle de mathématisation.

Remarquons que cette importance donnée a la résolution de probleme dans
I'enseignement des mathématiques n’est ni nouvelle ni originale. Vergnaud, G. avec
d’autres estime en effet que « La résolution du probleme est la source et le critére du
savoir opératoire » [7]. Sans remonter a Platon, ou a Clairaut, on sait combien les
pédagogies modernes issues des courants Montessori, Decroly, Freinet, et quelques
autres ont installées le probleme au centre de I'enseignement des mathématiques. Et la
il ne s’agit pas que des problémes au sens de PISA, mais la problématique définie par
I’OCDE y a souvent été intégrée avant la lettre.

Les pédagogies plus traditionnelles ont elles aussi donné ou essayé de donner une
grande place a la résolution de probleme. Il suffit pour s’en assurer de lire les
instructions officielles des années 1920-1930 (et toutes celles qui ont suivi).
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3.4 Lestroisdimensionsde la culture mathématique selon PI SA

Pour passer des définitions précédentes a une évaluation de la littéracie mathématique,
trois grandes dimensions ont été définies, a savoir (texte adapté du cadre de référence
de PISA):

Les contenus (les idées majeures)

Plutot que de s’attacher au découpage traditionnel (et scolaire) des contenus, le cadre de
référence de PISA met l'accent sur des grandes idées mathématiques : variation et
croissance, espace et forme, quantité, incertitude.

Les processus et les compétences

Le programme OCDE/PISA étudie les capacités des éleves a analyser des idées
mathématiques, a raisonner a leur propos, et a les communiquer a autrui, au moment ou
ils posent, formulent, résolvent et interprétent des problemes mathématiques relevant
de diverses situations. Pour résoudre ces problémes, les éleves doivent exploiter les
savoir-faire et les compétences qu’ils ont acquis tout au long de leur scolarité et de leurs
expériences de vie.

OCDE/PISA désigne par le terme de « mathématisation » le processus fondamental
appliqué par les éléves pour résoudre des problemes concrets®.

Les contextes

Il s’agit des contextes d’ou sont issus les questions de I’évaluation.

Un aspect important de la culture mathématique est de pouvoir utiliser les
mathématiques dans des situations tres diverses : vie personnelle, vie scolaire, activités
sportives ou professionnelles, participation a la vie de la collectivité locale ou de la
société en général.

PISA référence ses énoncés en termes de contenu, de contexte, de compétences
susceptibles d’étre mobilisées, et de groupe de compétence.

Pour plus de détails sur ces trois dimensions, le lecteur pourra se reporter aux
documents officiels de PISA ou a Bodin [8]. Donnons simplement une description
succincte des groupes de compétences.

Les groupes de compétences

PISA distingue trois grands groupes de compétences. Ces groupes ont été repris a peu
pres tels quels dans les documents que la Degesco a publié pour accompagner la mise en
place du socle commun. Il s’agit de :

Le groupe reproduction.

Les compétences classées dans ce groupe impliquent essentiellement la reproduction de
connaissances déja bien exercées ...

Le groupe connexions

Les compétences du groupe connexions sont dans le prolongement de celles du groupe
reproduction, dans la mesure ou elles servent a résoudre des probléemes qui ne sont plus
de simples routines, mais qui continuent a impliquer un cadre familier ou quasi-familier
Le groupe réflexion

Les activités cognitives associées a ce groupe demandent aux éléves de faire preuve
d’'une démarche mentale réfléchie lors du choix et de l'utilisation de processus pour

42



résoudre un probleme. Elles sont en rapport avec les capacités auxquelles les éleves font
appel pour planifier des stratégies de solution et les appliquer dans des situations qui
contiennent plus d’éléments que celles du groupe connexions, et qui sont plus «
originales » (ou peu familiéres).

On peut voir dans le tableau résumé que, pour PISA, le qualificatif de probleme
s’applique a des énoncés relevant des trois groupes de compétences.

—

Culture m.ﬂhématiquc

]

Croupc reproduction Cmupc connexions Groupc niﬂcu'on

* Définitions et * Modélisation * Formulation et
representation o Résoluticii de rcsolupon de
standard x prol)lccms complexes

Prnhlom(‘s standard
* Calculs de routine * ReHexion et
'Transposition comprehension

« P .- . > ine > ’ i P =
Procédures de routine interprétation apprnfﬂndio

. 4 2 R S X
R(‘solutm‘n routiniere Méthodes muh)plcs, . .‘\|)pr0(‘hc
de problemes mais bien déhnies mathématique

originalc

* Methode multiplcs

et com Pl("t"ﬁ

* Géneéralisation

Présentation résumée des groupes de compétences

4. Exemples de problemes posés dans la mathématique de PI SA

On ne peut rien comprendre a une évaluation si I'on n’a pas acces a son cadre de
référence : quels sont les objectifs que l'on souhaite évaluer, quel est le mode de
questionnement, comment sont réparties les questions, comment sont construites les
échelles etc.... Mais cela ne suffit pas : il faut de plus avoir acces a un nombre significatif
de questions d’évaluation si I'on veut avoir quelque chance de pouvoir interpréter les
résultats publiés.

Dans le cas contraire, les acteurs sont soumis aux interprétations officielles, plus ou
moins conformes aux conceptions que les décideurs du moment se font du domaine
évalué et de l'urgence de décisions a prendre pour améliorer la qualité de
I'enseignement (ou plus insidieusement, pour justifier des choix budgétaires).

De ce point de vue, PISA est exemplaire : son cadre de référence est détaillé et facilement
accessible, les méthodes utilisées pour les traitements le sont aussi. Environ la moitié
des questions utilisées sont mises a la disposition de tous. Il est possible de critiquer les
études PISA, voire de rejeter I'épistémologie ou I'idéologie qu’elles sous-tendent, mais au
moins on peut le faire en connaissance de cause.
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4.1. Exemple 1 : Probleme « Déchets »

Pour un devoir portant sur I'environnement, des éléves ont recueilli des informations
sur le temps de décomposition des différents types de déchets .

Type de déchets Temps de décomposition
Peau de banane 1-3 ans

Pelure d'orange 1-3 ans

Boites en carton 0,5 année

Chewing-gum 20-25 ans

Journaux Quelques jours

Gobelets en polystyréne Plus de 100 ans

Un éléve envisage de représenter les résultats de ses recherches sous forme d'un
diagramme en batons.

Donnez une raison pour laquelle le diagramme en batons ne conviendra pas pour|
représenter ces données.

Classement PISA
¢ Contexte : scientifique.

e Domaine : Incertitude.

e Groupe de compétence : Réflexion

Consignes de codage
Crédit complet :
Donne une raison qui se fonde sur la trés grande variance dans les données.

e Les différences de longueur entre les batons demanderaient un diagramme beaucoup
trop grand.

¢ Si e baton qui représente le polystyréne mesure par exemple 10 centimeétres, celui des
boites en carton ne mesurerait que 0,05 centimétre.

ou
Donne une raison qui se fonde sur la variabilité des données pour certaines catégories.

elLa longueur du baton correspondant aux « gobelets en polystyréne » n’est pas
détermineée.
¢ On ne peut pas représenter 1 3 ans ou 20-25 ans par des béatons.

Pas de crédit:
Autres réponses.

e Parce que cela ne fonctionnera pas.

¢ Un pictogramme, ¢’est mieux.
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¢ On ne peut pas vérifier I’information.

e Parce que les nombres indiqués dans le tableau ne sont que des approximations.

Avoir acces aux questions ne suffit pas. Il faut aussi connaitre les consignes de codage
associées. Pour cette question « déchets » nous avons détaillé ces consignes. Pour les
suivantes nous seront plus succincts, renvoyant la aussi a la bibliographie.

Cette question a été réussie par 52% des éléves de I'OCDE. Elle est considérée comme
étant de difficulté moyenne et illustre le niveau 4 de PISA avec un indice de difficulté de

551.

La figure ci-contre met en évidence
quelques résultats a cette question, pour
divers pays de I'étude. Sur cette
question, on voit I'écart considérable
existant entre les taux de réussite
observés en France (Fra) et en Finlande
(Fin).

La question demande de porter un
jugement personnel sur une action

. Moyenne OCDE Déchets
A\ Max & Min OCDE

(O Max & Min Tous

O IO i R IR

Pisa 2003 : MS05Q01 - question kbérée

envisagée par un tiers et d’exprimer ce jugement avec ses propres mots. Deux types de
comportements devant lesquels, d'une facon générale, les éleves francais sont

particulierement mal a I'aise.
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4.2. Exemple 2 : Probléme « Menuisier»

Un menuisier dispose de 32 métres de planches el souhaite s'en servir pour faire la
bordure d'une plate-bande dans un jardin. Il envisage d'utihser un des tracés suivants
pour celte bordure

l l

& Wm >

C D
6m
«  0m > el L} J—

Indiquez, pour chacun des tracés, s'il peut étre réalisé avec les 32 metres de
planches. Répondez en entourant « Oui » ou « Non ».

Tracé de la En utilisant ce trace, peut-on réaliser la plate-bande
bordure avec 32 meétres de planches ?
Trace A Qui / Non
Tracé B Qui / Non
Tracé C Oui / Non
Tracé D Oui / Non
Classement PISA

e Contexte : éducatif et professionndl.
e Domaine : Espace et formes.

e Groupe de compétence : Connexions

Cette question a été réussie par 20% Carpenter [ average OECD
des ¢éleves de I'OCDE. Elle est A\ Max & Mi OECD
considérée comme étant de difficulté © Max & Minay
supérieure et illustre le niveau 6 de

PISA avec un indice de difficulté de | l | I I
687 0% 20% 40% 60% 80% 100%

Mais ou se niche la difficulté? 05%  19% 37%40%
Remarquons déja que cette question | Pisa2003:M265Q01 - released
est une QCM d’'un type particulier et

que le crédit complet n’est donné que si les 4 réponses sont exactes. Pour qui n’a jamais
rencontré ce type de question, les items A et C relevent de la catégorie probleme au sens
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par exemple de Polya. Les éleves, cependant n’ont sans doute pas vu le probleme et, s’ils
I'ont vu non certainement pas eu le temps de le résoudre, ce qui supposait des
déformations de la figure conservant le périmetre ; déformation - transformation qui n’a
rien d’évident. Les éléves asiatiques, habitués aux QCM et en particulier aux
questionnaires de type Quizz ou il faut aller tres vite et, lorsque I'on n’a pas la réponse
immédiatement, choisir celle qui parait la plus plausible sont évidemment avantagés.
Mais de quelle éducation mathématique fait-on alors 'apologie. Des chercheurs chinois
et japonais s’élevent contre ce jeu de « 'enseignement pour le test » et du remplacement
de la preuve par la simple impression d’exactitude. Nous pouvons sans doute chercher a
améliorer nos résultats aux études internationales, mais au prix d'un abandon de ce qui
fait I'’essence méme des mathématiques.

C’est une caractéristique souvent remarquée chez nos éleves : ils hésitent a répondre
lorsqu’ils ne sont pas certains de leur réponse. Il suffirait sans doute que les réponses
fausses entrainent des pertes de points pour améliorer les résultats francais. On le sait,
c’est ce qui se fait couramment dans les examens sérieux utilisant des QCM (cela pour
ramener |'espérance mathématique du score a 0 lorsque les réponses sont données au
hasard).

Remarquons cependant que ce qui a fait chuter les résultats, c’est moins les items A et C
que l'item B. En fait les scores correspondants a une seule erreur au plus sont a peu pres
doubles des scores correspondants a 0 erreur. Et dans ce cas c’est plus souvent B qui est
faux que 'un des trois autres. Pourtant, 13, il n'y a pas vraiment de probléme. L’oblique
est plus longue que la perpendiculaire, c’est tout ! Et ¢a releve de la perception (méme
animale), plus que de la modélisation géométrique. Il est vraisemblable que le souci
d’aller vite et la réalité de la difficulté pour A et C auront eu raison ici de la vigilance de
beaucoup d’éleves.

Cette question est-elle pour autant une mauvaise question ? Si elle n’a pas été éliminée
lors de la phase expérimentale de I'étude, c’est qu’elle est tres liée au score général des
éleves. Autrement dit les éleves qui sont assez rapide et assez vigilants pour ne pas se
laisser distraire par le leurre que représente I'item B sont aussi ceux qui réussissent
bien '’ensemble des questions auxquelles ils ont eu a répondre.

4.3. Exemple 3 : Probléme « Contrdle de sciences »

Au collége de Karima, son professeur de sciences fait passer des contréles qui sont
notés sur 100. Karima a obtenu une moyenne de 60 points pour ses quatre premiers
contréles de sciences. Pour son cinquiéme controle, elle a une note de 80 points.

Quelle sera la moyenne des notes de Karima en sciences aprés les cing controles ?

MIGMETINE S ... . v csiomsinsesmsssoigmmims ssn ot siniinns

Classement PISA
e Contexte : éducatif et professionnd.

e Domaine : incertitude.
¢ Groupe de compétence : Reproduction
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Cette question a été réussie par 47% des B Moyerneocoe  Controle de sciences
éleves de I'OCDE. Elle est considérée A Max & Min 0

comme étant de difficulté supérieure et
illustre le niveau 4 de PISA avec un indice

de difficulté de 556. —P_‘»—Q_]_ : _rék’._ l o
ol% g % 0%

Fra: 48%

. 0
O Max & Min Tol Fin: 53%

Il s’agit 1a d’'un type de probleme que I'on 80% 80% 100%
rencontre  fréquemment dans le S0%: &7% 7%
Currlculum fran(;als_ Pisa 2003 : M263Q01 - question libérée

5. Le volet « problem solving» dans Pl SA 2003

Pour bien montrer que la notion de probleme ne concernait pas que le domaine
mathématique. L’étude 2003 a été comprté un volet « problem solving » distinct du volet
mathématique. Les situationsont encore (et davantage) des situations issues de la vie
réelle mais les outils de résolution sont plutét de type logique et organisationels.

Voici un exemple typique de question posée dans ce cadre.

5.1. Exemple 4 : Probleme « Irrigation»

Le schéma ci-dessous représente un systéme de canaux destiné a l'irrigation de
parcelles cultivées. Les vannes A a H peuvent étre ouvertes ou fermées pour
amener l'eau la ou elle est nécessaire. Quand une vanne est fermée, I'eau ne passe
pas.

Dans ce probléme, il s’agit d’'identifier une vanne qui est bloquée, empéchant I'eau
de s’écouler au travers du systéme de canaux.

Schéma 1 : Un systéme de canaux d’irrigation

Michel a remarqué que I'eau ne s’écoulait pas toujours la ou elle était censée le faire.

Il pense qu’une des vannes est bloquée en position fermée, de sorte qu’elle ne
s’ouvre pas, méme lorsqu’on en commande l'ouverture.

Irrigation - Question 1
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Michel utilise les réglages présentés par le tableau 1 pour tester le fonctionnement

des vannes.
Tableau 1 : Réglages des vannes

A B C D E F G H
Quverte | Fermée | Ouverte | Ouverte | Fermée | Ouverte | Fermée | Ouverte

Compte tenu des réglages qui figurent au tableau 1, et en supposant que toutes les
vannes fonctionnent correctement, tracez sur le schéma ci-dessous tous les
chemins possibles par ou I'eau peut s’écouler.

Entrée

et un apergu des résultats :

[X] Moyenne OCDE
£\ Max & Min OCDE
O Max & Min Tous

irrigation item 1

0%

L

15% 24%
Résolution de problémes X603 - Q1

LT

60%

45%

&0%

82% 90%

|

100%
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Irrigation - Question 2

Michel s'apercoit que, quand les vannes sont réglées comme indiqué dans le
tableau 1, il n'y a pas d’eau qui s'écoule a la sortie, indiquant qu’au moins une des
vannes réglées en « position ouverte » est en fait bloquée en position fermée.

Pour chacune des pannes décrites ci-dessous, indiquez si 'eau s’écoulera jusqu’a la
sortie. Entourez « Oui » ou « Non » pour chaque panne.

Panne L’eau s’écoulera-t-elle jusqu’a
la sortie ?

La vanne A est bloquée en position fermée.
Toutes les autres vannes fonctionnent Oui/ Non
correctement selon les réglages du tableau 1.

La vanne D est bloquée en position fermée.
Toutes les autres vannes fonctionnent Oui/ Non
correctement selon les réglages du tableau 1.

La vanne F est blogquée en position fermée.
Toutes les autres vannes fonctionnent Qui/ Non
correctement selon les réglages du tableau 1.

[X] Moyenne OCDE Irrigation item 2
A\ Max & Min OCDE
O Max & Min Tous

|

0% 20% 40% 60% &0% 100%
15%  24% 45% 82% 00%

Résolution de problémes X603 - Q2

Fra:67% [Fin:67%

Irrigation - question 3
Michel veut pouvoir tester si la vanne D est bloquée en position fermée.
Dans le tableau ci-dessous, indiquez comment devront étre réglées les vannes pour
savoir si la vanne D est bloquée en position fermée alors qu’on I'a réglée en
« position ouverte ».

Réglages des vannes (« Ouverte » ou « Fermée » pour chacune)

A B Cc D E F G H
[X] Moyenne oCDE Irrigation item 3
Max & Min OCDE
M 8 M Tin Eﬂ fmm
Ol% 2l0% I 4(I)% I G(I)% l 80% 1(]0%
15% 24% 48% 82% 90%
Résolution de problémes X603 - Q3
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6. Les mathématiques et les problémes dans |l es autres domaines

Il est naturel que des demandes de type mathématique se rencontrent en littéracie
scientifique. La place nous manque pour présenter des exemples et il nous semble plus
intéressant de montrer que les mathématiques et dans un certain sens, le probleme, ne
sont pas absent du volet compréhension de texte.

6.1 Exemple 5 : question du domaine compr éhension de texte (reading littéracie)

Le diagramme en arbre ci-dessous présente la structure de la population active d’un
pays,

C’est-a-dire sa «population en age de travailler». En 1995, la population totale de ce pays
était d’environ 3,4 millions d’habitants.

La structure de la population active au 31 mars 1995 (x 1 000)

Population en age de
travailler” 2656,5

Seoanf sur le marche du travail Ie sont pas sur le marché du
1706,5 64,2% travail®
| 949.9 35,8%
| |
Actifs occupes Chémenrs
1578,4 92,5% 128,1 7.5%
|
[ I
Temps plein Temps partiel
12371 78,4% 3413 21,6%
A la recherche d'un A la recherche d'un
emplel 3 temps plen emploi 3 temps partiel
101,6 79,3% 26,5 20,7%
A 1a recherche d'un Non-demandewrs d'un
emplod 3 temps plein empled 3 temps plem
23,2 6,.8% 3181 93,2%

MNotes
1. Le nombre de personnes est exprimé en milliers (x 1 000).
2. La population en age de travailler est définie comme I'ensemble des personnes agées de 15 a 65 ans.
3 Les personnes qui «ne sont pas sur le marché du travails sont celles qui ne sont pas activement a la recherche

d'un emploi ou ne sont pas disponibles pour travailler.

La question elle méme comporte 5 items. Nous n’en présentons ici qu'une seule.

51



Population active - question 1

Quels sont les deux groupes principaux entre lesquels se répartit la population en age de
travailler ?

A Les travailleurs et les chomeurs.

B Les personnes en age de travailler et celles qui ne sont pas en age de travailler.

C Les travailleurs a temps plein et les travailleurs a temps partiel.

D Les personnes sur le marché du travail et celles qui ne sont pas sur le du marché du
travail.

[X] Moyenne OCDE Population item 1
Max & Min OCDE

O Max & Min Tous Fra : 56%

'\ \ '
ol% 20w | 4<|)% | el% | 80% 10|0%
15%  24% 48% 82% £0%

Compréhension de l'écrit RO2E - Q1

7. En guise de conclusion

Il a paru important de profiter de cette communication pour tenter de mieux informer le
lecteur sur le questionnement de PISA dans les différents domaines étudiés. Un regard
sur ce questionnement permet de mieux comprendre quels types de compétences sont
réellement évaluées par PISA. Il permet aussi de mieux comprendre pourquoi les
corrélations observés entre les différents domaines sont si importantes : corrélations
plus élevées que ce que I'on observe habituellement a l'intérieur méme du domaine
mathématique.

Faut-il s’en plaindre ou plutdt constater que cela plaide pour le statut a part qu’il
convient de donner a la littéracie ? Une premiere conclusion serait qu'une étude reste a
faire en ce qui concerne les compétences de nos éléves en matiere de résolution de
problemes.

Toutefois, le domaine mathématique se distingue des autres domaines de I'étude par les
jugements que les éléves portent sur lui. En effet, en France, les éléves déclarent étre
trés anxieux devant une question ou un probleme de mathématique et cela beaucoup
plus que dans la plupart des autres pays. Nous avons déja dit qu’ils avaient peur de se
tromper et qu'’ils avaient peu de golit pour la prise de risque. En schématisant, ils font
lorsqu’ils savent qu’ils savent faire. Dans le cas contraire ils ont tendance a s’abstenir de
chercher.

On comprend alors que l'institution cherche a promouvoir la démarche d’investigation
dans les pratiques (cf. les instructions). Toutefois cela suppose une formation sérieuse
des enseignants, initiale et continue. Formation qui demande du temps et des moyens
qui font bien défaut aujourd’hui. Cela suppose que le temps d’enseignement comme les
attentes ne se réduisent pas eux aussi comme une peau de chagrin. Il sera difficile de
déclarer simultanément que le socle commun de connaissances et de compétences est
acquis par tous les jeunes de 16 ans - cela essentiellement pour satisfaire aux demande
de la LOFT - et d’obtenir des résultats aux études objectives qui démentiront fortement
ces résultats.
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Résumé

Nous présentons les résultats d’'une recherche et la formation proposée a I'lUFM aux
professeurs stagiaires en mathématiques, en 2009/2010. La recherche, menée
conjointement en mathématiques, SPC et SVT, s’inscrit dans le cadre du projet européen
S-TEAM. Il s’agit de mesurer les effets de la formation a la pratique en classe d'une
démarche d’investigation. La formation integre a la fois une dimension spécifique a la
discipline et une dimension sociale du métier d’enseignant, le travail collaboratif
enseignant. Nous présenterons ces deux aspects tels que nous les avons abordés en
mathématiques. Seul I'aspect disciplinaire de la recherche sera abordé (épistémologie,
enseignement et apprentissage). Nous proposerons de réfléchir sur la méthodologie
(outil de mesure construit et modalités d’utilisation).

Nous présentons les résultats d’'une recherche et la formation proposée a I'lUFM
aux professeurs stagiaires en mathématiques, en 2009/2010. La recherche, menée
conjointement en mathématiques, sciences physiques et chimiques (avec J.-C. Guillaud)
et sciences de la vie et de la terre (avec E. Triquet) s’inscrit dans le cadre du projet
européen S-TEAM (Science Teacher Education Advanced Methods) (Grangeat 2009),
dont les objectifs sont de trouver des réponses au manque de vocations scientifiques et
aux difficultés d’enseigner les sciences de maniere a motiver les éleves.

La formation dispensée intégre a la fois une dimension spécifique a la discipline et une
dimension sociale du métier d’enseignant, le travail collaboratif enseignant, qui
constitue le theme central du projet S-TEAM. Les questions de recherche de ce projet
sont les suivantes. Quel est I'effet du travail collaboratif enseignant10 sur la mise en place
d’'une démarche d’investigation par les enseignants stagiaires dans leur classe ? Quel est
I'effet de ces pratiques sur les éleves, en termes de motivation et d’apprentissages ?
Dans cet article, nous resterons essentiellement dans le cadre de la didactique des
mathématiques, a la fois en ce qui concerne la formation et en ce qui concerne la
recherche, celle-ci concernant I'épistémologie, I'enseignement et I'apprentissage des
mathématiques. Nous proposerons enfin de réfléchir sur la méthodologie utilisée pour
mesurer les effets de cette formation. L’outil utilisé est un questionnaire de type Q-sort,
qui integre a la fois les trois dimensions que nous venons de citer. Avant de présenter la
formation proposée aux professeurs stagiaires et la méthodologie utilisée pour mesurer

10 Celui qui se produit lorsque les enseignants débattent au sein des ateliers de pratique
de classe, disciplinaire ou non.
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son impact, nous proposons une caractérisation de ce que nous appelons démarche
d’investigation. L’outil de mesure utilisé renvoie a cette caractérisation.

Cette expression est reprise telle quelle dans le questionnaire et la formation, que nous
allons décrire, parce qu’elle figure sous cette forme dans le programme du college. Le
mot démarche est au pluriel dans le titre de cet atelier pour signifier que ces démarches
recouvrent des processus qui peuvent étre différents, suivant les disciplines, suivant les
objectifs d’apprentissage. Pour notre part, nous préférons remplacer cette expression
par La démarche expérimentale en classe de mathématiques!, que nous tentons de
définir.

|. La démarche expé&imentale en classe de mathématiques
(« démarche d’investigation »)

Nous entendons démarche au sens de maniére de penser, de progresser dans la
connaissance et nous parlons des éleves en classe de mathématiques. La définition de ce
que nous appelons démarche expérimentale en classe de mathématiques est indissociable
de celle de l'activité mathématique en classe, que nous commengons par caractériser.
Pour caractériser l'activité mathématique en classe, nous nous référons a divers travaux
de didactique. Tout d’abord Lakatos (1976) développe l'idée que I'activité
mathématique et les mécanismes de la découverte en mathématiques relevent d’'une
dialectique preuve/réfutation, celle-ci étant mise en ceuvre en classe par la construction
didactique du Débat scientifique (Legrand 1990). Dans le cadre d’une recherche IREM-
INRP (1999-2003), le groupe de I'IREM de GrenoblelZ définit: « [..] activité
mathématique vue comme culture de base a faire partager par I'école a tout futur
citoyen d’un pays qui se veut humaniste et démocratique. ». En référence a Robert & M.
Rogalski (2002), qui associent a des taches (constituées des couples (énoncés,
questions)) des activités mathématiques potentielles des éleves, nous reprenons une
partie du sens attribué au mot activité : « [...] tout ce que dit, fait, pense I'éleve pendant
'action, avant ou apres. Cela peut avoir des traces, écrites ou orales, mais une partie est
invisible. ». Enfin le groupe CESAME (2005) étudie 1'éleve en train de faire des
mathématiques, ce qu'’il peut dire de son activité et analyse le role d’autrui : « Le modele
de la triple approche dans son double aspect, statique (Léonard & Sackur 1991) et
dynamique (Sackur & al 1997), nous a permis de caractériser certains comportements
d’éleves sur lesquels on peut s’accorder pour dire qu’il leur manque des caractéristiques
importantes d'une activité mathématique. ».

Nous tentons d’élaborer un modele (assez grossier) pour décrire les différents types
d’activité de I'éleve en classe.

Une de nos hypothéses de travail est de considérer que beaucoup de taches données en
cours de mathématiques engendrent chez les éléves des activités que nous ne
considérons pas comme mathématiques. Notre modele différencie, méme si le tri n’est
pas facile, celles que nous considérons comme mathématiques et celles que nous
considérons comme non mathématiques. La nature (mathématique ou autre) dépend a la
fois de la tache qui est proposée (I’énoncé choisi) et de la gestion de la classe par le
professeur. De ce fait, la nature de l'activité de I'éleve dépend étroitement de la

11 expression qui constitue le titre d’'une sous-unité d’enseignement dans le prochain
master professionnel spécifique du métier de professeur de mathématiques a
I'université J. Fourier de Grenoble, a la rentrée 2010.

12 Dont faisait partie 'auteur.
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conception que I'enseignant a lui-méme de I'activité mathématique et de son métier (ce
que nous questionnons plus loin).

Avoir une activité mathématique, ce serait, face a un probleme, a une question, adopter
une attitude ou s’entrelacent concret et abstrait, particulier et général, concepts et
techniques, informel privé et formalisme, imagination et rigueur. L’entrelacement est
important car ces divers aspects qui s’opposent, I'un s’appuyant sur l'autre, aident a la
construction du sens. Il s’agit avant tout de comprendre que la plupart des problemes ne
sont pas naturellement mathématiques, mais qu’ils peuvent, par modélisation, donner
naissance a des questionnements essentiellement mathématiques dont les conclusions
nécessaires apporteront des éléments de réponses aux problemes de départ.
L’expérimentation sur des cas simples permet l'entrée dans le probleme devenu
mathématique, de voir ce qu'il y a de général ou de généralisable derriere le particulier.
L’identification d'un concept ou l'acte de définition permettent la simplification du
probléme, la formulation de conjectures, dont la résolution peut passer alors par
I'utilisation de telle technique, reconnue pertinente. La mobilisation d'un résultat connu
releve aussi d'une activité mathématique, a condition évidemment qu’aucune indication
ne soit donnée. Ces actions s’accompagnent nécessairement de représentations et
langage informels, qui relévent du domaine privé de la personne qui fait des
mathématiques. Ces représentations et langage évoluent ensuite pour devenir plus
canoniques, formalisés, et étre communiqués a autrui. Il est a la fois nécessaire
d’imaginer les cas les plus extrémes, pour mettre a I'épreuve ses conjectures ou ses
conclusions, et de recourir a la logique la plus rigoureuse pour produire des réponses
qui ne puissent étre mises en défaut. Dans [l'activité mathématique se retrouve
simultanément la recherche de la vérité et d’'une explication de cette vérité : ceci induit
la reconnaissance du faux et des raisons du faux, la reconnaissance de la pertinence
d’'une stratégie ou de son inadéquation, et toujours des raisons. Celles-ci sont aussi
importantes, voire plus importantes a I'école, que les conclusions finales auxquelles elles
permettent d’aboutir.

A ces critéeres de I'activité mathématique, qui touchent essentiellement a la personne et
qui ne sont qu’en partie, reconnaissables de I'extérieur, s’en ajoutent d’autres relatifs a
la dimension sociale. Les mathématiques se pratiquent a I'intérieur d'une communauté
qui valide ou non ce qui lui est communiqué, qui produit aussi des résultats, les
ressources ainsi constituées fournissant un matériau précieux pour tous les membres de
la communauté. La recherche documentaire, la communication scientifique de résultats
sont ainsi d’autres facettes de l'activité mathématique, transposables a la classe.
Cependant, pour que l'activité en classe puisse étre potentiellement mathématique, des
conditions sont nécessaires : le choix des énoncés, avons-nous dit, mais aussi le respect
d’'un vrai temps de recherche pour les éleves, la dévolution d'une responsabilité
scientifique a la classe, la liberté de s’exprimer accordée aux éléves, 'engagement de ces
derniers, l'interaction sociale. Le débat scientifique (Legrand 1990, Gandit & Massé-
Demongeot 2001), nous y revenons, est une construction didactique qui permet une
activité essentiellement mathématique. Mais ce n’est pas le cas s'il s’agit de répondre a
une injonction du professeur, qui, dans quelques instants, donnera la solution a la
question qu'’il vient de poser. « Une des fonctions essentielles du débat scientifique est
de favoriser I'’émergence et le traitement explicite de questions méta-mathématiques,
qui vont progressivement conduire I'éleve a se constituer une solide épistémologie
scientifique, a défaut de laquelle se substitue par nécessité une épistémologie purement
scolaire : "c’est important parce que ca figure souvent aux examens ". » (Legrand 1990).
Pour I'éleve, il existe en effet d’autres enjeux que la pratique des mathématiques. Se
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débarrasser de son exercice en appliquant une méthode sans vraiment comprendre,
savoir sa lecon en apprenant par coeur les théoremes et les définitions, avoir une bonne
note a I'examen en suivant pas a pas les différentes questions de I'énoncé sans s’occuper
de la cohérence globale, ces trois enjeux induisent, a notre sens, des activités qui ne sont
pas mathématiques, méme si elles sont utiles pour faire des mathématiques. Nous les
déterminons en fonction de l'objectif qu’elles visent. Nous qualifions l'activité de
technique s’il s’agit d’appliquer sans réflexion une méthode, un algorithme, I'objectif
étant d’arriver a un résultat ; nous disons activité d’apprendre au sens d’activité d’étude,
'objectif étant d’acquérir des connaissances ; nous parlons d’activité scolaire au sens de
conformité au contrat, I'objectif étant de réussir a I’école. Nous ne disons pas
qu’'apprendre ou utiliser une technique de facon automatique ne relévent pas de
'activité mathématique. La technique (méme sans réflexion) aide a la recherche de la
vérité et des raisons, et il est souvent fort utile de ne pas se préoccuper de « pourquoi
cette technique fonctionne », pour ne pas perdre de vue la question que I'on cherche a
résoudre. Elle fait partie de I'activité mathématique si elle s’accompagne d’une vigilance
par rapport aux résultats intermédiaires, de moyens de contréle, d'une réflexion sur les
résultats finaux par rapport a la question posée. Apprendre ou utiliser une technique
peut relever ou non d’'une activité mathématique, suivant qu’'on est capable ou non
d’expliciter la technologiel? afférente. Il est impossible de faire des mathématiques si
I'on n’a pas acquis certaines connaissances : I'éleve doit apprendre des définitions, des
théoremes, des techniques, pour enrichir le milieu de la prochaine situation dans
laquelle il sera amené a pratiquer une activité mathématique. Cette activité d’apprendre
peut étre un moyen d’enrichir sa pratique mathématique : apprendre un algorithme, le
faire fonctionner pour augmenter sa rapidité a 'exécuter, apprendre des résultats, tout
ceci est utile pour faire des mathématiques. Dans ce type d’activité, l'enjeu est
d’apprendre. Mais si, ce faisant, on ne se demande jamais pourquoi cette technique
fonctionne, pourquoi on la présente ainsi, dans quels cas elle est pertinente ou ne I'est
pas, pourquoi et comment on peut appliquer ce théoreme, comment on le démontre, si
on n'apprend que pour réussir au contrdle ou a I'examen, on n’apprend pas en accord
avec 'activité mathématique. Cette activité d’apprendre peut donc elle aussi étre loin de
I'activité mathématique. Il en est aussi de méme de l'activité que nous qualifions de
scolaire. Nous allons plus loin. Il est méme nécessaire pour qu'un éleve réussisse a
I’école qu’il acquiere des connaissances scolaires qui, méme si elles lui servent a
répondre a des questions de mathématiques, le détournent de l'activité mathématique.
Par exemple, il doit savoir que, dans un sujet d’examen, si on lui demande de prouver
quelque chose, c’est que c’est vrai et qu’il n’a pas a se mettre en position de supposer
que C’est faux (sauf évidemment s’il s’engage dans un raisonnement par I'absurde ou par
contraposition). Il ne doit pas s’engager dans la recherche d’'une question suscitée par le
sujet, si celle-ci ne lui est pas posée explicitement. Il doit savoir repérer des indices qui
vont lui étre utiles a la poursuite de la résolution d’'une question, méme s’il n’en voit pas
les raisons. Cette activité scolaire releve essentiellement du contrat. Elle peut s’avérer en
opposition avec 'activité mathématique. La manifestation d’un esprit critique développé
par la pratique des mathématiques coexiste en effet difficilement avec I'obéissance aux
regles, néanmoins incontournable a I'école.

13 Au sens de Chevallard
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Ainsi nous venons de définir quatre types d’activité!* en classe, mathématique,
technique, d’apprendre ou scolaire, tout en gardant a I'esprit que les trois derniéres
peuvent étre en accord ou bien en opposition profonde avec la premiére. Comme nous
I'avons décrit, cette activité mathématique intégre clairement une dimension
expérimentale. Dias (2004) caractérise |'expérience mathématique comme un systéme
de gestes qui se développent dans deux espaces (Cavailles 1994), dont I'intersection est
le sujet en activité mathématique, « [...] un espace combinatoire pour 'expression des
gestes sur les signes et un espace opératoire pour les gestes portant sur les idéalités. ».
On peut ainsi dire que la partie visible de I'activité mathématique de I'éleve, la seule a
laquelle a acces le professeur, est constituée par les gestes de I'espace combinatoire. La
démarche expérimentale en classe de mathématiques (notre démarche d’investigation)
peut se définir comme la partie, visible de I'extérieur, de I'activité mathématique de
I’éleve, au sens ou venons de la caractériser. C'est ainsi la démarche qui est I'indice d’'une
activité mathématique potentielle.

Par cette définition, nous nous démarquons de ce que propose le B.0. n°6 (2008) qui
donne des « repéres pour la mise en ceuvre d’'une démarche d’investigation » et définit
I'expression faire des mathématiques : « Faire des mathématiques, c’est se les approprier
par l'imagination, la recherche, le tatonnement et la résolution de problemes, dans la
rigueur de la logique et le plaisir de la découverte. ». La discussion sur ces définitions et
la comparaison avec les préconisations proposées dans le B.O. feront I'objet de la
premiere partie du travail de I'atelier.

1. La démarche expérimentale en classe de mathématiques, non seulement
comme activité mathématique a privilégier, mais auss comme source
d’apprentissages

Des relations sont établies entre la démotivation des éleves face a I'apprentissage
des sciences « dures » et les pratiques des enseignants. Ainsi le rapport Rocard (2007)
sur l'enseignement des sciences a I’Ecole recommande pour les enseignements
européens : « Renverser la pédagogie utilisée pour enseigner les sciences a 1'école, en la
faisant passer de méthodes essentiellement déductives a des méthodes basées sur
'investigation permet d’augmenter l'intérét des jeunes pour les sciences. ». Par ailleurs,
I'introduction des programmes de college (BOEN n°6 2008) mentionne: « A I'école
primaire, une proportion importante d’éleves s’'intéresse a la pratique des
mathématiques et y trouve du plaisir. Le maintien de cet intérét pour les mathématiques
doit étre une préoccupation du collége. Il est en effet possible de se livrer, a partir d'un
nombre limité de connaissances, a une activité mathématique véritable, avec son lot de
questions ouvertes, de recherches pleines de surprises, de conclusions dont on parvient
a se convaincre.».
Si la transposition a la classe de la pratique mathématicienne du professionnel peut
permettre aux éleves de se constituer une épistémologie personnelle, pour peu que le
contrat accorde une place a la responsabilité de la classe sur le plan scientifique,

14 Mais il se peut aussi que I'activité de I’éleve en classe ne releve d’aucune des
catégories de ce modele, qu’elle soit totalement autre, dans le cas, par exemple, ou il est
en position de refus d’apprendre. Ce type de posture d’éleve n’est pas exceptionnel, mais
nous ne traiterons pas de ce cas, parce que nos outils sont totalement inefficaces dans ce
domaine. Il ne faut cependant pas oublier que ce comportement est aussi une réalité a
’école.
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favorisant ainsi la motivation des éleves par rapport aux mathématiques, il reste que
cela ne suffit pas a justifier I'effort considérable demandé aux enseignants dans le
changement de leurs pratiques. Encore faut-il garantir que, ce faisant, les éleves
apprennent des mathématiques, et peut-étre d’autres mathématiques, qui ne sont pas
enseignées.

Les pratiques d’enseignement des mathématiques sont en effet « restées relativement
stables depuis une trentaine d’années, globalement verrouillées sur des modeles
transmissifs. » (Bloch 2009). Les éléves recoivent actuellement!> en France un
enseignement de mathématiques qui, par rapport a un contenu donné, suit globalement
le schéma suivant: une activité d’introduction, souvent peu problématique (Rousset-
Bert 2001), puis une liste de savoirs, qui sont ensuite mis en ceuvre dans une série
d’exercices, plus ou moins simples, enfin un controle des connaissances acquises, et on
passe au chapitre suivant. Cette organisation du cours, qui se déroule souvent sous la
forme d’un dialogue entre le professeur et quelques éleves de la classe, ne laisse pas de
place a l'activité mathématique des éléves, comme nous 'avons définie. Et ceci dure
malgré les libellés des programmes qui mettent en avant la pratique d’'une démarche
scientifique. 11 faut cependant noter que cette démarche est certes décrite dans
I'introduction des programmes, mais n’est pas reprise par rapport aux différents
contenus a traiter a chaque niveau de classe. Or les enseignants établissent leur
progression annuelle en se référant essentiellement aux contenus a traiter au niveau de
la classe dont ils ont la charge. Les actions des enseignants sont completement dirigées
par l'avancement dans le traitement des connaissances, qui figurent dans cette
progression.

Ainsi les éleves ne peuvent avoir réellement acces a la pratique d'une démarche
expérimentale, ni, par conséquent aux savoirs transversaux sous-jacents, car les
questions qui leur sont posées la plupart du temps se rapportent a des connaissances en
cours de construction. Nous renvoyons a Gandit (2008) qui montre que : « Un
enseignant sur deux voit la preuve essentiellement comme un moyen de mettre en
ceuvre les connaissances du cours. ». Or une hypothese de travail essentielle dans notre
recherche est de considérer qu'on ne peut comprendre la pratique d’'une démarche
mathématique réelle que si elle se situe dans un contexte ou les connaissances
mathématiques en jeu sont élémentaires. C'est le cas dans les situations de recherche
pour la classe (SRC) (Grenier & Payan, 2002 ; Godot, 2005).

Renfor¢ant cette idée que la démarche d’investigation doit étre au service de
I'apprentissage de notions mathématiques, les injonctions officielles (B.0. n°6, 2008)
donnent un canevas d’'une séquence d’investigation, en sept temps, dont le premier est
intitulé « Le choix d'une situation-probléme ». Cette notion de situation-probleme (Arsac
& al 1991) renvoie bien a 'idée que |'objectif d’apprentissage visé est relatif a une notion
mathématique trés précise, qu’il s’agira ensuite d’institutionnaliser. Nous ne
développerons pas cet aspect. Nous parlerons d’'une autre modalité de mise en ceuvre de
la démarche expérimentale en classe de mathématiques, celle qui vise davantage
I'acquisition de savoirs transversaux. Ce sont des raisons, a la fois, épistémologiques et
humanistes, qui expliquent notre volonté de faire acquérir ces savoirs transversaux.
Nous pensons en effet, que, non seulement, il est possible d’initier tout éleve a la
pratique scientifique, mais aussi qu’il est essentiel que les éleves puissent devenir « [...]

15 [’expérience de I'auteure de formatrice d’enseignants conduit a cette constatation,
d’apres les visites qu’elle a effectuées dans de nombreuses classes.
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les auteurs de ce qu'ils font, les propriétaires de ce qu’ils savent, les responsables de ce
qu'’ils disent [...]. » (Brousseau 2005).

Permettre aux éleves de pratiquer une démarche expérimentale en classe de
mathématiques, a partir d'un probleme reposant sur des notions mathématiques
élémentaires, c’est ce que proposent les situations de recherche en classe (Grenier &
Payan 2002). Nous les proposons comme une alternative a cet enseignement
traditionnel des mathématiques, mis en cause dans le rapport Rocard. Elles mettent en
jeu des savoirs transversaux qu’on peut distinguer en deux catégories. Expérimenter,
avec du matériel (objets, ordinateurs, calculatrices), ou simplement avec du papier et un
crayon, émettre une conjecture, établir une preuve, invalider une conjecture, sont des
savoirs de la pratique mathématique, explicitement décrits dans les programmes, que
nous rangeons dans la premiere catégorie. Ceci ne veut pas dire que ces savoirs aient
une vie réelle dans les classes, d’autant plus qu'’ils ne sont pas vraiment évalués dans les
examens (pas du tout dans le brevet des colleges, tres légerement au baccalauréat de la
série S). Il apparait en effet que, si I'expérimentation d'une épreuve pratique de
mathématiques au baccalauréat de la série S ait « permis de sortir du piege d’'une
abstraction excessive » (IGEN 2009), en introduisant une dimension expérimentale dans
I'enseignement des mathématiques en classe de terminale scientifique, cette amorce de
changement n’atteigne pas encore les autres classes du lycée. Les savoirs de la seconde
catégorie ne sont pas mentionnés dans les programmes et, par conséquent, sont
davantage absents de la majorité des classes:savoir, par exemple, a partir d’'une
situation proposée, cerner et se poser une question mathématique, sans que celle-ci ne
soit explicitée, se choisir des hypotheses pour étre en mesure d’apporter un élément de
réponse, ou encore voir ce qui est généralisable derriere le particulier, prendre
I'initiative de définir un objet mathématique... Ces aspects, plus subtils, ne sont pas
travaillés dans le quotidien des cours de mathématiques, mais sont présents dans les
SRC. Dans le cadre de cet article, nous n’irons pas plus loin sur ce point.

[11. La formation dispensee en 2009-2010 a I’IUFM a propos de la démarche
d’investigation en mathématiques

Une formation relative a la démarche d’investigation a été proposée aux professeurs
stagiaires de lycée ou collége des trois disciplines scientifiques : mathématiques, sur les sites
de Grenoble et Chambeéry, sciences physiques et chimiques et sciences de lavie et de laterre,
durant leur année de formation professionnelle. Nous développons essentiellement la
formation qui concerne les futurs professeurs de mathématiques.

Rappelons que les hypotheses de travail de la recherche S-TEAM sont, d'une part, que
les démarches d’investigation sont des pratiques enseignantes efficaces et motivantes
pour les éleves, d’autre part, que peu d’enseignants cependant les mettent en pratique
effectivement au sein de leur classe (Rocard 2008). Il s’agit donc de mettre en place des
programmes de formation incitatifs a la mise en ceuvre de ces démarches en classe. Celui
qui a été mis en place a Grenoble est constitué, d’'une part, de deux séances de pratique
de classe disciplinaire, d’autre part, de trois séances d’analyse des pratiques, animées
par des enseignants des sciences de I'éducation. Ces cinq séances étaient construites sur
'idée de créer un conflit, pouvant provoquer un changement d’attitude des enseignants
a I'égard des démarches d’investigation ou autres pratiques permettant de motiver les
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éleves a I’égard des sciences, ce changement pouvant étre déclaré ou observé en classel®.
L’objectif de formation visé lors de ces séances était de construire avec les enseignants
stagiaires 'idée selon laquelle les démarches d’investigation représentaient un cadre
dans lequel inscrire des pratiques enseignantes susceptibles de favoriser la motivation
et les apprentissages des éleves.

L’objectif de formation de la premiére séance disciplinaire consacrée a la démarche
d’investigation était de faire comprendre en quoi consistait cette démarche. Les enseignants
stagiaires étant répartis sur les sites de Grenoble (deux groupes) et Chambéry (un groupe),
avec des formateurs différents d’un site a 1’autre, la formation n’a pas été la méme. A
Chambéry, le formateur est parti de la description de la démarche d’investigation telle qu’elle
figure dans le B.O. n°6 (2008) et les échanges se sont organises avec les stagiaires sur la
facon dont ils pensaient pouvoir la mettre en ceuvre dans leurs classes. Il a ensuite donné des
exemples de situations-problemes. A Grenoble, nous avons nous-méme assuré cette
formation, mais suivant des modalités différentes, d’une part, du fait que nous intervenions
ponctuellement dans 1’un des groupes et habituellement dans 1’autre!’, d’autre part, en raison
de la différence entre les deux groupes des contenus de formation abordés lors des séances
précédentes. Des échanges ont d’abord eu lieu a partir du texte du B.O. qui décrit la démarche
d’investigation. Il a ensuite été question de pratique de la narration de recherche, en collége
(Sauter 2000) et en lycée (Pombourg & Lacage 2007) : les textes ont été lus et commentes,
puis des copies d’¢éléves ont été¢ longuement examinées. Il s’agissait d’une part de productions
de groupes d’¢leves répondant a un probleéme de recherche donné a chercher en classe (par
exemple, en sixiéme ou cinquiéme, le nombre de diagonales d’un polygone), d’autre part, de
copies d’¢leves contenant une narration de recherche. Cette formation sur la démarche
d’investigation a été associée au module sur la preuve, ou ont été étudiés les malentendus
engendrés par I’enseignement actuel de la démonstration (Gandit 2004), ou ’aspect formel
I'emporte sur le sens, ce qui détourne immanquablement les éléves de la pratique scientifique,
dans la mesure ou ils ne comprennent plus ce qu'ils font en mathématiques. Les professeurs
stagiaires ont ensuite pu disposer d’un canevas proposant une facon de construire une
segquence de classe incluant une démarche d'investigation, soit avec I'objectif de travailler la
validation par la preuve, soit avec celui de travailler un contenu mathématique précis (en
annexe).

Le canevas des autres séances était le méme, pour la deuxiéme en mathématiques et les trois
ateliers d’analyse des pratiques, assurés par des formateurs des sciences de 1’éducation. Une
des hypothéses de travail du groupe STEAM de Grenoble est qu'une fagon d’optimiser le
développement professionnel des enseignants stagiaires consiste a leur proposer un contenu
de formation qui peut étre débattu au cours d’un conflit « organisé » a propos d’une tache (un
conflit qui se régule sur le fond d’une problématique et non autour des personnes). Cette
tache, qui constitue le point de départ des séances, est une séance en classe ou une préparation
de séance, présentée par un(e) professeur(e) stagiaire volontaire. Cette séance doit, selon la
personne qui la présente, comporter une mise en investigation des éleves. Le débat (d’une
durée d’une heure et demie) autour de cette présentation est organisé en différentes phases
avec 1’objectif que les enseignants stagiaires confrontent leurs points de vue en retenant et en
intégrant éventuellement les arguments de leurs collegues a leurs systémes de connai ssances.

16 Les professeurs stagiaires ont été interrogés par questionnaire en décembre-janvier,
puis en juin ; certains d’entre eux ont été filmés dans leur classe en mai-juin. Les éleves
aussi ont été interrogés par questionnaire, en février, puis en mai.

17 Des éléments liés a la démarche d'investigation avaient donc été davantage travaillés
dans ce dernier que dans I'autre.

62



Il se termine par une étape d’écriture, ou les stagiaires explicitent ce qu’ils retiennent et ce
qu’ils pensent intéressant de mettre en place dans une classe (et non dans leur classe afin de
ne pas les inciter a le faire) ou ce qu’ils pensent avoir mis en place, qui reléve d’une démarche
d’investigation. Nous ne développons pas ici les résultats de cette partie, mais ils seront
évoqués lors de I’atelier.

Enfin, outre ces séances étiquetées « démarche d’investigation », les professeurs stagiaires de
mathématiques ont eu des éléments de formation (6 heures) sur la preuve, son enseignement
et son apprentissage, ains que des ééments sur le débat scientifique et, pour certains, les
situations de recherche en classe. Ils ont également travaillé la construction de ségquences
d’enseignement, notamment a partir de la trame d’une séquence incluant une démarche
d’investigation (en anneXxe). lIs ont participé au congrés Maths-en-Jeans (qui a eu lieu a
Grenoble). lls ont également recu une formation en épistémologie et histoire des
mathématiques et, dés le début de I’année, en informatique liée a I’enseignement.

1V. L’outil élaboré pour mesurer les changements dans les conceptions

Cet outil est constitué d’'un questionnaire, de type Q-Sort, et comporte trois domaines. Le
premier, qui releve de I'épistémologie propre a la discipline, est constitué de quatorze
affirmations (items), le second, qui concerne I'enseignement des mathématiques, dix-
sept items et le troisiéme, qui porte sur 'apprentissage, dix-huit items. Pour chacune de
ces affirmations, on demande au professeur stagiaire de donner son opinion en cochant
une parmi cinq cases : -2 signifie « pas du tout d’accord », -1 correspond a « plutot
d’accord », 0 a « avis partagé », +1 a « plutét d’accord », +2 a « tout a fait d’accord ».

Pour construire cet outil nous nous sommes appuyée sur un Q-Sort proposé par Darley
(1994) pour étudier les représentations d’enseignants de biologie a propos de la
démarche expérimentale, ainsi que sur les définitions que nous avons développées
précédemment de l'activité mathématique en classe et de la démarche expérimentale en
classe de mathématiques, de méme que sur la Théorie des Situations Didactiques (TSD)
(Brousseau 1990), le Débat scientifique (Legrand 1993), comme nous l'explicitons ci-
dessous. Les items du questionnaire ont en effet été rédigés en fonction de certaines
variables que nous allons préciser, en vue de pouvoir étudier les conceptions des
personnes interrogées. Mais I'adhésion a tel ou tel item n’est pas forcément significative
d’'une conception. En revanche il existe des adhésions et surtout des rejets, qui lorsqu’ils
sont effectués de maniere simultanée, témoignent ensemble d’'une conception (Triquet
& Guillaud 2010). Nous avons donc regroupé en catégories les items susceptibles de
caractériser une méme conception, comportant des items d’adhésion et des items de
rejet. E. Triquet et ].-C. Guillaud ont fait ce méme travail en sciences expérimentales.

La constitution du questionnaire repose sur ’hypothése (de travail) de relation directe
entre les activités possibles des éleves et leurs apprentissages, d'une part, et entre les
pratiques des enseignants et les apprentissages des éleves, d’autre part. On retrouve
dans la démarche d’investigation telle qu’elle est décrite dans le B.O. (2008) le modele
de 'apprentissage mathématique a partir des situations fondamentales et du milieu, qui
sont les éléments de base de la TSD. Dans ce cadre, les problémes au cceur des situations
d’enseignement sont élaborés a partir du sens profond des concepts en jeu et de leur
réle dans l'édifice mathématique. Les questions proposées permettent aux éleves
d’accéder, au moins en partie, a ce sens, pour peu qu’elles s’inscrivent dans un
déroulement ou se succedent des phases d’action, de formulation, de validation
(Brousseau 1998). C’est aussi dans ce cadre de la TSD que nous nous sommes placée
pour I'élaboration du questionnaire, cadre dont nous rappelons deux hypotheses de
base (Brousseau 1986) : « Admettons que le sens d’'une connaissance provient en bonne
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partie du fait que I'éléve acquiert celle-ci en s’adaptant aux situations didactiques qui lui
sont proposées (dévolues). Nous admettons aussi qu'’il existe, pour toute connaissance,
une famille de situations susceptibles de lui donner un sens correct [...] ». Legrand
(1993) évoque le travail du professeur, qui s’engage dans la recherche de ces situations
fondamentales dont il pointe « une sorte d’irréversibilité didactique : le sens induit par la
situation sur la connaissance sera difficilement rectifiable par la suite. », irréversibilité
difficilement admise par le professeur dans la pratique, qui croit a la force des
explications qu’il peut donner pour rectifier les erreurs et les contresens. Toutefois, en
se placant dans ce modele de recherche du fondamental par rapport a un concept donné,
le professeur se libére nécessairement des contraintes de linéarité et de progressivité
dans la présentation des savoirs, qui est une des habitudes profondes du milieu (Robert
2005). Ceci renvoie a la fois aux composantes sociale et institutionnelle des pratiques des
enseignants (Robert 2008) : sociale au sens ou I'enseignant débutant essaie d’avoir une
pratique en conformité avec celles de la plupart de ses collégues et institutionnelle au
sens ou il pense que c’est ce que lui demande l'institution. Nous pointons ici un premier
décalage dans les points de vue adoptés sur le questionnaire, d’'une part par les
enseignants débutants, d’autre part par 'auteur du questionnaire : les premiers ont en
majorité leurs pratiques dominées par les composantes sociales et institutionnelles du
métier d’enseignant, alors que le questionnaire est centré sur la composante cognitivel8
Par ailleurs ce questionnaire se réféere, dans le cadre de la TSD, a un éléve générique qui
apprend des mathématiques pour peu que les situations d’enseignement proposées
soient suffisamment pertinentes par rapport au savoir visé. Aux hypothéses évoquées
précédemment, concernant I'apprentissage et le savoir, s’en ajoute une relative a I'éleve
considéré « comme un sujet épistémique, capable d’entrer durablement dans une
rationalité mathématique » (Legrand 1993). Cette hypothése n’est pas nécessairement
partagée par l'enseignant débutant confronté aux difficultés de gestion de classe. En
considérant donc les apprentissages potentiels d'un éleve générique, favorisés ou non
par telle pratique d’enseignant, nous nous éloignons de la classe dans sa réalité et des
éleves en tant que sujets singuliers (Robert 2008). C’est un élément important a prendre
en compte dans l'analyse des réponses au questionnaire car nous supposons (autre
hypothese de travail) que les enseignants en formation initiale n’adoptent pas le méme
point de vue sur les éléves. La composante médiativel® du métier (Robert 2008)
intervient fortement au sens ou les enseignants sont préoccupés par l'organisation du
travail de la classe et la prise en compte de la diversité des éleves, compétences (B.O.
2007) qui sont repérées comme « a renforcer » pour une grande majorité de professeurs
débutants. La forte prégnance de la composante médiative chez les enseignants
débutants, alors que celle-ci est peu présente dans les différents items, permet de
désigner a priori un second décalage a prendre en compte dans 'analyse des réponses.

18 « La composante cognitive traduit ce qui correspond aux choix de I'enseignant sur les
contenus, les taches, leur organisation, leur quantité, leur ordre, leur insertion dans une
progression qui dépasse la séance, et les prévisions de gestion pour la séance. Elle
renseigne donc sur l'itinéraire cognitif choisi par I'enseignant. » (Robert 2008)

19 « Les choix correspondant aux déroulements, les improvisations, les discours,
I'enrdlement des éleves, la dévolution des consignes, I'accompagnement des éleves dans
la réalisation de la tache, les validations, les expositions de connaissances, incrémentent
la composante médiative. Elle renseigne sur les cheminements organisés pour les
différents éleves. » (Robert 2008)
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Ces deux décalages dans les points du vue sur le métier sont d’autant plus a prendre en
compte que plusieurs items du questionnaire renvoient a la représentation de ce qu’est
un bon enseignement des mathématiques. Or il n’y a pas de consensus sur ce point dans la
communauté didactique (Robert 2008). Paradoxalement, on peut noter que I'évaluation
de la pratique d'un enseignant ne se fait pas sur les apprentissages réalisés, mais bien
plus sur 'enrélement des éleves et leur réussite aux contrdles ou examens, ces deux
derniers points n’apparaissant pas dans le questionnaire.

La principale variable retenue dans I'élaboration du questionnement d’ordre
épistémologique est la dimension expérimentale en mathématiques (qui prend les valeurs
présente ou absente). «La question de l'expérience et plus particulierement de
I'expérimentation en mathématiques est entretenue de longue date en épistémologie
[...]-» (Dias 2004). Dias reléve quatre écoles autour de cette interrogation. L’école
empiriste considere que les objets mathématiques sont inférés a partir de 'observation
de la nature. L’école idéaliste prone I'existence a priori des objets mathématiques ou, au
contraire, qu’ils sont des constructions pures de I’esprit humain. L’école intuitioniste ne
considére l'existence des objets mathématiques que s'’ils relevent d’'une construction
(par un algorithme), la preuve formelle de I'existence d'un objet ne suffisant pas. Enfin
’école logistique fonde les mathématiques sur la logique et ramene toute preuve a un
systeme formel logiquement bien organisé. Sans faire correspondre explicitement
chaque item a une de ces écoles, nous explicitons deux conceptions — que les
enseignants ont de I'activité mathématique du mathématicien — a partir de I'association
de certaines valeurs (positives ou négatives) obtenues pour un groupe d’items bien
identifiés, parmi les quatorze items de la premiere partie. D’'une part, les mathématiques
intégrent une dimension expérimentale, en lien avec la formulation de conjectures et la
validation par la preuve. Cette conception correspond a un code strictement positif
attribué a chacun des items?29 A1, A4, A7, A10 et A11, mais aussi un code strictement
négatif attribué aux items?1 A6, A8 et A12. D’autre part, une démarche expérimentale n’a
pas sa place en mathématiques, comme le pensent, jusqu’a la fin des années quatre-
vingts, la majorité des professeurs de mathématiques (INRP 2007), qui ne voient
I'activité mathématique que comme l'art de démontrer formellement des résultats, a
partir de propriétés et regles bien établies. Cette conception correspond a des codes
strictement positifs attribués a A2, A3, A6, A8 et A922, ainsi que des codes strictement

20 A1. Face a un probleme, le mathématicien procede a une suite de titonnements,
calculs, études d’exemples, d’ou finissent par émerger des formulations d’énoncés
permettant une compréhension de la situation, de conjectures. A4. L'expérimentation en
mathématiques peut ouvrir la voie vers de nouveaux domaines, de nouvelles
conjectures. A7. L’échec d'une tentative de preuve peut amener a une modification d’'une
conjecture, voire de 'expérimentation elle-méme. A10. L’expérimentation mise en place
pour cerner une question mathématique peut déboucher sur des résultats inattendus,
qui conduisent a s’interroger sur d’autres résultats. A11. L’ordinateur permet, par sa
puissance de calcul, d’aborder certains concepts sous un jour nouveau.

21 A6. L’expérimentation n’a pas sa place dans le travail du mathématicien. A8. L’activité
essentielle du mathématicien est la preuve de résultats qui mettent en jeu des concepts
abstraits. A12. La puissance de calcul des machines ne facilite pas 'acces a de nouveaux
concepts mathématiques, qui relevent essentiellement du domaine théorique.

22 A2. La force des mathématiques réside dans le traitement abstrait d’objets abstraits a
'aide de théoremes et de regles clairement établis. A3. La preuve formelle est le seul
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négatifs pour Al, A4, A5, A1023 et B224 (de la deuxieme partie consacrée a
I'enseignement des mathématiques, mais qui renvoie a la discipline elle-méme). Nous
venons ainsi de préciser deux conceptions, la premiere, notée EXP et la seconde, notée
FTH.

L'utilisation de 1'outil informatique ouvre de nouvelles perspectives dans la recherche
en mathématiques : exploration de domaines nouveaux ou retour sur des objets connus,
qu’on redécouvre autrement. La puissance de calcul des ordinateurs permet d’aller plus
loin dans I'expérimentation en mathématiques (Delahaye 2005). Ceci est mis aussi en
avant par le rapport de la commission de réflexion sur l'enseignement des
mathématiques (CREM 2002) et permet de dégager de I'analyse du questionnaire une
troisieme conception, notée INFO. Elle est définie par l'association d'une valeur
strictement négative associée aux items25> A9 et A12 et d'une valeur strictement positive
associée a l'affirmation A11.

Co Valeur strictement positive Valeur strictement négative
nception aux items aux items
EX Al, A4, A7, A10, A1l A6, A8, A12, B2
F)
FT A2, A3, A6, A8, A9 Al, A4, A5, A10
H
IN All A9, A12
FO

Tableau 1 : Des conceptions relatives a l’épistémologie relevées dans le questionnaire

La deuxieme partie du questionnaire aborde I'enseignement des mathématiques, elle est
liée a la troisieme partie qui concerne l'apprentissage. Les variables retenues sont
essentiellement I'organisation de I'’enseignement, la prise en compte de l'interaction
sociale dans la classe, la dévolution d'une responsabilité scientifique a la classe. Nous en
dégageons, dans un premier temps, une conception, notée ENSPb, selon laquelle un
«bon» (compte tenu du cadre théorique précisé auparavant) enseignement de
mathématiques a pour point de départ la dévolution d’'une question problématique aux
éleves et leur donne les moyens d’étre autonomes sur le plan de la responsabilité
scientifique de ce qui se dit dans la classe (Leroux & Lecorre 2008 ; Gandit & Massé-

moyen que possede le mathématicien pour se convaincre de la vérité d'un résultat. A9.
Les outils du mathématicien sont théoriques et non pas techniques.
Pour les autres codes, voir ci-dessus.

23 A5. L’échec d'une tentative de preuve peut amener a mieux tester la solidité d’'une
conjecture née de I'expérimentation.
Pour les autres codes, voir ci-dessus.

24 B2. Enseigner les mathématiques par la pratique d’'une démarche d’investigation est
une pratique pédagogique sans rapport avec l'activité réelle du mathématicien.

25 A9. Les outils du mathématicien sont théoriques et non pas techniques. A12. La
puissance de calcul des machines ne facilite pas I'acceés a de nouveaux concepts
mathématiques, qui relevent essentiellement du domaine théorique. A11. L’ordinateur
permet, par sa puissance de calcul, d’aborder certains concepts sous un jour nouveau.
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Demongeot 1996). Nous relevons ENSPb si des valeurs strictement négatives sont
attribuées aux items26 B7, B8 et C1 et des valeurs strictement positives aux items?27 B1 et
B3 : un bon enseignement de mathématiques est fondé sur la résolution de problemes,
les éléves étant amenés a pratiquer une démarche expérimentale. Nous notons
ENSSoResp La conception de l'enseignement fondée sur linteraction sociale, ou
dévolution est faite a la classe d'une responsabilité scientifique. La conception de
I'enseignement, notée ENSCrsStruc, correspond a I'idée qu'un cours de mathématiques
sur un contenu donné doit exposer les notions relatives a ce contenu, les unes apres les
autres, en commengcant par la plus simple. Elle est identifiée par I'association de valeurs
strictement positives a B4, B8, C1 et C228 et des valeurs strictement négatives a B1 et B3.
Enfin la conception EnsObjReu voit 'enseignement comme une aide au franchissement
pas a pas de petits obstacles, ou 'objectif premier du professeur est d’aider I'éleve a
réussir; elle correspond a une valeur strictement positive aux items B7, C2, C10 et
strictement négative a I'item B3.

Conc Valeur strictement positive Valeur strictement négative
eption aux items aux items
ENS B1, B3 B7, B8, C1
Pb
ENS B10, B11, B15, B16 B13, B17, C1, C2
SoResp
ENS B4, B§, C1, C2 B1, B3
CrsStruc
ENS B7, C2, C10 B3
ObjReu

Tableau 2 : : Des conceptions relatives a [’enseignement relevées dans le questionnaire

Dans la troisieme partie du questionnaire, qui concerne l'apprentissage des
mathématiques, liée, comme nous I'avons dit, a la seconde, on retrouve I'organisation de
I'enseignement et la dévolution d’une responsabilité scientifique a la classe, variables
auxquelles s’ajoute le role de l'erreur, ainsi qu'une quatrieme variable liée a la
dimension épistémologique. Il s’agit de la comparaison entre I'apprentissage des savoirs
transversaux liés a la démarche expérimentale en mathématiques et les savoirs liés

26 B7. Pratiquer la démarche d’investigation en classe ne fait pas perdre de temps si 'on
considére les connaissances diverses qui sont mises en jeu dans la résolution d'un
probléme mathématique. B8. L’enseignement des mathématiques doit étre organisé de
maniere a ce que les connaissances soient introduites logiquement une a une, de la plus
simple a la plus complexe. C1. Pour pouvoir apprendre, I’éléve doit disposer le plus
rapidement possible d'un cours clair et simple.

27 B1. Un bon enseignement de mathématiques doit commencer par une réflexion autour
d’'une question problématique pour I'éleve. B3. Un bon enseignement de mathématiques
est construit a partir de problémes a résoudre.

28 B4. Un bon enseignement de mathématiques doit débuter par I'exposé clair de ce que
I’éléve doit retenir.

C2. En classe les choses doivent étre organisées de telle facon que les éléves fassent le
moins d’erreurs possible.
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davantage aux concepts mathématiques eux-mémes. Nous nous référons a la définition
que nous avons donnée de lactivité mathématique en classe. Apprendre des
mathématiques, c’est avant tout apprendre a reconnaitre la vérité et 'explication de
cette vérité, ce qui passe par la reconnaissance du faux et des raisons du faux, la
pertinence d’'une stratégie ou son inadéquation, et les raisons. Ceci est plus important
que 'apprentissage d'une liste de contenus et ne peut se faire si I'on ne laisse pas I'éleve
pratiquer une démarche d’investigation, si 'on ne tient pas compte de ses conceptions.
Cette conception, notée APPRaisVF, correspond a une valeur strictement positive
accordée aux items2? C4, C12, C16, et une valeur strictement négative accordée aux
items30 C1, C10. Une autre conception, notée APPCum, consiste a voir 'apprentissage
des mathématiques comme une accumulation de connaissances, qui permettent de
résoudre des exercices : elle est relevée a partir d’'un code strictement positif attribué a
C1, C2, C7, C1031, C13 et strictement négatif pour C4 et C1232, Par rapport a la prise en
compte des conceptions initiales des éléves et au réle constructif de l'erreur dans
I'apprentissage, nous définissons la conception globale APPErr+ par I'association de
valeurs strictement positives affectées aux items33 B11, B18, C3 et C5 et de valeurs
strictement négatives attribuées aux affirmations34 C6, C14 et C17. Enfin, la conception

29 C4. Les éleves font des mathématiques s'’ils sont en recherche de la vérité et d’'une
explication de cette vérité ; ceci est plus important que I'apprentissage de contenus. C12.
Les éléves font des mathématiques s’ils reconnaissent le faux et les raisons du faux ; ceci
est plus important que I'apprentissage de définitions et propriétés. C16. Les éleves font
des mathématiques s’ils reconnaissent, sans aide, la pertinence d’une stratégie ou son
inadéquation, ainsi que les raisons de la pertinence ou de I'inadéquation.

30 C1. Pour pouvoir apprendre, I’éléve doit disposer le plus rapidement possible d'un
cours clair et simple. C10. Il est préférable de décomposer un probléme trop complexe
en plusieurs questions simples.

31 C2. En classe les choses doivent étre organisées de telle fagon que les éléves fassent le
moins d’erreurs possible. C7. La meilleure méthode pour faire disparaitre les erreurs
consiste a multiplier le nombre des exercices d’application.

C10. Il est préférable de décomposer un probleme trop complexe en plusieurs questions
simples. C13. L’apprentissage se construit par I'atteinte progressive d’objectifs
opérationnels, clairs et précis, sur lesquels I'éléve s’est entrainé en résolvant notamment
de petits exercices adaptés.

32 C4. Les éleves font des mathématiques s’ils sont en recherche de la vérité et d'une
explication de cette vérité ; ceci est plus important que I'apprentissage de contenus. C12.
Les éléves font des mathématiques s’ils reconnaissent le faux et les raisons du faux ; ceci
est plus important que I'apprentissage de définitions et propriétés.

33B11. Un bon enseignement de mathématiques doit toujours partir des idées que les
éleves ont sur la question qui va étre traitée et les prendre en compte. B18. Les erreurs
des éleves constituent des informations précieuses que I'’enseignant doit utiliser dans
’élaboration de son dispositif pédagogique. C3. L’erreur est constitutive du processus de
construction de connaissances. C5. En mathématiques une activité déterminante pour
I'éléve est d’apprendre a identifier et rectifier lui-méme ses erreurs.

34 C6. C’'est juste ou C’est faux : il y a toujours une vérité a laquelle il faut souscrire, c’est
pourquoi I'erreur doit étre sanctionnée.
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de I'erreur comme un dysfonctionnement est résumée par APPErr- qui correspond a
une valeur strictement positive affectée a chacune des affirmations C2, C6, C14 et C17 et
une valeur strictement négative a C3.

Co Valeur strictement positive Valeur strictement négative
nception aux items aux items
AP C4, C12,C16 C1, C10
PRaisVF
AP C1, C2, C7,C10, C13 C4, C12,
PCum
AP B11, C3, C5, B18 C6, C14, C17
PErr+
AP C2, C6, C14, C17 C3
PErr—

Tableau 3 : - Des conceptions relatives a ['apprentissage relevées dans le questionnaire

Outre ces conceptions, nous proposons un autre axe de la méthodologie. fondé sur trois
indicateurs, relatifs a chacune des affirmations (Darley 1994). L'un, noté ST, est
constitué par la somme algébrique des réponses, convertie en pourcentage de la somme
maximale possible, compte tenu de la taille de I’échantillon (obtenue si chaque personne
de I'échantillon attribuait +2 a l'item), si le score total est positif; sinon, cette somme
algébrique (qui est négative) est convertie en pourcentage de la somme minimale
possible (obtenue si chaque personne de I’échantillon attribuait -2 a I'item). Le second
indicateur, correspondant a chacune des affirmations, se décompose en deux: d’'une
part, la fréquence, en pourcentage, des réponses strictement positives (notée P), d’autre
part, la fréquence des réponses strictement négatives (notée N). Ces trois indicateurs
associés permettent de préciser, pour chaque affirmation, 'adhésion ou le rejet de la
part des individus de I’échantillon. Par exemple, pour un item donné, si une valeur
moyenne (positive) du premier indicateur, par exemple, ST = 52 %, est associée a une
fréquence élevée des réponses positives, par exemple, P = 80 %, on conclura que
'accord global de I'échantillon par rapport a cette affirmation est assez réservé. Par
contre, un pourcentage faible représentant le score total d’'un item, par exemple, ST =
1%, associé a des fréquences de réponses strictement positives (par exemple, P = 20 %)
et strictement négatives tres différentes (par exemple, N = 50 %) signifiera que
’échantillon est composé d’'un groupe de personnes, tout a fait d’accord avec 'item, et
d’'une majorité qui a un avis partagé.

V. Les résultats obtenus

Nous avons procédé a deux recueils de données par le questionnaire présenté , I'un a
I'issue des deux premiers mois de formation, 'autre en fin de formation, sur un
échantillon de 32 stagiaires en sciences expérimentales (13 en sciences-physiques et 21
en sciences de la vie et de la Terre) et 44 stagiaires en mathématiques. Cette population
en mathématiques a connu quelques légeres modifications entre les deux moments des
questionnaires (absences, congés...).

C14. L’erreur est de toute évidence un obstacle a I'apprentissage.
C17. Pour un apprentissage efficace, il est nécessaire que I'enseignant rectifie les erreurs
des éleves le plus rapidement possible.
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Nous ne présentons ici que quelques résultats associés a la premiére partie de la
méthodologie présentée. D’autres résultats seront exposés lors de 'atelier.

Les résultats concernant le premier questionnaire (voir le tableau 4) montrent que
certaines conceptions n’apparaissent pas du tout ou de facon trés marginale. Nous avons
alors redéfini certaines d’entre elles en les « affaiblissant ». Le seul fait d’enlever une
contrainte permet de changer considérablement I'effectif relatif a la conception. Il en est
ainsi de la conception concernant l'implication de l'outil informatique dans les
mathématiques dont l'effectif passe de 2 (pour la conception INFO) a 17 pour la
conception notée INFOf, qui se différencie de la précédente par le seul abandon de I'item
A935, le rejet de celui-ci n’étant d’ailleurs pas nécessairement contradictoire avec la
reconnaissance de I'impact de I'informatique dans la pratique mathématique.

Questionnaire 1 | Questionnaire 2 | Redéfinition de certaines conceptions: en
Effectif sur 43 | Effectif sur 44 | €liminant

Epistémologie

EXP 1 5

EXPf*® 18 25 Al1>0, A8<0, A12<0, B2<0:

FTH 0 0

FTHF 7 11 A6>0, A9>0 et tous les « items négatifs »

INFO 2 11

INFOF*® 17 24 A9<0

Enseignement

ENSPb 0 4

ENSPbf 8 10 t*° B8<0, C1<0 et C8<0

ENSSoResp 3 6

35 A9. Les outils du mathématicien sont théoriques et non pas techniques.

36 Acceptation desitems : Al. Face & un probléme, le mathématicien procéde & une stiite de tatonnements,
calculs, études d’exemples, d’ou finissent par émerger des formulations d’énoncés permettant une
compréhension de la situation, de conjectures. A4. L expérimentation en mathématiques peut ouvrir la voie vers
de nouveaux domaines, de nouvelles conjectures. A7. L’échec d’une tentative de preuve peut amener aune
modification d’une conjecture, voire de I’expérimentation elle-méme. A10. L’expérimentation mise en place
pour cerner une question mathématique peut déboucher sur des résultats inattendus, qui conduisent a s’interroger
sur d’autres résultats.

Rejet de I’item A6. L’expérimentation n’a pas sa place dans le travail du mathématicien.

37 Rejet d’aucun item et acceptation des items : A2. Faire des mathématiques consiste a
traiter des objets abstraits a I'aide de théoremes et de reégles clairement établis. A3. La
preuve formelle est le seul moyen que posséde le mathématicien pour se convaincre de
la vérité d'un résultat. A8. L’activité essentielle du mathématicien est la preuve de
résultats qui mettent en jeu des concepts abstraits.

38 En éliminant A9. Les outils du mathématicien sont théoriques et non pas techniques.

39 En éliminant les valeurs strictement négatives attribuées a : B8. Un bon enseignement
de mathématiques doit débuter par I'exposé clair de ce que I'éleve doit retenir. C1. Pour
pouvoir apprendre, I'éleve doit disposer le plus rapidement possible d'un cours bien
structuré. C8. Pratiquer la démarche d’investigation en classe permet aux éléves de
construire de nouvelles connaissances, activement, en passant par une phase
d’expérimentation.
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ENSSoRespf® |23 33 B11>0, B15>0, B13<0, B17<0, C1<0
ENCrsSruc |0 0

ENSObjReu 0 0

Apprentissage

APPRaisVF 2 2

APPCum 0 0

APPErr+ 9 8

APPETrr- 0 0

Tableau 4 : Evolution des conceptions des professeurs stagiaires au cours de la formation

I faut rappeler que le premier questionnaire a été posé deux mois apres la rentrée, au
cours desquels les professeurs stagiaires ont recu une formation assez importante sur le
plan informatique. Ceci peut expliquer I'évolution sur le plan épistémologique, qui s’est
poursuivie au long de 'année. Toujours sur le plan épistémologique, la conception EXP,
présente chez un seul individu de I’échantillon, est redéfinie en EXPf, qui compte alors
18 individus. De méme la conception FTH (effectif nul) évolue en FTHf (effectif de 7) qui
n‘est pas contradictoire avec l'intégration d'une dimension expérimentale en
mathématiques. En fin de formation, sur le plan épistémologique, plus de la moitié des
enseignants stagiaires (25/44) reconnaissent la présence de l'expérimentation en
mathématiques et limportance de l'outil informatique dans la pratique des
mathématiques (24/44). Nous pensons que la croissance reconnue a cette dimension
expérimentale en mathématiques est liée a la formation proposée, en ce sens que celle-ci
a mis fortement 'accent sur I'importance de I'activité mathématique de I'éléeve comme
elle est décrite au début de cet article. Les visites que nous avons effectuées dans les
classes des professeurs stagiaires dont nous assurions le suivi (9 sur les 44) nous
confortent dans cette idée qu'’ils étaient particulierement attentifs a ce point, méme s'’ils
avaient des difficultés a le mettre en ceuvre. Il apparait ainsi que la formation sur la
pratique de classe permettrait de modifier les conceptions sur le plan épistémologique,
les seules a notre sens, susceptibles de faire évoluer durablement celles qui concernent
I'enseignement et I'apprentissage.

Cette évolution est nette concernant I'épistémologie, plus atténuée concernant
I'enseignement, méme si I'on regarde les conceptions telles qu’elles étaient définies au
départ. La conception du cours comme lieu de résolution de problémes progresse
lentement. Nous analysons cette lenteur par rapport aux dimensions sociales et
institutionnelles du métier d’enseignant, comme nous 'avons déja signalé. Une autre
raison est la difficulté pour le professeur débutant de trouver de bons problemes. Par
contre 33 enseignants sur 44 reconnaissent qu'’il faut accorder une place a l'interaction
sociale, au débat scientifique et qu’il faut faire la dévolution a la classe d’une
responsabilité scientifique. Ce changement formulé au niveau des pratiques est, a notre
sens, lié aux éléments de formation sur la preuve, sur le débat scientifique. Ces résultats

40 Cette conception « affaiblie » correspond alors a I’acceptation des items : B10.
L’enseignement des mathématiques doit faire une place importante au débat entre les
éleves, a partir de conjectures a valider ou a réfuter. B16. Un bon enseignement de
mathématiques doit favoriser la responsabilité scientifique de I'éleve, qui doit pouvoir
se prononcer sur le vrai et le faux.

Et au rejet du seul item C2. En classe les choses doivent étre organisées de telle facon
que les éleves fassent le moins d’erreurs possible.
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rejoignent l'impression que nous avons de cette évolution au regard des visites
effectuées dans les classes des stagiaires et des entretiens qui ont suivi, mais aussi des
présentations de certains mémoires professionnels.

Enfin les résultats sont stables sur le plan de I'apprentissage. Nous attendons davantage
d’éléments par rapport a I'apprentissage en examinant les résultats item par item,
conformément a la deuxiéme partie de la méthodologie. Nous en présenterons lors de
l'atelier.
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Démarche expérimentale et TICE en classe de mathématiques
au lycée
Dominique Baroux

Groupe IREM de Paris 7
Résumé
Dans cette communication, nous présenterons la brochure IREM qui vient de paraitre et
nous nous attarderons sur plusieurs points illustrés d’exemples et qui seront 1’occasion de
débat.

e Deux des moments clefs de I’activit¢ mathématique concernant la démarche
expérimentale : le moment de la conjecture et le moment de la preuve.

e Les conditions qui nous semblent nécessaires pour garantir une démarche
expérimentale constructive pour les éleves, intégrant les nouvelles technologies, et qui
ne soit pas dénaturée.

e L’¢évaluation des €leves au cours de ces activités d'investigation.

o La gestion de classe propre a ce type d’activités avec un bref apercu des problémes a
prendre en compte.

Nous présenterons un exemple de formation continue sur le théme de la démarche
expérimentale.

Le texte présenté ci-dessous est largement inspiré de la brochure IREM n°94 parue en
mai 2010, dont les auteurs sont les membres du groupe « Démarche expérimentale et
TICE » : F. Vandebrouck, D. Baroux, G. Bonal, S. Galland, M. Guignard, F. Hérault, G.
Marbeuf, C. Petitjean, B. Yvert.

I. Généralités

1. Présentation du groupe.

Les programmes de mathématiques donnent depuis quelques années une importance a
la dimension expérimentale des mathématiques, mais cette démarche n’est pas vraiment
explicitée dans les textes institutionnels.

Cette importance trouve son aboutissement dans la mise la mise en place au printemps
2007 dans certains établissements, d’'une expérimentation d’'une épreuve expérimentale
de mathématiques au baccalauréat. C’est a la suite de cette mise en place que s’est créé
notre groupe IREM. La brochure est rédigée apres trois ans de fonctionnement du
groupe et la réalisation d’'un stage de formation au cours de I'année 2009-2010, dans le
cadre du PAF des trois académies de I'lle de France.

2. La dimension expérimentale

La question de savoir si les mathématiques posseédent une dimension expérimentale
reste aujourd’hui encore ouverte et d’actualité. Dans l'article de P. Lombard «les
méthodes expérimentales en géométrie » paru en 2008 dans la revue Repere IREM on
peut lire que «expérimenter, c’est vérifier des hypotheses ». Pour lui, le travail du
scientifique, et donc sans doute du mathématicien, se résume plutdt a « avoir une idée »
et « vérifier expérimentalement si elle marche ».
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Au contraire, D. Perrin (2007) décrit la démarche expérimentale par « expérience,
observation de l'expérience, formulation de conjectures, tentative de preuves,
production éventuelle de contre exemples etc ... ». Autrement dit, expérimenter pourrait
étre commencé par des cas particuliers, sans avoir d’hypothese ou de conjecture en téte.
Cela ne correspond pas a la démarche expérimentale dans les autres sciences mais
plutdt a une démarche d’investigation.

Les caractéristiques de cette démarche n’ont pas été completement clarifiées, mais vu la
forte incitation institutionnelle il nous a paru nécessaire de nous interroger sur sa
transposition dans l'’enseignement des mathématiques et sur la spécificité des
technologies dans cette démarche.

3. Transposition dans I'enseignement des mathématiques

En essayant de caractériser la démarche expérimentale dans l’enseignement des
mathématiques, nous nous sommes mis d’accord sur des temps forts a organiser pour
I'éleve :

* Formuler un probléme (se questionner, modéliser, se documenter, ...),

* Expérimenter (réaliser, tester, observer...),

* Conjecturer,

* Tester la conjecture (éprouver, évaluer...),

* Prouver,

* Communiquer...

Parmi ces moments, deux semblent devoir attirer notre attention: le moment de la
conjecture et le moment de la preuve.

4. Le moment de la conjecture

Le moment de la conjecture nous est apparu essentiel dans la démarche expérimentale.
Nous avons établi un certain nombre de conditions afin que ce moment puisse vivre
dans I'’enchainement des différents moments :

* Une premiere conjecture naive qui peut étre fausse, étre invalidée et peut enclencher
la recherche d’'une nouvelle conjecture.

* Une rétroaction directe sur la conjecture formulée (validation, falsification)

* Une conjecture pas trop évidente qui demande du coup une démonstration.

Un probléme type ou on retrouve une conjecture pas évidente est un probléeme de lieu
de points.

En voici un exemple que I'on peut proposer a des terminales S. Il s’agit d'un TP ou, sans
logiciel de géométrie dynamique, il est, pour la grande majorité des éleves, pratiquement
impossible de conjecturer le lieu du point S. Il y a un va et vient intéressant entre la
recherche « papier-crayon » et la démarche expérimentale : pour construire le carré, il
est nécessaire, « en papier-crayon » d’analyser la situation mais, une fois celui-ci créé,
c’'est 'expérience a 'aide du logiciel qui va permettre la conjecture concernant le lieu du
point S. Enfin, c’est de nouveau en « papier-crayon » que se fera la démonstration.

76



Le plan est muni d’'un repere orthonormal direct (0, Z, T/)

P est un point du demi-axe [0x) et R un point du demi-axe [oy) R
tels que :

OP + OR = a ou a est un réel strictement positif donné. On

construit le carré direct PQRS. Le but de ce module est de —— >
démontrer que le point Q est fixe et de trouver le lieu du point S O P
lorsque P et R se déplacent sous la condition indiquée. s

Démarche expérimentale
Pour répondre expérimentalement au probleme posé, vous allez utiliser le logiciel
Geogebra.

1. Réalisation de la figure : Lancer 'application Géogébra

» On prendra a =5. Créer un curseur p.(p variant de 0 a 5). Placer le point P
mobile sur [0 ;5]
» Placer le point R
» Tracer le carré PQRS. Indiquez votre méthode de construction.
Appelez 'examinateur.
2. Expérimentation
> Afficher latrace de S et faites varier le point P.
Appelez I'examinateur.
3. Conjecture
» Quel semble étre le lieu du point S quand P varie ?
» Imaginez une méthode pour confirmer expérimentalement cette conjecture.
Appelez 'examinateur.
Recherche d’'une démonstration
On appelle p I'affixe de P. On a OP = p, p décrit I'intervalle [0 ; a]
1. a) Quelle est I'affixe de R ?
b) Prouvez, par le calcul, que 'affixe q de Q ne dépend pas de p. (on pourra utiliser un quart
de tour de centre Q)
c) Précisez la position de Q par rapport aux points « limites » Po et Ro tels que :
OPo=0ORo=a

2. Démontrer que I'affixe s de S s’exprime sous la forme s=(p — g )(1-1)

3. a) Déduisez-en les coordonnées de S en fonction de p et a.
b) Démontrer que S décrit un segment lorsque p décrit l'intervalle [0 ;a]

5. Impact de la technologie

Les technologies semblent potentiellement intéressantes pour permettre aux éléves des
activités de conjectures, qu’il ne leur serait pas possible de développer dans
I'environnement traditionnel. Cependant les nouvelles représentations véhiculées parles
technologies, affectent 'activité mathématique des éleves et notamment la maniére dont
ils conceptualisent les notions, pouvant amener par la-méme a des conjectures erronées.

6. Le moment de la preuve

Ce deuxiéeme moment ne va pas de soi pour les éleves, ni méme pour certains
mathématiciens. Citons Delahaye (2005), qui prend en compte explicitement les
technologies dans son discours. Il explique que la démarche expérimentale avec des

77




technologies, cela peut étre « trouver des contre exemples qui falsifient les conjectures ».
Autrement dit, selon lui, confirmer ou infirmer des conjectures avec des technologies est
possible, tout comme valider des démonstrations, et «la plus grande certitude
mathématique n’est pas forcément atteinte par les démonstrations habituelles ». Cela
peut choquer mais n’y a-t-il pas un paradoxe a accepter de certaines technologies qu’elle
nous donnent effectivement des résultats mathématiques - pensons a une calculatrice
bas de gamme qui nous donne le résultat d’'une multiplication - et a refuser dans
I'enseignement certains résultats de nouvelles technologies plus sophistiquées - un lieu
de points donné par un logiciel de géométrie dynamique, une limite de suite donnée par
un logiciel de calcul formel? Dans notre cadre d’enseignement avec des éléves,
convenons que ce moment de la démarche est important et qu’il convient pour le
professeur de ne pas le négliger. Duvernay (2007) explique que : «le deuxieme
inconvénient de la démarche expérimentale avec des technologies (le premier étant que
c¢a prend du temps, forcément sur quelque chose d’autre) c’est que l'insistance sur
I'aspect expérimental des mathématiques et 1'usage de l'ordinateur pour « voir » ne
conduise une grande partie des éléves a une conception faussée de ce que sont les
mathématiques et des conditions de leur efficacité (que certains trouvent
déraisonnables, on ne sait pourquoi).

Il ne faut donc pas nier que des questions, pour le professeur, tournent autour de la
nécessité de preuve mathématique des conjectures émises et sur le fait que bien souvent
les éléves ne ressentent pas la nécessité de conclure la démarche expérimentale par une
preuve.

7. Conclusions

Les réflexions dans notre groupe IREM nous ont amené a poser des conditions qui
sembleraient nécessaires pour garantir une démarche expérimentale qui ne soit pas
dénaturée et qui permettent une activité intégrant les technologies.

- des sujets épurés, facilement compréhensibles et appropriables par tous pour
permettre la mise en activité de chacun des éleves, sans une aide préalable des le début
des enseignants ;

- une conjecture qui dans ces sujets ne s'impose pas d’elle-méme ou du moins qui ne
peut-étre que partiellement mise en évidence par I'exploration sur le logiciel, et donc qui
appelle un travail papier crayon pour étre complétée ;

- enfin un travail exploratoire et un travail dans I'environnement papier-crayon qui se
renvoient I'un l'autre au sens ou la partie exploratoire guide et aide pour prouver en
papier crayon la conjecture et la compléter et ou, en retour, le résultat du travail en
papier crayon peut étre validé par une vérification sur le logiciel.

Nous sommes conscients que ces trois conditions sont difficiles a mettre en pratique et
qu’elles ne garantissent pas a elles seules une activité mathématique de type
expérimental. On prendra cependant ces conditions comme une aide pour nous en
approcher.
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Theme 2 : Enseigner I'algorithmique au lycée
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Pourquoi enseigner I'algorithmique ?

Eric Reyssat
Université de Caen Laboratoire de Mathématiques Nicolas Oresme
IREM de Basse Normandie

Résumé

Je montrerai a travers quelques aspects de l'algorithmique et exemples d'algorithmes ce
que leur enseignement peut apporter dans la formation scientifique. L'exposé sera
construit autour d'une définition commentée de ce qu'est un algorithme. Ce sera
'occasion aussi de réfléchir a certaines difficultés de cet enseignement.

Le texte présenté ci dessous reprend les diapositives de 'exposé réalisé lors du colloque.

Introduction

Pourgual emseigner |'algonithmique 7
2 provocateur : c'est au programme du lycée
@ semi-provocateur : faire faire le travail par les autres

@ plus mativant de mon paint de vue : former a 'analyse de
praoblemes, a la décsian dans les choix, la précsion du
langage, et accessoirement concrétiser les objets ou situations
mathematiques , comprendre ou fabnquer des programmes
informatiques.
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Définition

IIn algorithme est une suite finie ardonnée d'actions élementaires

pour accomplir une tiche fixée 3 partir des données prévues en
entree.
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Définition

Drefimition
Un algorithme est une suite finie ordannés d'actions EEémentaires

pour accamplir une tiche fixée a partir des données prévues en
entrée,

[débnt cles affichages| affiche([1, 1], Eqrt[].‘! + 1*});

affiche([l,2], sgrt(1? 4+ 22));
affiche([l, 3, sgrt(1Z + 3°));
affiche([l. 4|, sqrt 1'3+4'-’3]]-,
effichel[2. 2. 5qr£{22+22]];
affiche([2, 3], sgrt(22 + 3°));
affiche([2, 4], sgrt(22 + 4°));
affiche([3, 3], sgrt(3° 4+ 37));
affiche([3, 4], sgrt(3° + 4%));

[fin des affichages| afficha([4, 4], 5|'.'_|'|"£|:42 + 441} ;
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Suite finie

IUn algorithme est une suite finie ordonnée d'actions élementaires

pour accomplir une tiche fixée 3 partir des données prévues en
entres.

Un algorithme est une suite finie ordonnés d'actions élementaires
pour accomplir une tiche fixée 3 partir des données prévues en
entree.

Algonthme factondle

entrée : un entier 7 > 1 sortie : |'entier f = n!
[mitialisation] § +— 1

[ume boucle) pour ¢ de 1 a n faire
Fe—Fxt
fin{ pour)
[Tl::l:-:nl.'r de In l.:-l‘:m.'r| r

La boucle compte pour autant d'actions qu'il v a de tours de
boucle : dépend de m.
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Suite finie : complexité

Définition
LIn algorithme est une suite finie ordonnés d'actions Elementaires
pour accomplir une tiche fixee a partir des données prévues en
E-_ntrE'-E.
Comnséquences :
@ Prouver la finitude (indécidable, souvent facile, pas toujours !)
2 Complexite

Suite finie : complexité

Probleme de Syracuse

entrée : un entier sortie : ¥7T?
a—n
tant que a > 1 faire
si 3 est pair alors
a—aj/2
sinon
a—3a+1
fin(si)
fin{ tantque)

=l === 1= —=4&—=2=1
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Suite finie : complexité

Probleme de Syracuse
entrée : un entier sortie : 77TV
B I
tant que a > 1 faire
si 3 est pair alors
as—ai2
sinon
a—3a+1
fin(si)
fin{ tant que)

2 I = = 1= —d— 21

To—0 =1l = =17 = 0= o= = & — 20— 10 =5 — 1f = = & =3 =1

Suite finie @ boucles

poLir

fin{ pour)
différence essentielle : pb de finitude

tant que — . repéter

fin{ tantque) R jusgu'a
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Suite finie : complexité

Vous Etes ng 'année a et avez commence 3 travailler I'année ¢ ;

Algonthme

[bouck: jeumese| pouwr ¢ de a3 a t—1 faire
g 'épanoulr en Apprenant
[fin de bemele] fin{ pouwr )
[bouck: active] pour ¢ de t @ mystere(a, t) faire

travailler
cotiger

[fin de beuele] fin pour )
[enfin au déja 7] Retraite

Complexite ¥

Suite finie : complexité

Vous Etes né |'année a et avez commence 3 travailler 'annee ¢ :

Algonthme

[bouck: jeumesse| pour ¢ de 2 a t—1 faire
8 'épanoulr en Apprenant
[fin de bouele] finf pour )
[bouck: active] powr ¢ de t @ mystere(a, t) faire

traveiller
cotiger

[fin de bouele] finf pour )
[enfin ou déja 7] Retraite

Complexite ¥
¥ a-t-il un moyen plus rapie d'arnver au méme résultat ?

87



Complexité

Complexite

Complexité d'un

algorithme @ O(kogn) : bgarithmique @&
@ O n) : linéaire
@ Ofr') . quadratique &
Clm) = . -
@ O(n*) : palymomiale &
nombre d'opérations @ O(a") . exponentidle §

au pire

sur données de taille n Mauvases nouvelles -

(). Qf2".. ..

Complexité

M axime
Avec une horloge 3 1GHz | |3 notion de complexiteé asym ptotique
devient plus importante qu'a 10MHz : les constantes cachées dans

les O perdent de |'importance. )

Entre ces algorithmes dont les complexités ont été estimess (ou
admises), préciser le meilleur choix en fonction de la taille des

dannées

e
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Complexité

Animation a 2 GHz de %) abjets définis comme enveloppes
comvexes de n points :

| n="50 [ n=500 |
2rnlog n | 0.1 ms Ims
3In’ 0.2ms [ 10ms
't 0.1s 30 min

Tracer les courbes, ou s crosent-dles, ...

Complexité

Intérét pedagomique

& Chaisir entre plusieurs méthodes pour resoudre un probléme,
la complexité est I'un des arguments

@ Gagner en ban sens sur les ordres de grandeur :
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Actions élémentaires

Définition

Un algorithme est une suite finie ordonnée d'actions
elementaires pour accomplir une tiche fixée 3 partir des données
prevues en entrée,

@ Actions indivisibles

@ Actions compréhensibles et maitrisées par |'exécutant

Actions élémentaires

Algonthme

Blscchlr las dbs

Sjoriar o bespat paml

plecar & bBlses deos potlis olpeors
préparsr un roux blsee

Quel est ke résultat de cet algorithme 7
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Actions élémentaires

Algonthmes d'Eratosthéne
entrée @ un entier n > 2 sortie @ la liste des premiers jusque n.

[ pEEr ¢ oD & oA Mg —ovni B
e T & oA Pl
i g sk
k .
L il ] 33 Ay Wi Lhmrwr b e i &0 A Pl
par ¢ e 3 & o Bl Luands iyl i - LEER
FER k—&+1
bosare s BniTipisn o i o] e )
Faajall sl )
Pl | il sl
P L BUE TS T, PR S R L [ mimtir g 4—] |
[ T e [
[or el e e v v s g skwe J—4 JBRmd]

s )

mertir] 4

Le premier algorithme est plus lisible mas masque la double
boucle.

Actions élémentaires : structures de données

Structures de donnéss : tables, listes, piles, ...
avec opérations [élémentaires ” par définition” ) : extraire un
element, le premier, le dernier, etc...

[V'ou représentation d'objets : chiffres d'un nombre [ay.. ... 3y,
point [x.y], palyndme [a. . ... as|, droite [a, b.c], etc.

@ Ecrire un algorithme qui 3 partir des chiffres de dew: entiers
[3g. . . .. ay| [l ... . byl trouve les chiffres de la somme

@ Ecrire un algorithme qui 3 partir dews points [x, ¥]. [« ¥]
trouve une équation [a, b. c| de la droite qui les joint.

@ Ecrire un algorithme qui 3 partir d'un palynéime [aa.....an]
calcule son carré. J
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Actions élémentaires : pédagogie

Intérét pedagomique

@ Savoir communigquer | = [se faire| comprendre) avec

L

]
=]
¥
¥
=]

wne machine |précsion)

un haut dignitaire {respect des formules protocolaines )
un Etranger |langage |

win enfant (vocabulaire restreint)

uin emphyd pressd (rdsumer ses demamdes )

... oumas (détailler ses demandes)

@ Tester sa maitrise de certaines notions : révision par la
pratique

Suite aordonnde

Un algorithme est une suite finie ordonnée d'actions
elementaires pour accomplir une tiche feeée 3 partir des donnees
prevues en entree.
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Suite ordonnée

a—1
bh—1
F——ah
be— —ab

Algonthme ou pas ?

tamt que < 10 faire

3 — 23
fin{tantgue)

F—1

bhe—1

bhe— —ah

§— —ah

tamt que < 10 faire
a—2a

fin{tantgue)

a—3
b—4
a— alrh
b— ath

Ecrirela,b)

Meme resultat 7

a—3 a—3

b—da b—4a
b—arh b—ath
a—alth a—ath
Eerirela , b) Eerirelb,a)
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Algorthmes d'Eratosthene

entrée @ un entier n > 2 sortie @ la liste des premiers jusque n.

Joclie o i o de 3 Wi Calee wad Tipaa Pt ] i ¢ A T b Tl e el Ty
it g 2o | ]
puas ¢ 3w [T S Y
o @ ke oy das
| = ke
d H d H
(1= Ll it & 5 i Tilee [T | [P T R
o it e o ] [ lasa i g B e ] P dama
d- d 1 d-od ]
[ F T Twilard g |
1] 1]
Vi 1 Tl i
s |
[EeE ) i i [
[EP= T ) o dbhan Vinisd §
il plnan §
Jamii & |

Meme esultat 7

Algonthme

si tu es poli alors
mouche ton nez
dis bonjour & la dame
sinon
dise bonjour & la dame
mouche ton nez

fin (si)
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" algorithme mon deterministe

entrée : wun entier i produit de dews nombres premiers
sortie : la factorsation [prouvee) de n.

a+~—un facteur premier da n
b«—nia

écrire comma & l'école

la multiplication de a par b

P—NP?
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procédure factoriellaln)

[mitiakisation] £ «— 1
[une bemele] powr ¢+ de 1 a n faire
F—Fxi
fin{ powr )
[11::I:-:n|.'r e la l.:-l:m.'r| F

procédure factoriellaln)

si m=1 alors
1
siron
m factoriella(m — 1)

fin(si)

%

Suite ordonnée : intérét pedagogique

¢ Comprendre la dépendance bgique des idées, approcher |a
notion de preuve.

@ Structurer sa penses
@ Appracher la notion de recursivité
@ MNouveau critére de choix

2 Apprendre a gerer
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Tache

Dréfiin iticn

LUn algorithme est une suite finie crdonnde d'actions &émentaires pour
accomplic une thche ficée 3 partir des donndes prévues en entrée.

Tache

@ Plusieurs [ou aucun) algorithmes pour une tiche : deux
notions de fonction.

2 Complexité d'un probleme

# Meéthodes algorithmiques générales [diviser pour régner,
ghoutan, retour arnéne)

@ Definition préecese de la tache.
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Téche : intérét pédagogique

Tache : intérét pedagogique
@ MNe pas confondre la fin et les movens.
@ Le choix entre algonthmes force 'expérimentation.
@ Apprendre sur l'exemple 3 focaliser sur |'essentiel.
@ Perser en temme de methodes générales

@ Deécnre preceement un objectif

Accomplir

=]
Lk [i—a
-

fin s}
il | et e

Lrido | &

Invariant : pgcd(a, b) = pgod(x. ¥).
Conc a la fin a3 = pged(a, Q) = pecd(x. ¥).
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Accomplir

Défimitian

Un algorithme est une suite finie ordonnge d'actions elementaires
pour accomplir une tiche fixée 3 partir des données prévues en
entree.

Accomplir

Defimitian

LIn algorithme est une suite finie ordannée d'actions éémentaires
pour accomplir une tiche fixée 3 partir des données prévues en
entnee.

Accomplir @ interét pedagogique

& Apprendre a se méeher des machines
2 Expeénimenter par battene de tests
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Accomplir

Defimitian

LUn algorithme est une suite finie ordonnée d'actions elementaires
pour accomplir une tiche fixée 3 partir des données prévuss en
entree.

Accomplir ; interét pedagogique

@ Apprendre 3 se méfier des machines
@ Expérimenter par batterie de tests

Données d entrée

Définition

LIn algorithme est une suite finie ordonnée d'actions élémentaires
pour accomplir une tache fixés 3 partir des données prévues en
entree.

Données d'entrée

@ Doivent étre préceees | a-t-on envisage les cas suvants
pgod(3), pged(3.-4), pgad(3.4.5), pged(3,7), pgod(chien, chat)

2 Reécursivite

@ Type
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Données d'entrée : intérét pédagogique

Donnéss d'entrée : intérét pedagogique

@ Prendre conscience de la nature des objets et savaoir 3 quels
objets les notians s'appliquent
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Place de I’algorithmique en mathématiques

Luc Sanselme, Lycée Henri Poincaré a Nancy
UMR 8623 LRI (Laboratoire de recherche en informatique)

Résumé

Dans cet exposé, nous allons essayer de comprendre la place de I'algorithmique en
mathématiques. Nous commencerons par un historique de l'algorithmique : nous
chercherons entre autre a replacer son histoire dans celle des mathématiques et de
I'informatique. Nous continuerons avec une introduction a I'algorithmique qui aura pour
but de poser les bases de ce qu’est cette science aujourd’hui .Ensuite, nous essaierons de
dégager les liens et les différences entre les branches plus classiques des mathématiques
et 'algorithmique : nous tenterons de mettre en avant comment ces mathématiques
plus traditionnelles et l’algorithmique peuvent se nourrir mutuellement. Nous
terminerons en exposant quelques pistes et quelques idées sur la facon de présenter
'algorithmique au grand publique et en particulier aux lycéens.

Le texte présenté ci dessous reprend les diapositives de I'exposé réalisé lors du colloque.
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structure de | exposé

@ Uh peu dhisoire...

2 Les machines o TI..II"|hg. mods|e de reErencs an caleulablite aten
eotn pesie

@ “ars un formalisme sim fdife
@ Elémants didactoues

La démarche algorithmigue au fl des siécles

@ Awerroas [12eme siecle) | méthode de ralsonnement qul ='affhe enps
par éta pe usqu ' une certaine ¢ ohvergence

@ Descares ! 'Hiviser chacune des diffcultés que |examinersls, en autnt
die parcelles quil 2e pourrelt, et gu il serolt requis pourles misux
résoudhe”

@ |a descenbs infinl de fermatau 17éme siecle

@ Congrucions geamérgues
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@ Cuslgues alémeants dhisbire des algadhimeas

@ Cuslgues repéres dans |'evoluion des machines de calculs
@ Lalgorthmique, de =a nalssance 4 hos jours

3 Maissanos de (o oabuleblis
F Maissanon de & oomps s
3 Ewmt ce [ert et s pe 1 v

Les algorithmes au fl des siécles

"Algoritime"de Algonsmi, surnom latin du mathématcien arabe Al Jactar
Kohammed Ben Mussa AFKhwansmi|/B0-850) .

Algorthmas calébres

L & & . 0 0 O

caleuls commarce ef impits chez les Babyioniens [vers - 1800/ 1800)
Algortime d'Euclide [$éme secle avant JG)

Algortime d'Archiméde [Jame siéce avant JG)

Cribe d' Emtosthénes [3ame siecle avant JG)

Méthode du Flvot de Gauss [ler slecle chez les Chinols)

Code de Vigenare [18eme =écla)

Machine enigma [Deuxiéme guerre maondiale)

RSA [1877)
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LBre de | inormatique et l'omni présence des algorithmes

@ [ntéret de sy Bmaiser ceraines opiraions
@ Pulszance decaleul das ardinateurs

Tous les domaires |
& Economie ! !ﬁ.ﬂ#ﬂ dimvesissament, gﬂm chas stocks | .
@ hdustie | procades de fbricaton,. ..
@ Smulatien | métdorologie, adrodynamisme, ... [Stlences)
@ Crypographie el com pressions de donnees

@ Gestion de grosses masse: dinbimatons | bases de donnees, .
@ Traltement dimages et de sons

-

Hstoire des machines de calcul

Bouller Chinels (3000 avant JG)
1842 Caleulatrice de Halse Pascal

16940 "Bom bes" de Turng

1048 EMIAG [Electronle Mimercal hisgator and Com poer)

1947 Invenion du transistor

1948 : Manchesier hMark |

1953 | BM lance son premler erdinateur commercial en sérle, |'|BM 850
1885 Lol dhe Boons ! I:ﬂ.r.'ﬂ.lﬂﬂ' sUr |as puceas ciou Be tous |es ans

1871 Intel met en vene le premler microproces seur

1875 Lol de foors | |& nom bBre e ransistor dans un H'llﬂ-'l‘ﬂl‘.'l‘l!:ml'l..ll"
ciou He ous les deux ans [densie dou te)

1975 Texas hitument présenis a premigre calculatrics de poche
programmable, la Tl SR 52

2 18817 |BM lance son 5150 Personal Gom puter

L & & 4 0 O D D o @

o
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Maissance de la calculakilit

@ Les bndements de l'algodthmigue daent des années 1930
@ Liés 4 la constucion brmelle des mathématioues et de la logau e
@ Donner un cadre Brmel 4 la théore de |a démonsiraion

@ Dafinl ce qu ‘Bt une Brecion calculabs

A
@ These de Church [Kleane en 1843)Turdng Chureh [années 1800
2 1663 Chumh otle -oaloul
@ 1638 Turng mtles “Maohines de Turing®
= -

La thése de Turing-Church

Les machines de Turing [les fonctions -defnissabes, las fonctions
racursives ) ormallsent comac Bment la nation de méthode afective b

caleul. |

&) Enzam He fhil dinstructions sim pes et recises, décr®es awee un
nombre fihl de symboles

D nombre fhl détpes
@ sulvl par un humain avee seulsment du paper etun crayon,

@ l'sxécution ne requiert pas dinelligence de | humain sauf celle
hécessaire pour com rendre et exdcuier les instructions.

T
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e Turing-Church

@ Depuls 1040, notion de fonction calculable ast Hen déatinle

Cebut du XXe simole - expmssons informelles comme @i tvement
realise He®

@2 Tous Brmalisme "misonnabe”est équivalent 2 une Machine de Turing :
Thése renfor:és

Enoore waim o jourd hui

— Précize la nofen dalgorihme et onde |'algettimigue [caleulabiig)

Maissance de la com pexité

Annéas 1000 — 1870, pour mesurer |'effcacite dun algoritime :

"l = ‘mxdcute an Bm pE de tem ps sur une machine”

@ Dépand dela machine

@ Dépand du langage de programmaion
@ Depend dela ficon dont estim danie lalgoritime

L

-

@ Modéle héorque [Machines de Turing,.. )

Enwmmps :nomiboe doperaions pour &misyer e resu st
Enmsmon - nom e de ceses neoessaires sur e ruban

@ Le pus souvent ! évaluaton asymptolque en bnclon delaugmenition
che | wille des données

En paigue : bon models
@ Eudie auss la complasis e o b émas

L
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Etat de |'art et perspecti ws

@2 hachines de Turing tou purs modéle utllise an caloula bl
These da Turing: Chunnh Dujours wiabHe
@ Domalne & recherche rés aci!

@ Divers scanaros gul Bnt éwluer les modéles de com e s

@ Pusours ordinamur, gui scommuniquent{ien eveo b heore de [informaion)
3 Eourom aleamire

F soEnarics poposes e orypograpin..

2 Frobéme de la minlavnsaton das ransistos (efet unnel)
Commen tiutter oon e oot e fet 7
Tirer banafioes des poriens de (& meoanique ouantius
@ Caleul quantique : gus rapde T
@ Algorihme de Grover ©gain quedretius o s
2 Fanworisation da Ehor (1894 - gain sous-axponenisd supmsa

Les machines de Turing, modéle de reférence en caloculahilité eten

com plexite

@ Frasantaion des machines d& Turng
¥ hiroduction 4 la théorie de (4 com plas té

108



Lih modéle de calculaklit : les machines de Turing

Frazsantaion inultve des machines de Turing
L premier exempe

Definiion formele des machines de Turng
L deuxam e axampe

kachines de Turing non détarmninlshas
Warantes des machines de Turing

e 8 0 & @ ©

Présentation intuitive des machines de Turing

L estes gu une maching de Turng ?
Etant donneé un al phabet qul contient un $ym bole "Hane "

& b tuban': longueur infiniedé dac ement gauche ou droite, divsé en
cases,

D Lhe "te de lecturesciure” | |it, dcrt ot se depacer 4 gauche ou &
dirol e,

D Nom bre finl d'état @ un inital et des finaux,
@ L 'hegistre detat’ | mémoHse |'éat courant,

@ Une "mbe dactions" : quel sym bde écrire, direcion dela Bte de lectume
[gauche ou drolte), et le nouvel éat, en bnelon du sy bade lu.
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Ln premier exem ple

La fometion f :n—n+ 1 Alphatet: {01, 5]
0/0/ — 1/0/ —
B/1) — "
e,
B/ 8} —
1/1) —

F
|B|B/B|1|D[/1|B|B|B|B|&
[BIBIB[1[D[1[B[B][B]|BI&
[BE[B[B[T1[0|T[B[EB|B[B|&
[B]B]|B|[1|0[1[B[B[B]|B|&
|B[B/B[1[0/1|B|[B|B|B|&
[B[B/B[1|0/DJB][B]/B|B|&
[B]B|B|1[1|0|B|B|B|[BF

La wmetian [ :n—n+ 1

@ Tantque CC + 5, sedépacer vers la drofe,
D Sedépacer vars la gauche,
@ Tantque CC — 1!

& Bemdeoer &0 par 0,
i@ Sodemosr vers o gauohe,

& Fem pacer CC par 1,
D Sedépacer vers la drole.
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Lefiniion formelle dune machine de Turing

Une maching de Turing déterministe estun sepupet (0 1 8 5 o5 F) o
@ (O estun ensem He fhi diémts,
@ [ estlalphabet de traval des symboles de |a bande,
@ B =0 estun symbole partieulier [dit Hane),
@ 1 est|alphabet des ¢ym boles en entée [ O 1 B8],
@ g £ O est]étatinital,
@4 0e T — @« l— —}estlabneion detmnsiion,
@ F 0 estlensem He des étatk accaplnts [ou finaux, erminaux).

Lih deuxiéme exem ple

@ Alphabet 0. 1], 0 étant le "Hane ",

@ L ruban content une sare de 7,

@ |4 téie de lecurelderiure se Touve initialement au-dessus du 7 le pus 4
gauche,

@ Cate machine a pour effet de dou Ber le nombre de 7, en inercaant un
0 efvire e deux sares.

2 BExempe : 177 devent 17170771,
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Lih deuxiéme exem ple

& Tantgue CC 0
B Famdeoer CC par idller & dmim
3 Alera droie Jusqu'aosque CC - 0
i3 Alera doie Jusgu'aoeque &0 - 0
B Famdeoer CC par 1/dller & gauohe
B Alera gauche Jusgu’a o que CC - 0
B Tantque CC — 1 Aller @ gauohe
B Bemdeosr OO par 1VAler & dmoims

QD Aller a drolie
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Lih deuxiéme exem pe : en langage courant...

QI Qoo a

QIoooooQa
| b b | | =B | S =B
| bl | O | =B | =B =B
Ol =B b | | | ol | | B
| |l | | | b | |
| | ol | | | b | | =
| |l | | | b | |
| |l | | | b | |
QIoooooQa
| =hfl | n| =N | O D
NI = ===
QIoooooQa
Qo Qoo
QIoooooQa

Qo2 Q-
| b B | =B =
| b B | =B =
| b B | =B =
| b B | =B =
| | | | =
| | = | D
= O O} =8| =B
o2 Qa
| b B | =B =
| b B | =B =
| b B | =B =
| | | | =
B ===
Qo2 Q-

Machines de Turing non-déterministes

Une machine de Tl..l"|hg mon - caviEr min s e ast un !:I'I!..I ﬂﬂ
(Q,F, B.E, oA F) ol

@ O estun ahsemn Be fnl detts,
@ [ estlalphabet de traval des symboles de |a Bande,
@ B e estun symbole parteuller [dit Hane),
@ L est|alphabet des syn boles en entée (L C T (8],
@ gn £ O ast | Etat inltal,
@A C (@) = (@ =l = {— —1]) estune relation vérifant :
Wiga, x) € (@ =),
e,y 0 €(Qx Fx {— —}) (lgn,x) (. y. M) €A,

@ F C O estlensem be des atat accapints (ou finaux, terminaux).
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Machines de Turing non-déterministes

@ Canoest pus un modéle de caleul Faaliss"

@ Par contre, = |'oh nous donne un Tajet, on peut vérter 8 on arrve dans
uh état fhal et done varifer =) la réponse & un un robdéme est Hen oul
[mals pas non)

@ Mames bnctions calculabes gue pour une machine de Turng

cieerniniste

2 A la Base dumocsls des machines I!h-TIJHI'Ig |‘.'|‘|!|-|'.'ﬁ.|'."||!=H ! s hinas
i Turng non-détarminis® + réparition de o blite pour cholgir calle
chas i tharanes ranches possHes

Comdigue : our simdifier on ne mrism gue des non:determinstes

Variante s des machines de Turing

L

Machines de Turing universsllas

@ [Mom bre de bandes
@ HBandes an |ecLune Seule ou ah acrlre seule
@ Bande = impement infini

@ hMachine RAM [Fandom Access Maching)

4

L
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Introduction a la théorie de la com plexite

@ De lacompedte dun algoitime 4 celle dun robéme algedhmigue
@ Cuatre familles de classes

@ PHnel pales classes

9 Peducien de probemes

9 Sruciires de cas classas

Ce la complexte dun algorithme a celle d'un pro Héme algorithmigue

Les daux modéles e pus utlilises an heore o la com plesxie sont
@ Lamaching de Turing [déderminis® ou non),
@ La machine RAM [Fandom Access MMaching).
— odaéles "Boulvalents"”

L

@ Estimation, héorgue, des ressources informatigues nécessalres.
@ En temps | nom e d'éipes necessalres pour eflectuer & calcul

@ En espace | nombre de cases necessalres sur e ruban pour eflecver e
caleul

@ Fonction de |a tallle des données en eniréel Eude asymplodgue

Complexdte dun prodeme akgoritimique
¥ Vise 4 savolr 5l la réponse 4 un probléme peut éfre donnde effcacement

@ Hérarchies de dificultés ente les probémes algodhmigues @ tlasses
the & o e te”

-

116



Cuatre familles de dasses

i Tallle das donnéas an aniras
@ TIME[H n))  classe des problémes résolus en temps de | 'ordre de ()
sur une machine déderministe.
@ NTOE([Hn]) : clagsa des probémes résolus an Bm pe de |'ordre de ([ A)
sur une maching non déderminis e,

@ SPACE(S[n)) classe des probemes rdsolus avec un e pace de | ordre
de 5 1) sur une machine déerm iniste.

@ NESPACE[ S n)) ! classe das probémes résolus avec un espace de
|'ordre de 5 n) sur une machine non déterminise.

Principale s dasses

i e des donnaes

d Classa & — ]'n'l'l'i'E[n't.l:: £ H | [déerministe)
Emmples - connexi® dans un graphe, mstde pimalim 2002), .
Swbe mr tomposidon ®.

Classe des poblemes que fon pestresoudre “effoaoement®.
Cifemns modeles® euiwlents mur onte cksse

@ Classa N aguivalent non-determinis e de ~

54T |Boolean Sadsfablity PoHem) : poHeme de sasoir si une omiule
Iogicue admetune ins@nos mur laguslle ole sstyein st e

Ay res o miple s ¢ Teswr si deux graphes sontisomorphes, sao-a:dos,
woyRfeur de commans, Roorisaion. ...

Classe des pobemes pour lesouels on et Yeswr si une sobion est s
mn tem s polynomial®
o

@ Clagss CONE [eom pémantalre de NP)
Exmmple : Lheformu e ogique donnes estelle oupurs stais 7

P Qasss FSAACE, NFSRADE, EXFTIME
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Réduction de prodémes

Féduction de probhémes
@ Famenerla résoluton dun probéme 4 la résolution dun aute
@ Algortime de réduction
9 Cetle réduction dolt ére polynomlale et déterministe [le dus souvent
@ Aserédulta un probléme 5 4 est dus faclle que 5
— Egalement, réduction dun "modéle” 4 un aure

.

Frobémes -complets et -diffciles

@ Cune classe decompexté [ °, NP, PSPACE, ..).
a Lk FI"I!I-L'E-I"I'I&Ht Cediffelle =11 a8t au moing auss) dMells = F[_J ous |as
probémes dans C.

@ Lh probeme C-diffelle qui appartienta © estdt C-com pet

.

B SAT est NScomplet

b

Structure de ces classes

P C NP C PSPACE C NPSPACE C EXPTIME,
P C CoNP C PSPACE C NPSPACE C EXPTIME,
FSPACE — NPSPACE [Théoréme de Savith)

P ¢ EXPTIME.

-

@ P= NPT
B NP # CoNP T

%
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Vers un formalisme sim pifie

@ Motlons élémentaires en algodtimigue

& PoHemis

@ Algorithmes etsymRm

@ Preussdes srmineison ot de oorreoion
w Lo d e

@ Objet édlémentires en algorithmigue
@ Sratégies édémentires en algotbmigue

Motions élémentaires : le prokéme

¥ un probléme est une question générque
@ chague instance du probéme a une réponse
@ lanotion de probéme est indépendanie dela notion de rogramme

.

Exemples de problémes
@ Déterminer sl un nom bre es1 pair ou Im palr e=tun probéme,
@ Trer un tabeau estun pobléme

@ Déterminer =i un programme écrt dans un langage s'arréte astun
probéme appalé probeme de | amét

@ Détarminer =i un polyndme [en pusieurs vardabes) 4 coaffcient anters
a des racines entiéres estun probéme [dixieme probéeme de Hibarg
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Motion élémentaire : 'algorthme

Un algothme et
@ uh processus systimatigue de résoluton, par le caleul, dun probléme

@ présente les étapes vers | résulit 4 une aute personne physique (un
aute humaln) ou viuelle (un calculateur).

B unefule fhle 8t non-am Bgue dapérations "Blémentalires" parmetiant

dia donner |& reponse 4 un obéme.
o

@ Lh algadtime astun "ecie" dcrt dans un lanhgags.

@ '"Texws "dans c@ lahgage | sulvent des régles.

@ Le "texte"représentantun algorihme estla synixe de cet algorthme.
— Syntane dolt efre comrects.

i

Motion élémentaire : ['algorithme

@ Daterminer 5| un hom b ast Iﬂjl"ﬂ..l i Iﬂll"!
Fegarder son damier chiffreen Bhare pour savelr £ il ast palr ou im pair
@5t uh algaritime
@ THer uin taHeau
Tr imserion, ¥i Eille, ¥ rapdas, in LWsion, 11 par Bs .. sont des
algartimes
@ Détarminer & un programme écit dans un langage ='arméte |
Auicun algorthme ne résoud ce probléma
Frobéme de Syracusa
1] | A=1
f:nR— fin/2) s n i
f3n+11 & 5 nopal
@ Détarminer & un polyndme [en pusieurs vanables) a coeffcient entiers
o ches racines antéres astun robéme [dixiéme probléeme e Hi bar
FAucun algonthrme ne résoud ce probdéma
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Motions élementaires ;. preue de terminaison et de comrection

Four qu un algodtme soit valide, | But prouver gue
@ =a synioe estcorrect
@ Il termine [1ou jours) | preuve de terminalson

@ |l donne |a réponse au robéme posé [tou jurs) | preuve de correction )

Motions élementaire s | preuse de terminaison et de corection

@ Honnes habvudes de présentiion
@ D bucgeper &n metint en commentanes

i b

@ PFour une boucle ! Brcion valeurs anléres £ HcBmant décrissants
@ Tester différentes waleurs cormespondant aux different ‘tircults"

e

@ Pour une boucle | proprietd viale 4 chague passage dont|instance au
dernier passage estla propriée voulue

@ Com prendre ce gue chague varabe temézen®s" (4 chague instnt)
@2 Tesier differentes waleurs cormrespondant aux différents 'Elreul "
— Teswer les cas particullers

e
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Motions élementaires : la com plexite

@ Fonction qul & n associe ([n), nombre maximum [ou moyen, mals pus
com figué) dopéraions pour les entées de longueur n.

@ Com portement asymptolgue [constnte mult plleatve).

Exampe :un entler n a une longueur de logs( n) en Hnaire
4

Algarthme efficace | compexdté palynomiale an o taille de |'entee

-

Es pace moins un probdéme que le temps | capaci®s des ordinateurs.

Ohjets élémentaires en algorithmigue

@ cohs i bes

Q@ varabes

= - [ TR

@ sfructures récursives [listes, arbres, graphes)

b

O sdauences
@ conditionneallas
2 pPauclas o
@ Maratvie &t deursivie
@ "whila" et ort, et Bannir les ot
a -
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stratégies elémentaires en algorithmique

Lalgadtimigue a développs quelgues straegies pour esoudns les ol émas
o Fecharche olha st e
@ Algortime glouton | rendy e péce de monnale (euns)

@ Diviser pour régher ! 1H Lizkon

@ Aléabire | marches aléatoires

a Par npp‘uﬂmnﬂms sUccassivas | dchobmie

@ Décomposiion Bpdown | botlom-up

@ Pré-raltement [ou postirallement | cribe dératosthene pour la
primalité sur des patis enters

@ Heurlsigue : solution rapide, assez bonne, mals pas Bujpurs optimale.

Eléments didactques

@ Lalgodthmigue, une des branches les pus récentes des mathémalgues
@ Lalgodthmigue comme oull ddacigue pour les matheémaigues

@ Didacique del'algodthmigue et évaluaton

@ Cholx dun langagedoglical
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Lalgorithmigue, une des branches |es pus récentes des

mathématques

@ Lot probablise ofles staisiques
@ Lalgadthmigue et linbrmalgue théoHoue

L

Liés aux probabilies @ algodbmes probablistes,
Motion dinducion,

Mathematigues dscretes,

Gonstue fviste,

Formalisme et a betraction un peu diflérents,

irodult la notion de tempe en mathématiques, qul était guitt la sclence
che | @l

& & & © o o

L.

Lalgorithmigue com me outl didactique pour les mathématiques

Cutll pour com prandre les obgs fradibnnels des mathamatigues

3 La notion de wardadelnconnue
g La notion o Bocton

L

@ Fas e différence anre une vanabe 'Fﬂiﬂﬂﬁl‘ﬂiﬂml"ﬂ - T EA =[]
Infarmaigua"”
@ En matiém :t.‘h!'..IH .
Pas da disinoion entme ot .
Tym® ms les waniaHes ecploimmant.
Cuanifoemurs dafnissentle .
Pas msoin de Sprosoir® e s o msmoire.
@ En |I1‘|:III‘I"|'I1‘HI:'..II- H

Cuantfe pas (o peu),
ConsTuniwism - - disparait”.
EnsemiHe qusle mmourt donne mr son type (snon Hnaim) - disparait
O Ciference dus &l utisaion | he nscass| s =1 =~ EY Hq..lﬁl..ll":l.l..l l- -3
androltE .

Y
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Lalgorithmique com me outl didactique pour les mathématiques

Cutll paur com prendne |es obeE radibnnels e mathamatigues

@ L& notion de svarabedneconnue
@ La notion o Bhcton

Ty

@ PFermet de comprendre guune oncion pautére 'himpore quol ",

En mahematiues - onofons ontioujpours das “onnes pomisss®
Eninformaioue : natures tms dwverses
Cresir® - ms imis e combner des fonolons usuelles

@ Les romiees sfudides sont differenias : caleulablite, com plexie

L

Lalgorithmigue com me outll didactigue pour les mathématques

@ Agueur rédactionndle/Présentaion,
@ Analyse et méhodologle de la résaluion.

Rigueur rédac 1onnell &/Frésentation

a La Hq..ll'l..ll" (3= =Teni [ plpl 1| [ Htﬂl‘.‘"@.ﬂl"ﬂ' SUF uh Srdimsbaur,
immoranoe de kb syn oo,
Canoion dimomm,
En mehematoues © pas une lube mur “em b s oleaes,
Figueur awmo les obms (& (),

@ Présentaion des programmes, en prafgue, indis pansable,
Erupoumries damonsTations de la meme fpon,

@ Découperun progamme en modules,
Faire da mame aveo une deamonsTaton {lemme),
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Lalgorithmique com me outl didactique pour les mathématiques

@ Fgueur redactichndla/Présantaion,
B ARalyEe et methodslogie de & résolulon.

Analyse a1 méthodologle de [a résolution

@ Découperun progamme en modules,
Faire de meme oveo une demonsTaton |emme),
@ Féaduire un probléme 4 un aute grace 4 un algodthme,
Faire de meme en mathamaigues pour demon Ter une Fomsiion
@ Technigues de ganie logiciel | du cahier das charges au logicial,
Ow Menonoe & ‘algorithmm,

Dw lanonoe & le demonsTeion sur foille (en passantpar (analse etla
reciaoion),

Didactique de |'algorthmigue et éwaluation

@ Tranvadl sur machine

Lo senodcn mstoromim,
Apmendres & oomiger 58S BTEITS U D omin,
...Mmais @orreles pogRmmes sur mper avent fepdemend,

@ Ewvaluer |la Agueur rédacionnelle,
@ Esvaluer|a présantaionistructure des programmes,

Sorir de |Ides qu'un bon pogmmme sstinoom pehenside,
..l Do TR .
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Didactique de |'algorthmigue et éwaluation

@ Trasalller sur des programmes dép falt | que Ritil, gualle com e T
i it en mrte ste oomdeter,

B Progt,

3 Ngthodes danalyse gar "touches" [ginle logicel) .

Didactique de |'algorithmique et éwaluation

@ Savoir tester un programme,
Avmn [omdineteur (ofasant),
A& b main pf apras),
@ L& tabeay comme maching @ Turng' fSEmulasur dordnasur
[Berirefatic aribaec ing),
Dessiner o5 oases memoires,
Les miodifer en Risantune eemouion RS & &S,
@ Explguer 'te qui =@ passe eh machine”,
Cespomiser Momdinateur,
Ay e ohose oubine Dm nor.
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Le pobéme du choix dun langagedogicel

@ Stucuré et synixe dgoureuse ou pdus parmissif
@ Typéou nonh

@ Passage par valeur ou par adresse

@ Maraif ou réecursf

@ Fonctionnel ou impératf

¥ Orient objet ou noh

Lihe propositon : Python/Sage

Sage | aspect padagogique

@ Programmé en pyton, ullisaton en Python.
@ Le 'hoteboek"” : inerface agéabe/possibiles graphiques |
@ Mom breuses HHioheqgues & pacialls des

@ Trés complet : algabre, analyse, caleul numéngque, caleul symboligue,
proba Hlies, s mistioues, geom etie,

@ Paut étre utilisé usgue dans le su pareur
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Lihe propositon : Python/Sage

@ Logiclel licence GHU
@ Las pect 'serveur".

@ Lhe communauie qul se développe.

— Logiciel en anglais uniguement [mals ébauche dune version francisda)

— Pau de ressources en fangals pour les enseighants,

@ Lhilisé par certines académies | Académie Alx-Maseille
bt ifsage irem univ-mes i

Line popositon : Python/Sage

Fython : un wal langage, utilisé auss| Hen par la Nasa, Google, en
Hoinfrmalgue, ..

Wlt- gaedrme, portabe,
Langage ofents obet | bonne vslon inellecyelle,
Fortement Type,

Syntaxe simpe etinuitve,

Leence | bre.

& & & © @&
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Concusion

Inroducion de | algorthmigue dans e rogram mas

@ Mni-révelution dans |'enselighement des mathématiques
@ Cecasion de diversifer les com paiences demandées aux éleves
@ Fas seulement outll indis pansabe en mathématiques a ppliguées
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Introduire des éléments d’algorithmique et de
programmation dans I'’enseignement secondaire ? Une étude
didactique

Nguyén Chi Thanh
Faculté de 'Education, Université Nationale du Viethnam a Hanoi

Annie Bessot
IREM de Grenoble et Laboratoire LIG, équipe DIAM, Université de Grenoble

Cet exposé a pour objectif de présenter le travail de thése de Nguyen Chi Thanh
(2005)41,

Nous présentons d’abord les résultats d’'une analyse épistémologique concernant
'algorithmique et la programmation. Puis nous donnons les résultats d’'une analyse
institutionnelle comparative France Viét-nam en ce qui concerne la présence d’éléments
informatiques dans I’enseignement mathématique secondaire (noté par la suite EMS)
sous les programmes autour des années 2000. Nous interrogeons brievement les
nouveaux programmes 2009. Nous terminons en présentant les éléments d’une
ingénierie didactique expérimentée en France et au Viét-nam : conception, réalisation et
analyse dans les conditions et les contraintes du programme en vigueur lors de
I'expérimentation.

Analyse épistémologique

1. Analyse de la genése de la machine ordinateur en rapport avec les problemes
mathématiques

Nous nous attachons a repérer les ruptures et les filiations dans la co-genese de la
notion de machine ordinateur et de la programmation d’algorithmes, en prenant en
compte 3 criteres :

- les problemes mathématiques, ayant une solution algorithmique connue,

- les savoirs mathématiques de I'’époque en relation avec ces problémes

- le contexte technologique de I'époque

Nous portons aussi notre attention sur I’évolution d’'une étape a une autre du rapport de
I’homme avec la machine.

1.1. La machine arithmétique

La mécanisation des calculs fut d’abord celle des algorithmes liés aux 4 opérations de
I'arithmétique décimale. L’enjeu initial de cette mécanisation du calcul est bien décrit par
Leibniz : se libérer du calcul qu’il qualifie de travail d’esclave : « il est indigne d’homme
remarquable de perdre des heures a un travail d’esclave, le calcul, qui pourrait fort bien

41 Theése en cotutelle France - Viét-nam codirugé par Anie Bessot et Lé Van Tien. Philippe Jorrand en a
contrdlé les parties informatiques. Alain Birebent a aussi participé a ce travail.
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étre confié a n'importe qui, avec I'aide de machine. » (Leibniz cité par Ligonniere 1987,
p. 41)

Cette mécanisation s’appuie sur l'existence d'un contexte technologique, celui du
mécanisme d’horlogerie avec roues dentées et ergots

Le probleme de la mécanisation des quatre opérations est résolu en 1821 par Thomas
de Colmar, qui congoit ’Arithmometre en filiation avec la Pascaline de Pascal (1642) et
la machine de Leibniz (1672 - 1693) : les dispositifs, qui servent a inscrire les deux
nombres pour I'opération et a afficher le résultat, sont dissociés.

De nouvelles méthodes mathématiques liées a I'évolution des mathématiques émergent
et vont faire évoluer la conception des machines arithmétiques.

La méthode des différences finies, utilisant les dérivées successives d’'une fonction
polynomiale, va permettre d’organiser la tabulation de toute fonction polynomiale et par
approximation celles d’une classe plus large de fonctions.

Charles Babbage, mathématicien anglais (1791-1871), veut mécaniser les taches
répétitives de réalisation de ces tables afin de diminuer le risque d’erreurs dues au
calcul humain et au report humain des résultats : second enjeu de la mécanisation des
calculs. La premiere machine de Babbage « difference engine » (1821) a des capacités
étonnantes, puisqu’elle [...] peut calculer des valeurs de fonctions polynomiales de degré
7 pour des nombres comportant jusqu’a 31 chiffres (Swade 1993, p. 82)

Mais la seule innovation par rapport aux machines précédentes du projet de machine a
différences est d’'imaginer I'impression automatique des résultats. Le dispositif de sortie
qu’est I'imprimante soulage le travail de 'homme dans le report de résultat. Ce dispositif
est, en quelque sorte, 'embryon de dispositif de sortie de la machine ordinateur actuelle.

Nous représentons par un schéma l'architecture de la machine arithmétique (cf. figure

Instruction »
Information >

Unité calcyl P n
— | Opérateur

\ " A |
Opérateur ri’\ -1

——ts v o
&
W Unité mémoire = ’ Sactie <« Opérateur
| -—J

En grisé : nouveauté de la machine & dif férences

1).
Figure 1. Architecture de la machine arithmétique

Dans la machine arithmétique, 'opérateur humain doit entrer les nombres dans la
mémoire - inscripteur, mémoriser les résultats intermédiaires a I'aide de rondelles ou
d'un moniteur de rotation, faire tourner chaque roue et enfin lire les chiffres
apparaissant dans les lucarnes pour les copier. L'intervention humaine est donc
nécessaire tout au long du processus de calcul. Babbage améliore I'architecture des
machines arithmétiques par I'invention de I'imprimante qui supprime l'action de report
du résultat.

Chaque machine arithmétique est un programme mécanisé : le programme est interne et
figé.

133



1.2. Une premiére rupture : la machine analytique de Babbage

C’est en voulant que la machine exécute automatiquement non seulement une tache de
calcul mais une chaine de calculs sans intervention de 'opérateur que Babbage pense a
un nouveau projet plus ambitieux, celui de la machine Analytique (1834-1836).
L’'invention des métiers a tisser par Jacquard au XVIle siécle marque un pas important
dans la communication entre 'homme et la machine par l'introduction de programmes
extérieurs a l'aide de cartons perforés « préfigurant ainsi la notion moderne de
programme » (Ifrah 1994, p. 536).

Le champ des algorithmes de calculs s’élargit, suite aux avancées en analyse et en
algébre comme par exemple, 'invention du calcul différentiel et intégral (Leibniz en
1672), 1a solution d’'un systeme d’équations (Cramer en 1750), la théorie des fonctions
analytiques (Lagrange en 1797).

Ce nouveau contexte technologique et mathématique va offrir a Babbage les moyens de
concevoir une machine capable de traiter mécaniquement une chaine de taches de
calcul.

Grace aux cartes perforées, sa machine est capable de choisir les opérations a effectuer,
soit a partir d’'une regle qui lui a été donnée, soit en fonction du résultat des calculs
précédents. Une telle possibilité, connue sous le terme de « branchement » ou de « saut
conditionnel » permet a la machine analytique de poursuivre seule sa tache, apres
sélection de la décision appropriée.

En plus de la faculté de décision, Babbage congoit pour la premiere fois la notion de
mémoire (« store ») structurée en colonnes et ayant la propriété d’étre effacable.

Cette machine n’est pas construite quand Ada Lovelace écrit un premier programme
informatique. Cette écriture nécessite un travail mathématique préalable. Ce travail
mathématique lui permet a la fois d’identifier un invariant de cycle et la formulation
d’une condition d’arrét (compteur décrémenté).

Pour nous faire comprendre, examinons le probléme du calcul des nombres Bernoulli .
Ci-apres le travail mathématique d’Ada Lovelace avant I'écriture d'un programme a la
machine Analytique de Babbage.

Ada Lovelace part d’'une formule connue
X X X2 x4 x6
o1 LTt By B B s

Elle transforme cette formule en la formule de récurrence suivante :
1 2n-1 2n 2n.(2n-1).(2n - 2)
22n+1 T B *Bs 2.3.4 *

avec n entier supérieur a 0 et ou Ao + A1B1 + A3Bs + ... B2n-1=0

..+ Ban-1=0

Ce travail mathématique lui permet de transformer une formule initiale contenant une
infinité dénombrable de valeurs en un processus de calcul n-fini.

Ce processus est basé sur une double formule de récurrence : Azi+1 en fonction de Azi1 (i
> 1) et Bzi+1 en fonction de Bzj+1 et de Azj+1 (j=1 ...1-1)

Il permet aussi d’attacher la condition d’arrét du processus de calcul a la valeur finie n.
Ada Lovelace écrit alors un programme pour n = 4 et I'exécute « a la main ».

Nous voyons donc que I'écriture d'un programme (qui devient externe) s'accompagne
d'un retour réflexif sur les objets mathématiques de la formule afin de dégager la
condition d’arrét et I'invariant d'un cycle.
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Une colonne variable devient alors un emplacement dans l'unité de mémoire effagable
dans lequel on stocke intentionnellement une donnée, c’est-a-dire une variable
informatique.

Nous représentons par un schéma I'architecture de la machine Analytique de Babbage
(cf. figure 2).

Instruction >

Information _ ...
Unité de
commande ‘
y > —
R - \d
Entrée el i T — Soctie
‘ Progrowmss | Unité de calcul --i Tigression
carfes e e | )
B S, il
Unité de mémoire
effagable

Figure 2. Architecture de la machine Analytique

L’existence d’'un programme externe séparé de la machine va permettre potentiellement
a la machine de Babbage d’accroitre les possibilités mécaniques de calcul. De plus, la
mémoire de cette machine a pour propriété fondamentale d’étre effacable
contrairement a la mémoire des machines arithmétiques. Nous avons montré comment
Ada dans le premier programme a cette machine utilise ce caractere d’effacabilité de la
meémoire pour faire émerger les notions de variable et de boucle.

Mais cette machine a programmes externes a des limites.

Les programmes sont contenus dans un dispositif externe (cartes perforées) que l'unité
de commande vient lire pas a pas pour exécuter les instructions successives qui y
figurent. Si un programme doit étre exécuté de nouveauy, il faut qu'un opérateur humain
l'introduise de nouveau dans la machine, ce qui allonge le temps du traitement.

De plus, il y a une séparation totale entre l'organe de commande (programmeur a cartes
contenant les ordres de commande) et les autres organes et informations, en particulier
les données et les résultats du calcul.

Absentes des mémoires, les instructions une fois exécutées disparaissent pour la
machine.

Cette idée que le résultat d'une action puisse réagir sur une commande a émergé
lentement au cours du XIXéme siecle. Par contre il faudra attendre le XXe siecle pour
qu'on se permette de traiter automatiquement les ordres de commande comme de
vulgaires données. (Verroust 2004)

1.3. Une deuxieme rupture : la machine ordinateur de Von Neumann

La contribution fondamentale de Von Neumann a la conception de la machine
ordinateur est nommée couramment « Principe de Von Neumann ». Elle est une réponse
aux limitations de la machine analytique : selon ce principe, les instructions doivent étre
contenues dans la mémoire et la machine doit fonctionner sur programme enregistré.
L’'idée de programme enregistré présente deux avantages principaux, celui de
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'accélération des calculs et celui de la modification des instructions par la machine elle-
méme : en ce sens cette machine se différencie fondamentalement des machines
calculateurs et prend le nom d’ordinateur.

Les avancées théoriques en mathématiques et en physique (travaux de Turing, Von
Neumann etc.), et les avancées technologiques (registres, systemes de communication
etc.), permettent en 1948 de fabriquer aux Etats-Unis « la machine de Manchester »,
premiere machine ordinateur entiérement électronique et construite conformément au
plan de Von Neumann .

Cela va entrainer un accroissement considérable du champ des problémes calculables.
En travaillant sur le 10e probléme de Hilbert, Turing a essayé de formuler la réponse a la
question de 'existence d'un algorithme universel pour une classe de problemes et de
trouver un modele théorique de la machine ordinateur. Ce travail va conduire a la notion
de probléme décidable : un probléme est réputé décidable lorsqu'’il existe un algorithme
dont I'entrée est une instance du probléme et dont la sortie est une réponse effective a
ce probléme. Les années 30 ont consacré I'existence de problemes indécidables ce qui a
nécessité de définir la notion d’algorithme. Nous retiendrons la définition attachée a la
machine hypothétique de Turing (qui ne s’arréte jamais !) : Turing définit la notion
d’algorithme comme un ensemble d’instructions pour sa machine simple. (Goldschlager
et al., 1986). La these de Church-Turing postule que tout probléeme de calcul basé sur
une procédure algorithmique peut étre résolu par une machine de Turing. Tout
programme d'ordinateur peut donc étre traduit en une machine de Turing.

Si on se restreint au probleme de la tabulation d’'une fonction, quelles sont les fonctions
mathématiques calculables par la machine de Von Neumann ? La réponse donnée est
que toute fonction pour laquelle il existe un ensemble d’instructions pour la machine de
Turing ou encore pour laquelle existe un algorithme, est calculable.

L’architecture de tous les ordinateurs existants actuellement est celle de Von Neumann.
Les efforts pour faciliter la communication entre ’homme et la machine se reportent
alors sur l'amélioration des langages de programmation qu'autorise le programme
enregistré.

Les premiers langages en restant proches des caractéristiques de la machine rendent
opaques la signification du programme et des notions qui y sont fondamentalement liées
comme variable et boucle. Cette opacité est a la source de 'avenement de langages
évolués proches de l'algorithme que l'on programme et libres des contraintes
technologique de la machine. De tels langages, tout en étant évolués, c’est-a-dire libérés
des contraintes technologiques de la machine, gardent des liens sémantiques avec la
machine de Von Neumann, car « la notion de mémoire est représentée par la donnée
abstraite qu’est une variable ».

Nous n’en dirons pas plus dans le cadre de cet exposé : on peut se reporter a la these de
Nguyen Chi Thanh pour une analyse de I’évolution des langages du programme d’Ada
aux langages évolués.

Nous représentons par un schéma I'architecture de la machine ordinateur (cf. figure 3).
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Figure 3. Architecture de la machine ordinateur

Du point de vue de I'architecture de la machine, les trois étapes « Machine Arithmétique
», « Machine Analytique » et « Machine Ordinateur » sont marquées d’'une part par
I'accroissement des possibilités de stockage et d’autre part par la propriété
fondamentale d’effacabilité de la mémoire qui, conjointement, accroissent les
possibilités de calcul de la machine.

L’évolution de la mémoire a permis de transformer les relations entre 'homme et la
machine. Avec la possibilité mécanique du stockage en mémoire de résultats
intermédiaires liée elle-méme a la propriété d’effacabilité de ces résultats, 'exécution
mécanique de calculs répétitifs est rendue possible (machine analytique de Babbage).
Cela a pour conséquence fondamentale I'écriture d’'un programme a une machine, la
notion d’effagabilité étant intrinséquement liée a la notion de variable et de boucle.

La définition de mémoire effacable servira de référence pour la suite de I'exposé, en
particulier pour la notion de variable informatique : Une mémoire effagcable est un
emplacement dans l'unité de mémoire ou l'on peut intentionnellement stocker une
valeur. Ce stockage efface 'ancienne valeur contenue dans cette mémoire. L’'unité de
mémoire d’'une machine qui possede un certain nombre de mémoires effacables est dite
effacable.

L’'idée qu'un programme dit enregistré et des données puissent partager une mémoire
commune (machine de Von Neumann) permet de traiter le programme lui-méme
comme des données de calculs. Un programme, une fois exécuté, peut devenir une
instruction pour un autre programme.

1.4. En conclusion, quelques définitions

Je vais m’appuyer sur un schéma pour conclure cette premieére partie de l'analyse
épistémologique (cf. figure 4).

Solution =
; - Machines
mathématique N 7 \
Probidme Algorithme Programme en
et ‘ mémoires
. Travall
% J l\ mathématique
=1 = = T =
Algorithmique Programmation
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Figure 4. Schéma des rapports entre algorithmique et programmation en
mathématiques

Un algorithme est une suite finie d’instructions a appliquer dans un ordre déterminé a
un nombre fini de données, pour arriver avec certitude, en un nombre fini d’étapes, a un
certain résultat, solution d’un probleme mathématique, et cela indépendamment des
données. (Bouvier et al. 1993)

L’objet de l'algorithmique est la conception, I’évaluation et I'optimisation des méthodes
de calcul en mathématiques et en informatique. (Flajoret, Encyclopaedia Universalis,
tome 1, p. 814)

Un programme informatique est une liste des instructions auxquelles la machine devra
obéir, dans 'ordre de leur exécution [...]. On le chargera dans la mémoire de la machine,
ou elle puisera les instructions au fur et a mesure de leur exécution, a sa propre vitesse
(Arsac 1995)

Les langages de programmation permettent de définir les ensembles d'instructions
effectuées par l'ordinateur lors de I'exécution d'un programme. Un programme est donc
I'expression d'un algorithme dans un langage donné pour une machine donnée.
L’articulation entre algorithmique et programmation se construit en méme temps que
'architecture des machines évolue

2. Emergence d'un enseignement universitaire d’algorithmique et de
programmation

Nous présentons trés brievement maintenant comment a émergé un enseignement
d’algorithmique et de programmation en méme temps qu’'a émergé l'informatique
comme discipline scientifique a I'université. Nous chercherons a dégager les conditions
mises en place par ces pionniers et des stratégies possibles d’enseignement. Nous
accorderons une importance particuliere a la place de la machine dans ces
enseignements.

Pour repérer l'arrivée dans l'enseignement universitaire d’objets fondamentaux de
I'informatique (centration sur les notions de boucle et variable), nous avons choisi des
moments clés marqués par trois traités. Un traité est un ouvrage écrit par un auteur, qui
non seulement contribue a la production d’un domaine ici I'informatique mais aussi a son
enseignement.

Ces traités sont les suivants :

1957 : premier enseignement de programmation mis en place a l'université Joseph
Fourier par J. Kuntzmann.

1968 : premiere édition du volume « Fundamental algorithms » dans la série « The art of
computer programming » de Knuth.

1978 : parution d'un ouvrage de référence pour l'algorithmique « Fundamentals of
Computer Algorithms » de Horowitz et Sahni.

Remarquons tout d’abord que l'enseignement de la programmation a précédé
I'enseignement de I'algorithmique.

Quelles conditions sont mises en place dans ces traités pour cet enseignement et quelle
place y occupe la machine et les langages de programmation ?

- Kuntzmann choisit pour son enseignement de la programmation, d’écrire et de faire
écrire les programmes en langage assembleur d’'une machine concrete et réelle EDSAC
mais évoquée puisque absente de I'environnement des étudiants. Les objets
informatiques fondamentaux présents sont instructions, boucles, programmes,
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organigrammes et architecture de la machine. Une variable informatique est un
emplacement dans une mémoire effacable. Le role des organigrammes est central dans
ce traité pour la conception, la construction et I'évaluation des programmes et pour la
conceptualisation de la notion de boucle.

- Knuth construit une machine idéale, nommée MIX, associée a son langage assembleur
Mixal. Le couple (machine MIX, langage Mixal) est con¢u par Knuth comme universel :
d’'une part l'architecture de la machine est celle des machines existantes ; d’autre part,
un programme-machine est présent et permet de traduire tous les programmes écrits en
Mixal en langage machine numérique.

Knuth développe un discours explicatif sur la notion de variable, au travers de la notion
d’affectation ; en particulier il prend soin de distinguer son usage de celle de variable
mathématique. La description d’'un algorithme par un organigramme avec son systeme
de regles d’écriture établit la notion de boucle

- Quant a Horowitz et Sahni, ils congoivent un langage de programmation, SPARKS pour
décrire tous les algorithmes. Ce langage évolué, proche du langage Pascal, est considéré
comme universel car traduisible (par un pré-compilateur) en un programme en langage
Fortran, disponible sur tous les ordinateurs de I'époque. La notion de variable reste
implicite, mais la notion de boucle est un objet fortement présent et contribue pour
Horowitz et Sahni a I'expressivité et la simplicité du langage SPARKS.

La notion de machine passe a I'arriere plan et disparait des enjeux didactiques de ce
manuel.

L’analyse de ces trois traités permet de dégager deux grandes stratégies
d’enseignement.

Le terme de stratégie désigne pour nous une fagon d’organiser le corps des savoirs dans
un enseignement d’algorithmique et de programmation.

- Premiere stratégie : présence d’'une machine de référence, réelle ou fictive

Ces machines fictives peuvent étre virtuelles (c’est-a-dire non construites mais
particuliere comme celle de Babagge, 1842), ou idéales (c’est-a-dire non construites
mais représentantes d’une classe de machines réelles comme la machine MIX de Knuth,
1968). L’enseignement de l'algorithmique et de la programmation est alors lié a la
compréhension de 'architecture de la machine et a la conception d’'un langage orienté
vers cette machine.

Deuxiéme stratégie : absence de machine de référence

Dans cette stratégie, I’enseignement de I'algorithmique passe par celui d’un langage de
programmation représentatif d’'une classe de langages existants (comme le langage
SPARKS de Horowitz et Sahni, 1978, langage évolué de style impératif). Cet
enseignement suppose la connaissance préalable d’'un langage de programmation.

Les deux stratégies repérées se distinguent par la place de la notion de machine et du
langage de programmation dans l'enseignement de l'algorithmique et de la
programmation.

Les traités de Kuntzmann et de Knuth relévent de la premiére stratégie, celui d’'Horowitz
et Sahni de la deuxieme. La deuxiéme stratégie est la stratégie dominante de
I'enseignement actuel d’algorithmique.

Nous allons maintenant présenter les points principaux d’'une analyse comparative de

deux systemes d’enseignement : EMS en France autour des années 2000 et au Viét-Nam
dans les années 1990 - 2000.
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Analyse institutionnelle comparative des EMS France, Viét-nam#2
1. Avant 2009

1l y a volonté institutionnelle d’introduire des éléments d’'informatique dans les deux
institutions, Lycée en France et au Viét-nam, mais avec deux points de vue différents.

En France, cette introduction se fait au sein des mathématiques dans des domaines,
comme l'analyse, la statistique et a partir de 2000 I'arithmétique, sans que la notion
d’algorithme soit objet d’enseignement.

Au Viét-nam, l'introduction est tentée a deux endroits : en mathématique et en
informatique laquelle est considérée comme une discipline autonome.

Par un examen de manuels en France pour le programme 2000 et ceux en vigueur au
Viét-nam entre 1990 et 1998, Nguyen Chi Thanh a tenté de répondre aux questions
suivantes :

-Y a-t-il présence d’algorithmes ? Si oui, quel role jouent-ils ?

- Y a-t-il présence de programmes informatiques ?

- Comment vivent-ils ?

Nous considérons les manuels Belin, Déclic, Bréal en France - M1, M2, M3 au Viét-nam
Regardons le nombre d’exercices qui concernent la notion de variable informatique.

Comme le montre le tableau ci-aprés les exercices sont quasi inexistants dans les deux
EMS (cf. tableau 1).

Belin 3 M1 0
Déclic 2 M2 4
Bréal 0 M3 0

Tableau 1. Effectif des exercices sur la notion de variable informatique

Comment I'éleve peut-il différentier la notion de variable informatique (qui désigne une
case de mémoire) de la notion préconstruite de variable mathématique ?

De la méme facon examinons les exercices concernant |'écriture d’'un algorithme : ils
sont inexistants en France, nombreux au Viét-nam mais la les algorithmes ne sont pas
itératifs (cf. tableau 2)

Belin 1 M1 2
Déclic 2 M2 19
Bréal 0 M3 5]

Tableau 2. Effectif des exercices sur I'écriture d’algorithme

42 Ay Viét-nam, Nguyen Chi Thanh s’est appuyé sur la recherche de Le Van Tien (2001), qu’il a complété
par 'analyse de trois collections de manuels (1990) (M1), (M2) et (M3).
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Les exercices d’exécution d'un programme sont nombreux en France, mais avec une tres
faible familiarisation des éléves avec les algorithmes mathématiques ; ils sont par contre
quasi inexistant au Viét-nam (cf. tableau 3).

Belin S M1 1
Déclic | 22 M2 3
Bréal | 11 M3 2
Tableau 3. Effectif des exercices sur I'écriture d’algorithme

En conclusion, des algorithmes mais pas d’algorithmique enseignée ; des programmes
mais pas de programmation enseignée.

Soulignons de plus l'absence institutionnelle de tout langage de programmation aussi
bien en France qu’au Viét-nam.

Dans les deux institutions, on peut faire un constat de grandes difficultés voire d’échec
de ces tentatives a des degrés divers.

Au Viét-nam, le chapitre informatique a été supprimé et une deuxieme tentative
(introduction de I'informatique en tant que discipline) a, elle aussi, été éphémere (1995-
96).

En France, sous les programmes 2000, si les notions de base en informatique se
maintiennent, elles vivent mal : cela se traduit dans les manuels par I'effacement de la
nature algorithmique des procédés d’approximation, par le refus de construire des
taches relatives a la programmation des algorithmes et enfin par le recours a des
logiciels de calcul pour instrumenter les techniques associées a ces taches.

On peut avancer certaines raisons explicatives de cet échec ou difficultés.

Au Viét-nam, le chapitre informatique est un « isolat » dans EMS puisque les algorithmes
itératifs nécessaires a cette partie sont peu présents dans les mathématiques
enseignées. De plus, 'absence ou la non prise en compte des instruments de calcul
(calculatrice, ordinateur) font que les algorithmes itératifs de calcul ne sont jamais
effectifs au-dela des calculs des premiers termes de l'itération (calculs a la main).

En France, il existe dans EMS des lieux possibles pour les algorithmes itératifs de calcul
en analyse, en statistique et en arithmétique. Leur présence a été voulue par les
promoteurs de la contre-réforme pour introduire l'activité expérimentale dans
I'enseignement des mathématiques. Pour ces promoteurs, une condition pour faire vivre
ces algorithmes de calcul et 'activité expérimentale, est la présence des instruments de
calcul. Mais les logiciels comme le tableur (de la calculatrice et de I'ordinateur) qui sont
préconisés, prennent en charge les calculs itératifs et une part de I'élaboration de ces
algorithmes.

2. Et dans les programmes 2009 en France ?

Pour questionner brievement les programmes 2009, nous allons d’abord donner
certaines idées essentielles issues du rapport de la commission Kahane de réflexion sur
I'enseignement des mathématiques (2001), 'une des références du travail de Nguyen
Chi Thanh.

Cette commission défend l'idée d’introduire une part d’informatique dans
I'enseignement des mathématiques et dans la formation des maitres en faisant évoluer
progressivement les contenus pour intégrer de nouveaux objets et notions
d’algorithmique et de programmation.

141



Ce rapport souligne une distinction fondamentale :

- d'une part, l'utilisation des ordinateurs et calculatrices et des logiciels qui y sont
implantés,

- d’autre part, 'apprentissage et '’enseignement des concepts de base de 'algorithmique
et de la programmation.

Les concepts de base de la programmation et de l'algorithmique sont pour la
commission:

- structures de contrdle (boucles et branchements) et récursivité pour la programmation :
- structures de données et complexité pour la notion d’algorithme.

Un survol rapide des programmes 2009 pour la classe de seconde montre une certaine
influence du travail de cette commission.

Par exemple, ce programme différencie fondamentalement I'algorithmique de l'usage
des logiciels. Mais I'algorithmique est premiére et séparée de la programmation.

Il y a bien présence de certains des concepts de base de l'algorithmique et de la
programmation identifiés par la commission Kahane mais ces concepts deviennent des
compétences.

La complexité des algorithmes commande la machine. Les machines sont bien
mentionnées explicitement, mais comme un environnement de programmation.

Il resterait a analyser les manuels actuels pour avoir une idée des pratiques possibles
pour les enseignants et les éleves dans EMS sous les contraintes et conditions de ces
nouveaux programmes.

Nous allons maintenant essayer de vous faire rentrer dans la conception et la réalisation
de I'ingénierie didactique de Nguyen Chi Thanh.

Principaux éléments de la conception de I'ingénierie didactique
1. Une situation fondamentale possible de I'algorithmique et de la programmation

Notre enquéte épistémologique a permis d’identifier dans I'histoire de I'informatique et
de son enseignement un certain nombre de conditions favorables a la genése des
notions de variable et de boucle pour la résolution de problemes mathématiques. Parmi
ces problemes nous choisissons le probleme de tabulation d’'une fonction numérique.
Pourquoi ?
La résolution du probleme de tabulation exige la répétition de calculs identiques.
L'amélioration de la fiabilité des résultats des calculs et la réduction du coit de la
répétition de ces calculs ont conduit historiquement a concevoir des machines et a
écrire des programmes adaptés aux caractéristiques de ces machines. De plus ce
probleme est présent dans EMS, la notion de fonction étant une notion mathématique
centrale au lycée.
C'est pour cela que nous formulons une situation fondamentale possible de
I'algorithmique et la programmation pour l'ingénierie didactique qui articule un
probleme de tabulation a un probléeme informatique.
- Le probléme mathématique de la tabulation d'une fonction numérique est formulé
comme suit:
« Soit f une fonction. Calculer les images par cette fonction de m nombres xo,
X1...Xk...espacés d'un pas p et appartenant a I'intervalle [a, b] avec xo = a. »%3

43 en gras les choix possibles.
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- Le probleme informatique est celui de I'écriture d’'un message a une machine a mémoire
effacable pour une exécution effective d’'une solution du probleme mathématique.
L’absence dans les programmes 2000 du Lycée de tout langage de programmation
conduit au choix de la premiére stratégie d’enseignement de l'algorithmique repérée
dans la partie épistémologique, a savoir la présence d’'une machine de référence, réelle
ou fictive avec comme enjeu la compréhension de l'architecture de la machine
ordinateur et la conception d’un langage approprié a cette machine.

La machine de base des machines de I'ingénierie est la calculatrice non programmable.
Ce choix est fondé par le fait que cette machine est présente dans la plupart des EMS en
particulier celle du Viét-nam.

2. Types de mémoires d’une calculatrice non programmable ?

Nous avons montré que le caractére d’effacabilité d’'une mémoire et le stockage
intentionnel de données dans cette mémoire est nécessaire a '’émergence de la notion
de variable informatique et de boucle. Rappelons que pour une telle mémoire le
stockage d’'une nouvelle valeur efface toute valeur déja la. Par abus de langage et par
commodité, nous appellerons touches mémoires les touches de la calculatrice qui renvoient
a une place dans l'unité de mémoire de la machine calculatrice.

Nous examinons maintenant les principaux types de mémoires des calculatrices non
programmables.

- Mémoires visibles

Quelles touches mémoires visibles de la calculatrice peuvent devenir candidates a
donner du sens a la notion de variable informatique ?

e Un premier type de mémoire visible : les touches A, B, C, etc.

Deux opérations sont associés a ces touches : le stockage (Sto chez TI ou -> chez Casio)
et le rappel (Enter chez TI ou = chez Casio ou Rcl dans les 2). Par exemple, si on fait la
suite d'appuis suivante : « V3 sto A :sin 30 =; A x4 -5 » alors la valeur dans la mémoire
Aest V3.

Quand une nouvelle valeur est stockée en mémoire, 'ancienne valeur est effacée. Cette
propriété d’effacabilité nous amene a nommer ces mémoires « mémoires variables ».

e Un deuxiéme type de mémoire visible : la touche Ans

Cette deuxieme mémoire se distingue de la « mémoire variable » par le fait que le
stockage d’'une donnée suit automatiquement tout appui sur la touche « = » (ou « Enter
»). Cette mise en mémoire peut donc ne pas étre le résultat d'un stockage volontaire et
ce stockage peut méme étre ignoré de l'utilisateur de la calculatrice. Par exemple, si on
fait la suite d'appuis « V3 = ;sin 30 =; Ans x 4 - 5 », la valeur dans la mémoire est celle
du dernier résultat a savoir sin 30.

La particularité d’effacer automatiquement le contenu rend la mémoire Ans impropre
pour supporter la notion de variable informatique. La mémoire Ans est en quelque sorte
la mémoire du dernier résultat. Nous dirons qu’elle est non effagable.

- Un touche mémoire invisible : la parenthese
Les touches parentheses sont commandées par une mémoire « pile » invisible pour
sauvegarder provisoirement des valeurs numeériques et fonctions dans une expression

entrée al’écran.

3. Une calculatrice générique : Alpro
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Pour les besoins de I'ingénierie, nous avons cong¢u une calculatrice générique au sens ou
elle représente les calculatrices non programmables présentes en 2000 dans les EMS en
France et au Viét-nam. Ce projet avait en particulier pour objectif de répondre aux
questions suivantes :

- Quelle est la pratique privée de la calculatrice chez les éléves ?

- Dans cette pratique privée quel est I'usage des mémoires ?

De plus nous voulions observer et contrdler la genése instrumentale de ces mémoires.
Nous avons donc construit un émulateur de calculatrice non programmable dit Alpro.
Une caractéristique de cet émulateur est I'enregistrement automatique d’un fichier de
I'historique des touches actionnées : ainsi ces fichiers dits historiques nous donnent
acces a ce que nous avons appelé « programme en actes » pour toute tentative de calcul
effectif avec Alpro.

Deux versions de cet émulateur ont été construites : Alpro et Alpro bloqué que nous
décrivons plus loin.

4. Des choix didactiques

Nous avons choisi d’écrire les nombres en écriture décimale parce que cette écriture est
celle de I'affichage des résultats d’'un calcul a 'aide d’une calculatrice ordinaire. Ce choix
installe le calcul dans une problématique du calcul effectif a 'aide de la calculatrice tel
qu’il existe dans les deux institutions. La notation Dj désignera désormais I'’ensemble des
nombres décimaux ayant j chiffres apres la virgule.

- La machine de base de I'ingénierie est la calculatrice Alpro bloqué (cf. figure 5).

Cakulatiion T &_
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I orem Chi Thanh Arrer soomre 2008
Oanre oom
Ox2+64+7
18.85714286
MR Min M a | n | «
st || s1o || ma |
cor/acos s/ osim tor/aton
| | | e J1 ]
‘ JL s JL o ] ‘ \ /1 |
— - — | | —7- -
) i e [ : | |
] - 11 Ans |

Figure 5. Image d’Alpro bloqué

Décrivons les restrictions apportées a Alpro et leurs raisons.

e On retrouve les deux types de mémoires potentiellement visibles d’'une calculatrice
non programmable : la Mémoire Ans et trois mémoires variables A, B, C. Nous avons
choisi de restreindre les mémoires variables a trois (A, B et C) pour favoriser d’'une part
I'usage des mémoires variables et d’autre part '’émergence de la notion de variable
informatique. Les touches liées aux mémoires variables, « Sto » et « Rcl », sont
disponibles ; on peut les taper directement sans devoir passer par la touche Shift.
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« L'indisponibilité des touches parentheéses vise a favoriser ou rendre nécessaire I'usage
des mémoires (variables ou Ans) lors de I'exécution ou de la programmation des calculs
des images de nombres par une fonction.

» Nous avons choisi de ne conserver que les quatre opérations arithmétiques : « + », « - »,
« x », « +» Ce choix augmente, pour les multiplications en particulier (absence de la
touche puissance), le colit des calculs et accroit les risques d’erreurs et justifie I'usage
des mémoires.

 De plus 'émulateur donne acces a un message d’information concernant les touches
mémoires quand le curseur se place a proximité de ces touches sur I'interface graphique.
Par exemple, le déplacement du curseur sur la touche « A » donne l'information suivante
« A : Stocker une valeur dans la mémoire variable A. ». De méme, le déplacement du
curseur sur la touche « Ans » donne l'information « Ans : Rappeler le dernier résultat
calculé. ».

Ces informations peuvent permettre d’'amorcer I'instrumentation d’'une touche mémoire
variable ou mémoire Ans.

Principaux éléments de la réalisation de I'ingénierie didactique
1. Les trois situations de I'ingénierie et leurs enjeux

L’'ingénierie didactique est composée de 3 situations générées par la situation
fondamentale et elle articule un probleme mathématique de tabulation a un probleme
informatique qui est I'écriture de messages a différentes machines (cf. figure 6).
Pour le probléme de tabulation, on se restreint aux fonctions polynomiales de degré n :
« Soit f une fonction polynomiale de degré n. Calculer les images par cette fonction
de nombres xo, X1...Xk... espacés d’'un pas p et appartenant a l'intervalle [a, b] avec
X0=a.»
Les différentes machines dans chacune des trois situations de l'ingénierie didactique
sont analogues de celles de la genese historique des machines : machine Arithmétique,
Machine Analytique de Babbage et enfin Machine Ordinateur de Von Neumann (cf. figure
6).

Situation 1 Situation 2 Situation 3
Machine Arithmétique Machine Analytique Machine Ordinateur
S ™ Y ™ T

 Calculatrice > (Caleulatrice, CalculatorTE>

CCaleulatrice. CalulatorT >

Figure 6. Les trois situations de I'ingénierie didactique

Les enjeux de chacune des 3 situations par rapport au probléme informatique sont les
suivants :

Situation 1 : Exploration des pratiques instrumentées avec la calculatrice et disponibilité
des mémaoires.

Situation 2 : Formulation de lI'invariant de boucle a une machine a mémoire effagable.
Situation 3 : Ecriture d’un programme informatique a boucle a la machine ordinateur.
Nous faisons I'hypothese que la calculatrice non programmable fonctionne pour I'éléve
comme une machine arithmétique malgré la présence de mémoires effacables et l'écriture
d’un programme extérieur. Dans les situations 2 et 3 la calculatrice est complétée par des
parties fictives qui sont les robots Calculator I et II. Nous verrons plus loin les propriétés
de ces robots.
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2. La situation 1 (Alpro)
2.1. Description

Dans cette premiere situation, nous proposons trois calculs effectifs, les deux premiers
individuellement, le troisieme en bindme, avec écriture d'un message a un autre binéme
en langage calculatrice (écriture des touches a appuyer uniquement). On peut
considérer ces calculs comme le calcul de I'image d'un seul nombre x € Dj par une
fonction polynomiale ou composée.
Nous allons associer a chaque calcul des stratégies optimales en termes de cofit (nombre
d’appuis de touches et risque d’erreurs) en rapport avec I'usage des mémoires.
- La consigne pour le calcul 1 est la suivante : « Calculer 2x2 + x + 1 avec x = 3,141 ».
Pour ce calcul, toutes les stratégies sont équivalentes (entre 16 et 20 appuis).
- La consigne pour le calcul 2 est la suivante :
« Calculer 8x3 + 6x2 - 3x-1avecx = 3,141759682 »*+.
Pour ce calcul, les stratégies utilisant la mémoire Ans ou les mémoires ABC sont
équivalentes (entre 29 et 37 appuis). Par contre les stratégies sans usage de mémoire
sont tres colteuses (jusqu’a 134 appuis !).
- La consigne pour le calcul 3 est la suivante :
« Ecrivez un message le plus court possible a un autre bin6me qui ne possede ni
papier ni stylo. Il dispose seulement de la méme calculatrice que vous. Dans le
message n’'indiquez que les touches de la calculatrice. En suivant vos instructions,
ce bindme doit obtenir la valeur numérique de z a I'écran de la calculatrice.
2x3+15x- 5
321x- 27,7534
Pour le calcul 3, qui peut étre interprété comme le calcul de I'image par une fonction
composée, les stratégies a mémoire sont obligatoires pour obtenir le résultat du calcul.

z=y2-5y+70Uy= avecx = 1,254 ».

2.2. Quelques résultats

Dans les taches de calcul numérique instrumenté, le rapport a la calculatrice dans EMS
est essentiellement celui d’'une machine arithmétique, c’est-a-dire sans mémoire
effacable comme le montre le tableau 4 suivant, dans lequel le fonctionnement non
intentionnel de la mémoire Ans est noté AnsSte.

émoires et stratégies | Sans mémoire AnsSte Ans Variables Total
Nd Nd Mda Mdy
Classes
20d F1 et F2 47 19 0 0 66
ler F 7 0 0 2 9
Sous total 54 (72%) 19 (25,33%) | 0 (0%) |2 (2,67%) |75
2ndy 7 2 0 1 10
lerV 6 3 0 0 9
Sous total 13 (6842%) |5 (26,32%) ] 0(0%) |1(526%) |19
Total 67 (71,28%) | 24 (25,53%) | 0 (0%) |3 (3,19%) |94

Tableau 4. Usage des mémoires

44 Une consigne supplémentaire est : « Combien de fois en tout devez-vous appuyer sur les touches de la
calculatrice Alpro pour réaliser le calcul complet de la question 2 ? ».
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(issu de I'analyse des fichiers historiques d’Alpro de 94 éleves) de 2nde et 1ére (2004-05).

L’expérimentation de la situation 1 a été conduite dans cinq classes :

- Deux classes de 2rde | France

- Une classe 10 (équivalent de la 2nde) et une classe 11 (équivalent de la 1¢re), Viét-nam
Les procédures tres largement majoritaires sont des procédures de calcul sans usage de
mémoire ou sans usage intentionnel de mémoire.

L’exécution du programme écrit a autrui pour le calcul 3 ainsi que les premieres
rencontres avec les mémoires dans les phases exploratoires des calculs 1 et 2 semblent
avoir contribuer de facon cruciale au processus d’instrumentation des touches
mémoires d’Alpro comme 'attestent les programmes en actes et les programmes écrits
des éleves.

Le stockage des nombres dans les mémoires (Ans et mémoires variables) devient
intentionnel. C’est le résultat le plus probant concernant I'instrumentation des touches
mémoires. De ce fait la touche Ans, mémoire la plus utilisée, devient une mémoire
visible.

Mais les touches mémoires, que ce soit Ans ou les mémoires variables, ont, dans
I'écriture des programmes, un statut de « variable mathématique » : une mémoire
contient un seul nombre durant tout le calcul.

La caractéristique d’effacabilité n’est pas encore mise en place pour la majorité des
éleves, quelque soit leur niveau : Alpro n’est pas encore une machine a mémoire
effacable. Ce sera l'un des enjeux des situations suivantes de I'ingénierie didactique.

3. Situations 2 et 3 (Alpro, Calculator I puis Calculator II)
3.1. Description

C’est dans ces deux situations que 'on aborde véritablement le probleme mathématique
de tabulation et de la répétition d’'un méme calcul.

« Soit f la fonction x — x2 + 1 Calculer les images par cette fonction de m nombres

X0, X1...Xk... eSpacés d’un pas p et appartenant a l'intervalle [-3, 2] avec xo=-3 ».
On va jouer sur la taille du pas pour augmenter le nombre de répétitions de I'invariant
de calcul.
Deux algorithmes implicites prenant en charge cette répétition sont possibles :
- algorithme M(R) correspondant a la formule de récurrence : xk+1 = Xk + p avec xo = -3
-algorithme M(F) correspondant a la formule fonctionnelle : xk+1 =a + k.p aveca =-3
Le nombre n de répétitions doit étre calculé en faisant intervenir la valeur du pas et la
longueur de l'intervalle.
L’écriture de ces algorithmes fait partie du travail mathématique indispensable pour
rendre programmable la solution mathématique du probleme de tabulation.
- Dans la situation 2, le passage de la valeur 0,2 a la valeur 0,03 pour la valeur du pas p,
augmente drastiquement, non seulement la complexité du calcul (saut informationnel)
mais aussi |'écriture du programme. En particulier, la formulation d’'une condition
d’arrét devient plus problématique et oblige a un retour réflexif sur des notions
mathématiques comme les notions d’intervalle, de fonction et d'image d’'un nombre par
une fonction. On passe ainsi de 26 a 167 répétitions de l'invariant du calcul !
Pour 167 répétition, on doit recourir a l'aide d’'un robot Calculator I qui joue le role
d’une unité de commande des calculs indiqués dans un programme extérieur.
Ce robot ne sait exécuter que deux actions :

147



e Appuyer sur les touches de la calculatrice Alpro a condition qu'on lui indique la suite
d’appuis des touches par écrit ;

e Imprimer automatiquement ce qui est affiché sur la ligne de résultat de la calculatrice
Alpro apres l'appui sur la touche = ;

De plus Calculator I ne posséde ni papier ni stylo.

Les capacités de la machine (Alpro, Calculator I) font que la longueur du message est au
moins le nombre d’appuis de touches d’Alpro. L’écriture du message est alors impossible
dans un temps limité !

- Les enjeux du passage de la situation 2 a la situation 3 sont la co-amélioration de la
machine et du langage pour pouvoir diminuer drastiquement la longueur du message.
La transformation de l'invariant de répétition en un corps de boucle est une réponse a
cette recherche d’économie. Pour cela on introduit un robot amélioré Calculator II, qui a
la capacité supplémentaire (par rapport a Calculator I) de comprendre des instructions
formées d'un nombre limité de mots (3-5 mots) exprimant la répétition (répéter, fois,
Fin etc.) ; on cherche donc a faire évoluer le langage a la machine en méme temps que la
machine (Alpro, Calculator II) qui devient un machine a programme enregistré c’est-a-
dire une machine de Von Neumann.

Pour cela, on demande aux éléves :

o d’écrire en langage Alpro, I'invariant de la répétition dans le calcul de la tabulation de f
(c’est-a-dire ce que le robot amélioré Calculator Il devra pouvoir répéter de lui-méme) ;
 de faire évoluer le langage Alpro en un langage (Alpro, Calculator II) qui permette
d’écrire un message le plus court possible a la machine, en complétant le langage Alpro
par au plus 5 mots : grace a ce nouveau langage, aux instructions de séquentialité,
présentes des la situation 1, s’ajoutent des instructions d’initialisation du programme,
d’itération et de sortie de boucle.

3.2. Situations 2 : résultats

Quand les mémoires variables A, B, C sont utilisées, elles sont initialisées au début de
l'itération. Ce résultat infirme des études précédentes qui montraient que I'opération
fondamentale d’affectation était problématique « méme pour des éleves d'un plus haut
niveau de connaissance dans la construction des boucles » (Samurgay 1985). Cependant
un nombre quasi équivalent d’éleves continue a concevoir les mémoires variables A, B, C
comme des variables mathématiques. Ce statut, présent deés la situation 1, résiste aux
conditions mises en place, en particulier a la répétition importante des calculs. Les
éleves ont recours a des palliatifs comme la mémoire papier ou des symboles ou mots
habituels de la répétition.

Les résultats de l'analyse de cette situation montrent que dans les premiers
programmes écrits de calcul répétitifs, la majorité des éleves déleguent au robot
Calculator I la prise en charge de la répétition et de I'arrét des calculs : ils ont donc pour
la plupart écrit un programme « impossible » au robot Calculator I qui ne sait ni répéter
ni arréter des calculs.

L’enseignant a du intervenir pour rappeler les capacités et les limitations du robot
Calculator 1.

La situation 2 s’acheve sur le besoin d’améliorer de robot Calculator I puisque I'écriture
du programme en un temps limité est impossible !

3.2. Situations 3 : résultats
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Les programmes écrits par les bindmes a la fin de cette situation attestent de la présence
dans la majorité de ces programmes

- d'une part, des notions de variable informatique et de boucle, un observable étant la
mise a jour des mémoires variables,

- d’autre part, d’éléments d’'un langage évolué (Alpro, Calculator II), un observable étant
des mots et des signes exprimant la séquentialité et la répétition.

Du fait que la machine est en partie fictive, le recours a la validation pragmatique
d’Alpro ainsi que le travail coopératif d’institutionnalisation entre l'enseignant et les
éleves ont joué un réle prépondérant dans I'évolution des notions informatiques.

Ce recours et ce travail coopératif ont permis :

- de valider ou d’invalider les programmes proposés par l'exécution des premieres
itérations d’un corps de boucle sur Alpro ou « a la main » ;

- de rendre publics et d’officialiser des objets informatiques comme « mise a jour » ;
« initialisation », « condition d’arrét » et « corps de la boucle ».

La situation 3 a permis aussi d’observer la difficulté de la mise en place d’'une variable
compteur.

Maintenant, nous allons examiner de plus pres le parcours d'un binéme de lére S en
France (programme 2000).

Etude du cas d’un binome de 1¢re S en France

1. Situation 1 : d’Alpro « machine Arithmétique » a Alpro « machine a mémoires
variables mathématiques »

Nous ne regardons ici que la phase du calcul 3. Rappelons ce calcul :
2x3+15x- 5
321x- 27,7534

«z=y2-5y+70uy= avecx = 1,254 ».

Chaque bindme dispose d’un stylo et d’Alpro et doit écrire un message le plus court
possible a un autre bindme qui dispose aussi d’Alpro, mais qui n’a ni papier ni stylo.
Dans le message, on ne doit indiquer que les touches de la calculatrice.

Cette phase de codage est suivie :

- d’'une phase de décodage du message : exécution du programme du message sur Alpro.
Cette exécution valide ou invalide pragmatiquement le programme. Le bindme décodeur
envoie le résultat de I'exécution de son programme au binéme codeur ;

- d’'une phase de rectification du programme suite a la phase de décodage du message.

Examinons le message écrit par le bindme de 1¢re observé.

‘quualmhhnlulmﬁp!tz:

Gp: | 5n (59 (o)

P Rchxd ¢ 15585 019 ]

S
o~

b 3 peh 0,350 U

Cx(, .51(‘1. @

Figure 7. Message du bindbme observé pour le calcul 3
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Le programme écrit utilise la suite des mémoires A, B, Ans et C.

Mais les mémoires A, B, C ne sont disponibles qu’avec le statut de variable
mathématique, c’est-a-dire elles ne contiennent qu’'une seule valeur et elles n’utilisent
pas leur propriété d’éffacabilité.

2. Situation 2 : émergence de la notion de variable comme mémoire effacable

Dans cette situation, on joue sur la taille du pas relativement a la longueur de l'intervalle
pour organiser un saut informationnel entre la phase 1 et la phase 2 : le nombre de
répétition passe de 26 a 167

Dans la phase 1 de la situation 2, le travail mathématique du binéme observé s’appuie
sur l'algorithme MF : xk+1 = - 3 + k x p. Il utilise la mémoire Ans pour réutiliser le dernier
calcul réalisé (avec un statut de variable mathématique).

L’enjeu de la phase 2 est d’écrire un programme de calcul répétitif a une machine et
donc de rencontrer, a propos d'un probléme de tabulation, un probleme informatique.
Le langage pour I'écriture de ce programme est le langage Alpro (déja initié lors du
calcul 3 de la situation 1) : suite de touches d’Alpro. Le travail mathématique du biné6me
dans cette phase s’appuie sur 'algorithme MR : xk+1 = xk + 0,03

Examinons les trois messages successifs adressé au robot Calculator I, messages que
nous qualifions de programme.

En continuité avec la phase 1 le binome utilise la mémoire Ans avec un statut de variable
mathématique avec une erreur : -1 au lieu de +1 dans le calcul de I'image (cf. figure 8).

3= AN

A< MS _ 4
__3"(-)\ 0 :’AN;

MS XA <1

Figure 8. Premier programme avec mémoire Ans : statut de variable mathématique

L‘un des éleves met en doute ce programme et propose d’utiliser une mémoire variable.
Aussitot, I'autre éleve lui dicte un autre programme (cf. figure 9). Ce programme reste
inachevé. L'intention est que la mémoire variable A contienne une constante, le pas p.

LxX *}
(\x ! ﬂ}%(ﬁl tR) 4 A - da
(N
2

Figure 9. Deuxiéme programme avec mémoire A pour contenir le pas
Le stockage des nombres dans A est alors envisagé, ce qui leur fait rencontrer le
probleme de la mise a jour de cette mémoire variable : « A plus 0.03 est mis dans B », en
méme temps qu’est pris en compte la répétition « t'as A, on fait le calcul avec B et on
augmente B tout ca et on retourne comme ¢a » qui est marqué dans le programme écrit
par les pointillés puis le trait qui renvoie a A + 0,03.

.
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2 A83 STo 8,
Bl + A =

Qrpg 003 ToA

Figure 10. Troisiéme programme mémoires variables A, B : émergence de I'effacabilité

L’opération effective de mise a jour « A + 0.03 Sto A » n’est pas encore disponible
(utilisation d’'une mémoire intermédiaire B). Mais les éleves différencient déja de ce qui
releve de l'initialisation de ce qui releve du corps de boucle. Ils ne discutent pas des
capacités de Calculator I et confient donc la tiche de répéter le corps de I'invariant de la
répétition a Calculator 1.

3. Situation 3: de la programmation d’'une machine a mémoire effacable a la
programmation d’'une machine de Von Neumann

En méme temps que I'’émergence de la notion de boucle, nous avons congu le passage de
la situation 2 a la situation 3, comme nécessitant la participation des éleves a I’évolution
d’un langage : aux instructions de séquentialité, présentes des la situation 1, s’ajoutent
des instructions d’affectation, d’itération et de sortie de boucle.
Dans la premiére phase de cette situation on demande aux éleves d’écrire le groupe de
touches a répéter (cf. Figure 11).

Groupe de touches & répéter :

' A B 0,0‘5 -y STo B

D Axb 44 =

| R SToA
|

Figure 11. Groupe de touches a répéter écrit par le bindme

Notons que leur groupe de touches ne permet pas de calculer f(-3). Ils continuent a
utiliser une mise a jour indirecte c’est-a-dire qui s’appuie sur une mémoire
intermédiaire B. Cette difficulté a formuler cette composante essentielle du corps de
boucle qu’est la mise a jour des variables informatiques est générale.
Dans la phase de synthése le professeur institutionnalise les deux groupes de touches
associés a chacun des algorithme de calcul M(R) et M(F). Nous ne donnons ici que celui
retenu par le bindme observé, I'algorithme M(R)

AxA +1 =

A+0,03 Sto A

Les groupes de touches restent affichées au tableau.
Dans la troisieme phase, on introduit le robot Calculator II a qui on attribue la capacité
supplémentaire (par rapport au robot Claculator I) de pouvoir répéter 'un des groupes
de touche écrit au tableau, a condition de choisir des mots qui permettent d’écrire un
message le plus court possible (les mots sont comptés comme les touches).
Voici le message écrit a la machine (Alpro, Calculator II) par notre bindme (cf. figure 12).
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Loaguenr du message : '83
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Liste de mots :
s
fais

Figure 12. Message final a la machine (Alpro, Claculator II)

L’observation fine des interactions du bindme peut donner une interprétation possible
au calcul erroné du nombre d’appuis de touches (166) donné par de nombreux éleves :
I'initialisation de la variable A (- 3 Sto A) ne fait pas partie du corps de boucle (invariant
de la répétition) et donc le calcul de f(-3) est hors du décompte du nombre de répétition
du calcul des images. Ou encore, le calcul de 'image par f du nombre contenu dans A,
c’est-a-dire f(-3) est considéré comme entreprise avant la mise a jour de la variable A
par I'éleve : le calcul de f(-3) ne fait donc pas partie du corps de boucle.

Conclusion
1. Les principaux résultats

- L'effacabilité de la mémoire et la notion de variable

La notion de variable informatique se construit contre la notion préconstruite de
variable mathématique. Elle ne prend son sens qu’a partir du moment ou une mémoire
est concue comme une mémoire effacable, au-dela de son role de conserver une donnée
(ici un nombre). Cette affirmation se nourrit a la fois de I’analyse que nous avons faite de
la genese historique de la machine ordinateur et de l'ingénierie didactique. Cette notion
de variable a besoin pour émerger d’'une matérialisation en tant que mémoire d'une
machine, c’est-a-dire un emplacement réservé a I'avance pour conserver une donnée.

- Le fonctionnement de la calculatrice comme une machine arithmétique

Les calculatrices a la disposition des éleves dans EMS sont toutes munies de touches
meémoires associées a des mémoires effacables. Or I'analyse institutionnelle et les
résultats de la premiere situation de I'ingénierie mettent en lumiere un fonctionnement
largement majoritaire de la calculatrice comme une machine arithmétique : les touches
mémoires peuvent étre utilisées sans donner intentionnellement a la mémoire le
caractere d’effacabilité.

- L’économie de la communication homme - machine : la notion de boucle

La présence de calculs répétitifs qui installent dans EMS les algorithmes itératifs a été
I'une des justifications de notre intérét pour la notion de boucle. L’autre a été
'apparition de boucles dans I'écriture du premier programme a une machine a mémoire
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effacable (machine analytique de Babbage) pour I'exécution d’un algorithme itératif par
Adda Lovelace (1842).

Nous avons vérifié que l'intention d’exécuter des calculs répétitifs avec un invariant
opératoire est une condition pour concevoir et élaborer une communication a la
machine qui économise la répétition de tous les calculs exécutés par elle. La notion de
boucle est une réponse a cette recherche d’économie.

- Le travail mathématique nécessaire a la programmation d’un algorithme

L’analyse épistémologique a montré qu’'Ada a di transformer un algorithme
mathématique infini en un algorithme itératif fini pour pouvoir écrire un programme a
la machine analytique de Babbage. Les éléves se sont, eux aussi, engagés dans un travail
sur l'algorithme de tabulation pour établir et écrire, en langage Alpro et en langage plus
évolué, I'invariant et la condition d’arrét de la répétition. Ces écritures ont nécessité un
retour réflexif sur les objets mathématiques présents dans le probleme de tabulation :
variation de la fonction, discrétisation de I'intervalle de définition.

2. Les limites de ce travail

- L’ingénierie s’arréte au moment ou les objets informatiques élémentaires, variable
informatique et boucle, se mettent en place. Il n'y a donc pas eu de stabilisation des
connaissances sur ces objets dans des types de taches qu'il reste a inventer. Un seul
domaine de valeur pour les variables (ou type de variable) est envisagé, celui des
nombres décimaux. Or d’autres structures de données existent dans EMS comme des
tableaux ou des listes. Il faudrait prolonger notre ingénierie pour donner un sens «
informatique » a ces structures de données élémentaires.

- Cette ingénierie favorise la conception d'un type de boucle dont le nombre d’itérations
est déterminé a ’'avance, ce qui fixe la nature de la condition d’arrét : boucle « répéter n
fois... ». Or d’autres types de boucles existent pour lesquels la condition d’arrét
s’exprime par une condition logique comme : « tant que...faire » ou « répéter...jusqu’a...».
Notre choix de privilégier la premiére boucle a été contraint par la nature d’Alpro.

La restriction des boucles a une seule boucle limite la signification de cette notion
informatique.

- Nous avons fait le choix du probleme de tabulation, probléme présent dans EMS, pour
faire traiter par les éleves un probleme de programmation absent de EMS. Or ce
probléme est pris en charge par le tableur dans EMS en France.

Il semble judicieux d’envisager une reprise de I'ingénierie didactique sur un probleme
mathématique du domaine de I’Arithmétique ou de la Statistique.

-Notre ingénierie didactique souléve donc un ensemble de questions qui sont, pour
nous, au cceur d'une formation des enseignants de mathématiques sur les objets
élémentaires d’'informatique en relation avec des problemes mathématiques et en écho
avec les fortes recommandations des deux pays pour l'introduction de ces objets, pour
|'utilisation de la calculatrice et de I'ordinateur.
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Algorithmes géométriques selon le nouveau
programme de Mathématiques pour la classe de
Seconde

Ruben Rodriguez Herrera
IUFM de Basse-Normandie

Résumeé :

Dans l'atelier nous vous proposons de travailler sur des activités permettant aux éleves
de la classe de seconde d’investir les capacités, attitudes et connaissances géométriques
travaillées jusqu’a la fin du college, pour résoudre de constructions et aborder une
forme de « pensée algorithmique ».

1° Algorithmes de construction utilisant seulement les tracés « milieu de deux points »
et «droite passant par deux points ».

2°Algorithme d’Euclide dans I'Univers de la géométrie ainsi que dans l'univers de
I'arithmétique.

[) PGCD de deux entiers Algorithme d’Euclide dans I’Univers de la
géométrie ainsi que dans ’univers de ’arithmétique

Partiel Du rectangleau carre

Phasel

On propose aux ¢€leves de réaliser les constructions a la régle, a 1’équerre et au compas sur une
feuille et simultanément sur I’ordinateur a I’aide d’un logiciel de géométrie dynamique. (Voir
exemple 1). La suite d’instructions donnée par I’enseignant est :

Tracer I’arc de cercle de rayon C1B de centre le sommet C1, jusqu’a couper le segment [DC1] en
C2 Tracer la droite qui passe par C2 et est perpendiculaire a (AC1), cette droite perpendiculaire
coupe le c6té [AB1] en B2

Compléter le quadrilatere BIC1C2B2.

Différenciation :

On peut les autoriser a réaliser les construction seulement sur une feuille quadrillée et prendre
comme unité le bord du « petit carré » de la feuille. De méme, si certains éléves veulent se
contenter seulement des constructions sur feuille on peux les y autoriser, mais il faut les
encourager a utiliser les logiciels, (les éléves en général aimant bien cet univers géométrique).

Compétence 3

Géométrie

Connaitre et repreésenter desfigures géométriques. Utiliser leurs propriétés.
Effectuer des constructionssimplesen utilisant :

Des outils (instruments de dessin, logiciels)

Des définitions, des propriétés

Raisonner logiquement, pratiquer la déduction, démontrer

Ici les ¢léves doivent justifier que la construction de chaque étape est bien a chaque fois un carré.
Les argumentations des éléves doivent aboutir a démontrer qu’il s’agit bien d’un quadrilatére qui
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a Ses quatre angles droits (rectangle) et qui a deux cotés consécutifs de méme longueur. Donc
c’est un carreé.

A partir des échanges oraux on met en avant les affirmations qui découlent de la construction
méme : angles droits en Bl, en C1, en C2 et I’égalité des longueurs C2C1 = CI1BI1 et les
déductions : angle droit en B2 puis le quadrilatére BIC1C2B2 est un carré.

Exemple 1 A partir d’un rectangle de dimensions : 8 et 12 c’est le cas ou PGCD (8 ;12) =4 On ne

mentionne pas encore le PGCD. On reste dans le champ géométrique et on demande aux €léves de
décrire la nature des figures obtenues et de justifier cette nature.

A B2 B1

A3 8 unités

Cc2 12 unités C1

Compétence 3

Décrire le comportement d’une grandeur : I’éléve est capable de quantifier dans des cas
simples, a partir d’une observation d’une série de mesures, le comportement d’une
grandeur

Ici il s’agit de modéliser le comportement des étapes de cette construction « Psychomorphisme »
avec |’univers arithmétique

Nous allons a partir de cette structure géométrique et I’expérimentable ainsi dégagé par les éleves
leur proposer d’établir une correspondance morphique avec un univers arithmétique qui formalise
la structure de la division euclidienne et quelques propriétés des diviseurs et des multiples, en
particulier le PGCD. Ceci est encore un exemple de notre principe des « psychomorphismes » mis
en évidence au cours de nos recherches sur I’apprentissage et qui affirme que « tout apprentissage
se construit par la mise en correspondance entre deux univers structurés avec leurs formalisations
propres, mais qui correspondent & un méme univers des actions directement expérimentables par
I’¢léve. Ici I’univers expérimentable est celui des actions de construction, et on a deux
formalisations : L’une dans I'univers des propriétés géométriques énoncées et articulées lors d’un
discours explicatif de 1’¢leve et 'autre dans 1’univers arithmétique articulé par le langage
symbolique numérique et par le discours explicatif de 1’¢leve.

Nous avons ici une formalisation possible :
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Etape 1

Aire du rectangle initial 8 x 12

Aire du premier carré 8 x 8, nombre de carrés 1

Aire du deuxiéme rectangle qui reste apres la « soustraction géométrique »

8x12- 8x8= 8x4

Les éléves peuvent écrire ceci de deux fagons différentes

Soit 96 -64 = 32 ou bien 8(12 -8) =8 x 4

La deuxiéme formalisation est bénéfique car elle renforce 1’apprentissage de la distributivité.

Etape 2

Aire du deuxiéme rectangle 8 x 4

Aire du deuxiéme carré 4 x 4 ; nombre de carrés 2
Aire qui reste apres la « soustraction géométrique »
8x4 - 2x 4x4 =32-32=0

On propose aux ¢léves de formaliser la structure géométrique qui se dégage de la procédure dans
I’univers de I’arithmétique. Au départ on a un rectangle 8 x 12, on observe le plus petit des deux
nombres qui est 8 puis on s’intéresse au nombre 8 au carré noté : 82. On compte combien de fois
82 rentre au maximum dans 8 x12. Ceci reviens, pour les éléves, en observant la disposition
géométrique de la figure, a se poser la question plus simple : « combien de fois 8 rentre-t-il dans
12?7 ».

Il reste un rectangle de 8 x 4 et on recommence la procédure : 4 est le plus petit des nombres 4 et
8, on se pose alors a nouveau la question : combien de fois 42 rentre-t-il dans 4 x 8, ce qui reviens
a se poser la question : combien de fois 4 rentre-t-il dans 8 ? On arréte alors car la « soustraction
géométrique » nous indique que la surface qui reste est nulle. Ce qui s’écrit 8§ —2 x4 = 0.

Phase 2

Apres quelques exemples utiles, on constate qu’on obtient au bout de quelques itérations un carré
de dimension entiere : le PGCD de deux entiers (donnés par la largeur et la longueur du rectangle
initial). Apres le traitement de quelques cas différents (mais avec le méme algorithme de
construction) ou le professeur ne suggere pas la notion de PGCD, on invite les éléves a modéliser
les constructions dans un univers arithmétique.

Remarque : Cette suite d’étapes sera proposée a chaque exemple, ainsi on renforce a
traversletravail de nos éléves leurs connaissances et compétences citées précédemment.
Nous mettons, dans les exemples qui suivent I’accent sur le fait qu’on arrive toujours
par cet algorithme géométrique a obtenir un carréfinal.

Nous invitons nos éleves a expliquer cette conclusion.

Exemple 2

A partir d’un rectangle de dimensions : 5 et 10
PGCD (5; 10) =5
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B2

B1

c2

C1

Exemple 3

10 unités

A partir d’un rectangle de dimensions : 10 et 12

PGCD (10; 12)=2

B2

12 unités

5 unités

B1

C1

10 unités
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Exemple 4
PGCD (10 ; 18)=2

18 unités
A B2 B1

Y

10 unités

Exemple 5
PGCD (8;18)=2

18 unités

10ynités
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Exemple 6
PGCD 4;7)=1

7unités

4unités

Exemple 7 PGCD(4 ;9) =1
1

Aunités
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Dans cette phase on demande aux éléves de décrire une suite d’instructions qui va se
généraliser sur la forme d’un texte construit par le groupe et avec I’aide de I’enseignant
I’objectif est d’arriver a un algorithme géométrique.

Par exemple I’algorithme suivant , (il n’est pas forcement écrit avec les éleves dans une écriture
classique d’algorithme:

1 Au départ on a un rectangle de dimensions m et n

2 Sim >n alors on construit une suite de carrés de dimension n

« posés sur la longueur » jusqu’a qu’on ne puisse plus construire un nouveau carré

3 On regarde les dimensions du rectangle obtenu, si elles sont égales on arréte, sinon on choisit la
plus petite et on recommence.

Remarque : ici il faut bien laisser les éléves proposer des textes qui doivent correspondre a la suite
de constructions. L es éléves doivent bien, se rendre compte de I’itération, donc de ’existence
d’un algorithme.

Phase 3

a) Les ¢€léves argumentent sur leur affirmation :

« Etant donnés deux entiers m et n dimensions du rectangle initial, cet algorithme de
constructionsitér ées per met toujours d’obtenir un carré. »

A B2 m unités B1

n unités

pgcd(m;n)
unités

Exemple d’argumentation possible

Dans la suite des constructions les dimensions des rectangles sont toujours des nombres entiers
positifs de plus en plus petits. Les dimensions sont toujours positives, donc elles ne peuvent pas
étre plus petites que 1. Donc soit on trouve le dernier carré de dimensions 1 ou bien il est de
dimension supérieure a 1.
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b) Etant donnés deux entiers m et n

Construction avec les ¢léves de I’affirmation plus fine

« Avec cet algorithme de constructions itérées on obtiendra toujours un carré de dimension
le PGCD de m e n » Les éléves trouvent par eux-mémes que par cet algorithme
géométrique on trouve un nombre d dimension du dernier carré, tel quelesnombresm et n
sont dans la table des multiples de d D’autres éléves trouvent que par cet algorithme la
dimension du dernier carréd est toujoursun diviseur dem et den

Exemple d’argumentation possible

Dans la suite des constructions les dimensions des rectangles sont toujours des nombres entiers
positifs de plus en plus petits. Les dimensions sont toujours positives, donc elles ne peuvent pas
étre plus petites que 1. Donc, soit on trouve le dernier carré de dimension 1 ou bien il est de
dimension supérieure a 1.

Autre Argumentation :

On construit le premier rectangle en position « prototypique », (avec la largeur en position
verticale).

Quand on rabat la largeur sur la longueur de chacun des rectangles successifs on obtient a la fin
un carré. Soit de dimension 1, ou bien de dimension d>1.ou d est un nombre entier positif, car la
soustraction d’un entier plus petit a un autre entier plus grand donne un entier positif.

La dimension d du carré final est un diviseur des nombres donnés m et n, car d divise les deux
dimensions Xi et Yi du rectangle a I’étape finale i. L’une de ces deux dimensions du rectangle Yi
est la largeur n du rectangle initial, d’apres la disposition des figures itérées. Donc d divise n.

L’une de deux dimensions Xi ou Yi est la dimension des carrés isométriques précédents qui, en
nombre entier, constituent 1‘avant-dernier rectangle de dimensions Xi-1 et Yi-1, ainsi « de proche
en proche » on arrive au rectangle initial de dimensions m et n. L’expression : « De proche en
proche » montre, dans cette construction itérée, (qui est en fait un algorithme purement
géométrique), que le « dernier carré » obtenu rentre un nombre de fois entier dans les rectangles
de dimensions (Xi et Yi), (Xi-1 et Yi-1) ,..... (m ; n)

On conclut que d divise m et n. Le carré de dimension d est le premier carré trouvé qui rempli
entierement le dernier rectangle donc il est le carré de plus grande dimension qui permet de
remplir avec un nombre entier le rectangle initial de dimensions n et m.

Donc d est le PGCD de m et n.

Commentaire didactique

La formalisation de cet algorithme géométrique par un discours de formalisme mathématique est
complexe, mais les éléves, par la suite de ces constructions en admettent plus aisément le résultat :
« Le PGCD de m et n est d ». Le professeur de ne pas rendre obligatoire cette phase de
formulation discursive au groupe entier mais de la proposer aux éléves intéressés.

Partiell Du carréau rectangle

Il est fondamental, dans tout apprentissage d’une notion mathématique, de proposer ’activité
réciproque. Ici nous avons deux directions possibles de 1’inversion de 1’ Algorithme.

Possibilité 1
Phase 1
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On propose de partir d’un carré de dimension 2 et de former des rectangles par recollement d’un
certain nombre des carrés On laisse les €leves réfléchir librement et on leur demande de construire
au moins quatre rectangles différents.

Exemples :

longueur 6

largeur 4

longueur 8

largeur 6

longueur 12

largeur 6
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longueur 8

largeur 4

On demande aux ¢€leves de justifier oralement I’obtention par recollement d’un rectangle

Compétence 3

Géométrie

Connaitre et représenter desfigures géométriques. Utiliser leurspropriétés.
Effectuer des constructionssimplesen utilisant :

Desoutils (instruments de dessin, logiciels)

Des définitions, des propriétés

Raisonner logiquement, pratiquer la déduction, démontrer

Phase 2° On demande aux ¢léves d’appliquer les constructions de 1’algorithme de la partie I et
d’expliquer si I’on trouve toujours le carré initial ou quelquefois un autre plus grand.

Phase 3° On demande aux ¢éleves d’expliquer, dans I’univers numérique, les affirmations de cette
partie 2 et les conclusions qui seront explicitées.

Possibilité 2

Phase 1’

On propose aux ¢leves de partir d’un carré et réaliser un « inverse réduit » de ’algorithme
précedent ce qui donne ’algorithme suivant :

(*) les éléves partent de valeurs de « d » numériques, par exemple 2, 3, 4,... puis par la suite on le
généralise a un carré de dimension « d »

Voici un texte d’algorithme, pour un carré de dimension « d » donné au départ

1) Construire un carré de dimension « d »

2) Construire un carré de dimension « d », accolé, (ou « »), au premier carré.

3) Construire un carré de dimension d+d, accolé au dernier rectangle, ceci donne un rectangle de
dimensions 2d et 3d

4) On recommence avec un carré accolé de dimension 3d, ceci donne un rectangle de dimensions
3d et 2d+3d, c'est-a-dire 3d et 5d

5) On recommence le méme type de construction et on arréte quand on le désire.

Par exemple avec un carré de dimension 2 au départ on obtient la suite de couples de dimension
des rectangles successifs : (2 ; 4) 4;6) (6;10)(10;16)....
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Phase 2’
On demande aux ¢€leves de calculer le PGCD de chaque couple précedent

On obtient :
PGCD (2;4)=2
PGCD (4 ; 6) =2

PGCD (6; 10)=2
PGCD (10;16)=2
Les ¢léves formulent une conjecture les PGCD sera toujours 2

Phase 3"’

On peut avec avancer dans ’apprentissage de la logique et de raisonner avec les éléves par une
contraposée non rigoureusement formalisée mais assez intuitive:

Supposons que a une étape de cette construction on obtient comme PGCD un nombre k plus
grand que 2

Alors il divise les deux dimensions a et b du rectangle, par exemple avec a<b

Alors il divise les deux dimensions du rectangle précedent qui sont a et b-a

Ainsi de proche en proche on arriverait a la conclusion que k divise les nombres 2 et 4 tout en
¢tant k>2 mais ceci est absurde car le PGCD de 2 et 4 est 2(*)

Pour approfondir cette question nous vous conseillons a nos collégues de consulter des articles
sur la suite de Fibonacci et 1’Algorithme d’Euclide. Si on part d’un carré de dimension 1 on
obtient les termes de la suite classique de Fibonacci.

2
11
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Partielll Problemesdansle champ étudié: multiples, diviseurs
PGCD

On propose dans cette partie des problémes ou les procédures et notions trouvées précédemment
sont a la base de la résolution.

Pour cela nous pouvons extraire de certains manuels des énoncés qui ne soient pas que des
énoncés d’application numérique directe du PGCD.

Exemple : sésamaths
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Exercices d’approfondissement

Division euclidienne par 13

Dans une division euclidienne, le diviseur est
13, Je reste est 5.

a. 5! l'on augmente le dividende de 1, que
devient le quotient 7 Que devient e reste ?

b. De combien peut-on augmenter le dividenda
sans changer le quotient 7

c. 51 on veut diminuer e quotient de 1,
combien faut-it enlever au dividende 7 Donne
toutes les possibilités,

Dyvision euctidienne

On a l'égalité - 3 625 = 85 x 42 + 55,
Réponds aux gquestions sulvantes sans faire de
division et en justifiant.

a. Quel est & quotient de
euclidienne de 3 625 par 42 7

b. Quels sont le guobient et le reste de la
division euclidienng de 3 650 par 85 7

c. Quels sont le quotient et le reste de la
division euclidienne de 3 650 par 42 7

d. Mémes questions que b, et ¢, en remplagant
3 650 par 3 600,

e. Quels sont le quotient et le reste de la
divisian euclidienne de 3 569 par 85 7

la division

Division euclidienne (bis)

Dans une division euclidienne, que deviennent
le quotient et le reste si on multiplie ie
dividende ot le diviseur par un méme nombre 7

Devinette

Lorsque je divise 134 par ce nombre, |le reste
est 2 et lorsque je divise 183 par ¢ce méme
nombre, le reste est 3,

Quel peut étre ce nombrre ? Trouve toutes les
solutions.

Distribution de crépes

La grand-mare de Nicolas o fait 26
crépes. Elle demande a Nicolas de
les distribver & parts égales a
chacun de Ses quatre cousins
présents dans la cuisine. Lorsqu'il
ne pourra plus en distribuer, il gardera le reste
pour lul.

Aprés  réflexion, Nicolas s'empresse  d'aller
chercher ses trols autres cousins dans le jardin,

Pourquol 7

R R

L I R T R

Un groupe de moins de 40 persannes dolt
se répartir équitablerment une somme de 229 €
Il reste alors 19 €. Plus tard, ce méme groupe
doit maintenant se répartir équitablement 474 € ;
cette fols-ci, il reste 12 €.

a. Combien y atdl de
personnes dans ce groupe 7

b. lls décident de so répartic
ce qu'il reste équitablement.
Combien chague personne recolt-elle en plus 7
Quelle sormme auront-ils reque au total 7

B} oémonstration de Falgorithme d'Euclide

a et b sant deux entlers naturels, @ = A
On effectue la division euclidienne de a par b :
asbxgvroar<h

a. Démontre que si d est un diviseur commun &
a et b alors d est aussi un diviseur de r.

b. Démontre que si ' est un diviseur commun
& B et ralors d' est auss) un diviseur de a,

¢. Démontre que PGCD (a; &) = PGCD {h; r)

Pages

Deux lvres ont respectivement 480 et 608
pages. Chacun de ces livres est formé de
fascicules ou cahlers, qul omt tous un méme
nombre de pages, compris entre 30 et 50.

a. Quel est le nombre de pages d'un cahier 7

b. Quel est le nombre de cahiers qui composent
les deux livres ?

Enigmes

a. Trouve deux nombres entiers naturels dont la
somme est 2 285 et le PGCD est 457. Y a-t-l
plusieurs solutions 7

b. Trouve deux nombres entiers naturels dont le
PGCD est égal & 8 et dont le produit est 960, Y
b-t-ll plusieurs solutions ?

Timbres

Un phitstéliste posséde 17 017 timbres frangals
et 1183 timbres étrangers, Il souhalte yvendre
toute sa collection en réalisant des lots
identigues, comportant le méme nombre de
tmbres francals et le méme nombre de timbres
étrangers,

Calcule ie nombre maximum de fots qu'il pourra
réaliser et dans ce cas, |2 nombre de timbres de
chaque sorte par lot.

Nowsnes enniens ex ranionners - Cuapirre N1
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Page suivante de sésamaths

Exercices d’approfondissement

Tempéte

Oes potesux téléphoniques étalent plantés le
long d'une route sur une ligne  dmits,
régulierement espacés d'lin nombre entier de
matres.

Apcés une tempéte, I n'en reste plus que trois :
e premier, le demier et un autre situé entre les
deux, & 345 m du peemier et 184 m du demier.
Un technicien armivé sur les lieux estime le
nombre de poteaux tombeés 5 plus de 10 mais
molns ge 100 1

Combien de poteaux sont-ils tombeés 7

Soyons tous & )'heure

& La montre d'Eric sonne toutes |es 6 heures et
celle de Leila, toutes jes 14 heures. Elles ont
sonné ensemble fe 9 octobre & 17h30.

A quelle date ot & quelle héure sonperont-elies
ensembie de nouveay 7

b. Méme. question st la montre 0'Enc sonne
toutes les 15 heures et celle de Lella toutes fes
21 hewres.

Arbres

Un terrain rectanguigite & pour dimensions
966 m et 1008 m, Sur ses cOtés, on veut
planter des arbres régulidrement espacés d'un
nombire entier de metres. Il doit y avoir un arbre

# chague coin du terain,

Une piscine rectangulaite meswre 3,36 m par
1.80 m ot o une profondeur de 1,44 m

On desire |la carreler avec des carreaux cames
ous identiques,

Le carreleur ne veut pas faire de découpes de
famesux et préfém les grands camesux, car lis
somt plus faciles & poser, Son foumisseur a
foutes les tailles de carreaux en nambre entier
de contimeétres,

Quel est le nombra minkmum

darres que  'on  pourrs
planter ?
75 WASSLS

#, Quelle taille de careaux doit-l commander ?

b, S0n foumnisseur vend les catresux par lot de
100. Comblen de lots dolt-if commander 7

natyrels congecutifs

a Calowie 1o PGCD de 34 et 35 puis celui de
ASE et 457

by Quelie conjecture peux-tu faire 7 Démontre
cette conjecture

[ cntiers

Promiess entre eux

a; Démontre que les enbiers natureis A et
24 + 1 sont premiers antre eux pour n'imports
quelle valeur de &.

b. Méme question avec & + 1 et 2k + 1.

€. Déduls-en des couples d'entiers naturels
premlefs entre eux,

Rends la fraction :‘-:—'3%% Ireéductible.

- P 0
SotC=iste' S

o, En écrivant 1a liste des premiers multiples de
chacun des dénominateurs, trouve e
dénominateur commun aux trols fractions le
plus petit possibie

b. Calcule € et donne fe résultat sous lp forme
d'une fraction irréductible.

c, Pmcéﬂe de la méme fagon pour calculer
D_

3'1 &

ER) Adaition

3575
a, SoitG= 1235

Ecris G sous Ja forme d'une fraction irréductible

=
b. Soit H=6 i 22

Ecrls M sous la forme d'un nombre entier
Indique le détail des calculs.

B Calcule )= i;i " 3. (Danne le résultat
sous la forme d'une tractlon Irréductibie.)

Calcule en détalllant les étapes et donne
le résultat sous fa forme d'une fraction
iréductitie ou d'un nombre décimal

_ 24 x9xT72x121

\
““Sexnives | D=S-(e-Z]
15 1
B=S6x = —r— 5%
i 128 18 T
l 24 | 35) 1571 2
15 25 33 PR ¢
e , 1
f=34 {5 25 49 ) 70

9
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Conclusion de cette partie: Cette proposition didactique basée sur
I’algorithme d’Euclide permet aux éléves d’avancer a partir de leurs
productions et d’ aborder des propriétés des multiples et diviseurs,
en particulier le PGCD de deux entiers naturelsnon nuls. Ceci dans
le cadre du développement des connaissances et compétences du
socle commun.

IT) Ouverture d’un probléme par une transformation de I’énoncé. Sur
I’exercice du manuel Sésamaths 3e, le 75 Piscine, page 27, Chapitre N1,
Collection Mathenpoche, Génération5

75 Piscine

Une piscine rectangulaire mesure 3,36m par 7,80m et a une profondeur de
1,44m.

On désirela carreer avec des carreaux carréstousidentiques. Le carreleur
ne veut pas faire de découpes de carreaux et préfere les grands carreaux,
car ils sont plus faciles a poser. Son fournisseur a toutes les tailles de
carreaux en nombre entier de centimeétres.

a) Quelletaille de carreaux doit-il commander ?

b) Son fournisseur vend les carreaux par lot de 100. Combien de lots doit-il
commander ?

Analyse didactique :
1° Les capacitéstravaillées par ce probleme chez les éleves

Partie de la question (a)

1) Capaciteé relevant du socle commun

Les éléves doivent rechercher et organiser I’information.

IIs doivent ici a partir de « Une piscine rectangulaire » penser a un
parall¢lépipede rectangle ou pavé droit. Mais faire attention qu’il y a seulement
5 faces a prendre en compte car une piscine a seulement un fond et quatre faces
latérales.

Ils doivent penser a la forme des faces du pavé droit, c'est-a-dire des rectangles.
Ils doivent penser aux différents rectangles, (largeur et longueur) et au nombre
de chaque type. Soit deux rectangles de 3,36m x 1,44m , deux rectangles de
7,80m par 1,44 et pour le fond un rectangle de 3,36m par 7,80m

2) Capacité relevant du socle commun

Engager une démar che, raisonner, argumenter, démontrer

Ils doivent penser que I’interdiction de faire des découpes implique un « nombre
entier de carrés ».
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Ils doivent penser que « préfere les grands carreaux » implique « chercher le
carré de plus grande dimension »

Capacité relevant du socle commun

Calculer, mesurer, appliquer des consignes

Ils doivent penser a transformer les mesures en cm et regarder s’il s’agit de
nombres entiers.

Ils doivent penser a chercher un carré tel que sa dimension lui permette de
rentrer un nombre entier de fois dans la largeur et la longueur de chaque type de
rectangle.

Ils doivent modéliser ceci par « il faut trouver un diviseur commun a 336 ; 144 ;
et 780, le plus grand possible »

Ils doivent adapter leurs connaissances apprises des méthodes de recherche du
PGCD de deux nombres a la recherche d’un PGCD de trois nombres.

Partie de la question (b)

Capacités relevant du socle commun

Calculer, mesurer, appliquer des consignes

Engager une démarche, raisonner, argumenter, démontrer

Ils doivent penser que « calculer le nombre de carreaux par face de la piscine »
revient a mesurer I’aire de chaque rectangle avec comme unité « le carreau
obtenu dans la question (a) » Pour cela il faut qu’il pensent a diviser la largeur et
la longueur de chaque rectangle par le PGCD obtenu et ensuite multiplier les
deux quotients obtenus.

Ils doivent une fois qu'ils ont trouvé le nombre total des « carreaux carrés »,
penser a la division euclidienne par 100, puis augmenter le quotient d’une unite
st le reste est non nul.

Proposition de transformation de I’énoncé

75 Piscine

Une piscine rectangulaire mesure 3,36m par 7,80m et a une profondeur de
1,44m. On désire la carreler avec des carreaux carrés tous identiques. Le
carreleur ne veut pas faire de découpes de carreaux et préféere les grands
carreaux, car ils sont plusfaciles a poser. Son fournisseur atouteslestailles
de carreaux en nombre entier de centimetres.

a) Quelletaille de carreaux doit-il commander ?

b) Son fournisseur vend les carreaux par lot de 100. Combien de lots doit-il
commander ?

Nous proposons soit d’ajouter a I’énoncé le texte suivant

Dessiner « a main levée » un schéma de représentation en perspective de
cette piscine. Quelle est la forme géométrique de cette piscine ?
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Si tu préferes, tu peux résoudre, pour commencer, le méme type de probleme
mais plus facile, avec une piscine de 6m par 12m par 4m de profondeur.

Tu peux nous montrer que tu sais trouver la solution pour une des faces de la
piscine, par exemple celle de 6m par 4m, puis celle de 4m par 12m, puis celle de
6m par 12m. Tu écris quelle est la forme de chaque face.

Et tu nous montres que tu sais calculer le nombre de carreaux carrés de chaque
face.

Maintenant peux-tu résoudre le probléme donné au départ ? Pour cela tu nous
expliques chaque étape de tes calculs.

Soit d’ouvrir complétement [’énoncé, méme jusqu’ a tenir compte des
observations faites sur un carrelage réel. Par exemple dans la salle de cours.
Dans ce cas il faudra méme tenir compte d’'un nouveau parametre . la largeur
des « ‘joints ». Le probleme devient plus en accord avec la réalité. 1l faudra
bien se mettre d’accord avec nos éleves quelles ont les modélisation possibles.
On garde par contre le choix des valeurs entiers des carreaux carrés et le fait
qu’on ne veut pas les découper. Ce deuxieme choix pédagogique nous parait le
plus approprié et plus en accord avec | ‘orientation du « socle commun ». Les
éleves qui travaillent de cette maniere comprennent que les mathématiques sont
fort utiles quand on modédlise bien un probléeme dela vieréelle.
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Annexe 1 productions des éleves « étudiants professeur s des écoles »
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Annexe2 Propositions de différents manuels
Collection phare hachette éducation 3=

> Activités

0 effeelue une dlvlslon enclldlenne  wrm
] 1) 3 Effectuer la division euclidienne de 264 par 15. Quels!lcmmm’Qudutbm’

I b Quelle égalite peut-on écrire 3 I'side de ces nombres?

‘. 2) g Etfectuer la division euchidienne de 1288 par 23. Quel est le quotient entler? Quel est e reste?
b Quelle égalité peut-on écrire & Faide de ces normbres? _
& Recopier et compléter : « 23 est un ... ~de 1288+ ¢t « 1288 est un ... de 23, »

le Je détermine les diviseurs d' un entier R

u A : Liste de diviseurs
1) On veut déterminer tous les diviseurs du nombre 20,
# Recopier et compléter les égalites ; A0 = f x|
A =2x.ii
202 4%

b Deduire de chaque égalité deux diviseurs du nombre 20,
& Pourquol n'a-1-0n pas écrit I'égalité 20 =3 x ... 7 'égalté 20 =5 x .2
o Ecrive ta liste des diviseurs de 20. PSILF

2) Deétermmer |a fiste des diviseurs de 90, 12 diviseurs pour 90,

= B : Nombres premiers

Un nombre premier est un nombre entier qul admet exactement deux diviseurs.
M-meﬁdmdhmmmmum«bm

a1 b e 2: d 34 "0 Bt {0

o Je découvre le PGCD de deux nombres entiers
i

® A : Notion de PGCD
1) & Déterminer la fiste des diviseurs de 24, celle des diviseurs de 30 et celle des diviseurs de 35.
b Ecrire la liste des diviseurs communs 4 24 et 30, Quel est Je plus grand ?
& Ecrire la liste des diviseurs communs 3 30 et 35, Quel st le plus grand?
@ Ecrre b liste des diviseurs communs 3 24 et 35. Quel est le plus grund ?
2) Expliquer pourquoi deux nombres entlers posiifs ont au moins un diviseur commun.
3) Leplus grand des diviscurs communsademnmbnswuersactbs‘appcltclcﬂuscldeommunDMsc
de a et b el se nole PECD (a; b).
Recopier et compléter : « PGCD (24 30) =... PGCD{30:35)=...; PGCD(24:35)=....+

= B : Propriétés du PGCD
a et b deésignent deux nombres entiers strictement positifs, Justifier chaque propriéte ;
& PGCD(a; b)=PGCD(b;a); b PGCD{a;a)=a;: & Sib estun dwiseur de o, alors PGCD (a; b) =

i .
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Je calcule le PGCD dc deux nombrn ontlen |
® A : Propriétés
nabd&wmmmwmc>u

1) s Deémontrer o propte -
« 57 un nombre d divise a et b, alonddv‘vblbceo b

yoemm'rhww,

l) Qﬂpﬂl—m&edudﬂmnmm&ae&be!dud\h«nmmlbua b7
3) Que peut-on en déduire pour PGCD (a': b) et PGCD (b; 0 - £)?

u B : Algorithme des soustractions successives. |
Onveut calculer le PGCD de 145 et87. |
Recopier et compiéter en utiisant la propriété démontrée dans la partie A 3) .

(0 Je calcule le PGCD par I’ llgorltbmc d' Eucllde
= A : Propriétés 3 |

cabmmmmmmmpu

rdﬂuhm&hmmaawtf :

1) @ Demonter la propriété : Nmas'&h
« $i un nombre d divise a et b, ablsddwhbetn
}meupmpwe
-Sfunmmtnddiv‘scbetc GMddMscaub .

2) Que peut-on dire des diviseurs communs & a et b et des diviseurs communs & b et r?
3) Que pevt-on en déduire pour PGCD (a; b) et PGCD (b, 1} ?

m B : Algorithme des divisions euclidiennes successives

On veut calculer le PGCD de 2295 et 612.

Recopier et compléter en utiisant fa propriéte démontrée dans fa partie A 3 ) :
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Ed. BREAL 3°™

Activiteé de découverte

La pelouse d'un terrain de rugby

On veut refaire la pelouse d'un terrain de
rugby avec des plagues carrées, toutes de la
méme tallle. Uenceinte de jeu d'un terrain de
rughy ne doit pas dépasser 100 mistres de long
sur 70 métres de large. On veut trouver ia
longueur des cotés des plaques, sachant qu'elle
doit &tre égale & un nombre entier de métres.
1. Donner tous les diviseurs de 100, puls tous
les diviseurs de 70.

2. En utilisant les diviseurs communs a 100 et
70, trouver les différentes longueurs des
carrés de pelouse qui peuvent étro utilisés
pour recouvrir 'enceinte de jeu,

3. Quelle est la plus grande longueur des plagues carrées de pelouse 7 Combien en utilisera-t-on 7

g} Calculs en écriture fractionnaire Eacies 1542, 3700
A. Additionner et soustraire

P> Effectuer les caleuls sulvants - A = ;«— R 31 00 AL

|~

; D=

[P )

~
& lw
—_
N

[ Recopier et compiéter :
« Pouir additionnier (ou soustraire} des nombres an écriture fractionnaire, on les
derit d'abord avec le mEMe .. et on afoute (ou Soustralt) 1es ...y
en gardant 1o . commun, »

B. Multiplier

D Effectucr les calculs suivants: E= 2‘..! ; F= Z;i; G=— E.L; He-3x 4
4 5 315 7 16 36
b Recopier et compléter :
« Pour multiplier des nombres en écriture fractlonnaire, on ..o
"7 o—" antre sux ot (65 ... BNEIE BUX,
C. Diviser a
D Effectuer les calculs suivants : 1= 2. 3. jelu K= 2 ; Lo 2 ‘4.
4 2 16 -5 5
] 21 a
[ Recopier et compléter
« Diviser par un nombre en écriture fractionnaire non nul revient A ... par

BON ciiiisinninnrans . W

Chapitre 1+ Nombres entiers et rationnels 9 &
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B activites

. Diviseurs communs et PGCD e
A. Le plus grand diviseur commun a 48 et 60
) Enoncer les critéres de divisibilité par 2, 3, 5 et 9,
> Ecrire dans I'ordre croissant tous les diviseurs de 48, Wkaoxdeso.

g mmmdmmcmmmam&uxmbmwmhmm
On I'appelle le plus grand diviseur commun et on le note PGCD (48 ; 60)

B. A vous de jouer !
P> Calculer le PGCD de 76 et 24. [ Calculer le PGCD de 27 et 81,

Calcul du PGCD g ——
A. Diviseurs de la différence et de la somme
P> Ecrire tous les diviseurs de 75, puis tous les diviseurs de 45,

[ verifier que les diviseurs communs & 75 et 45 sont des diviseurs de la différen
et de |a somme 75 + 45. ‘

Ju me souviens que sl
€08t un inaic de A,
alorn || exdote un entier
qtelques=ax g

> Démontrer que si 5 est un diviseur commun
& deux nombres entiers a et b aveca < b, alors
Sest un diviseur dea - betdea + b,

J» On sait que:
w si ¢ est un diviseur de 3, alors il existe un entier g tel que a= ¢ x q |
» si ¢ est un diviseur de b, alors || existe un entier g' tel que b=cx g’
Recopier et compléter les egalités suivantes :
a-b=cx(,..J); a+b=cxl..)

P> €n déduire que c est un diviseur de a - b et de a + b.

On a démontré |a propriété suivante : un diviseur de deux nombres snth
ausst leur différence et leur somme.

On pourrait aussi démontrer que : si 2 et b sont deux nombprea entiers pos
a > b, alors PGCD(a : b) = PGCD(a~b; b).

B. L'algorithme des soustractions successives

D> Utiliser cette propriété pour déterminer le plus grand diviseur commun de 2
Arréter dés que I'on trouve deux nombres égaux, Ce nombre est le PGCD cher
PGCD {252, 144) = PGCD (144 ; | ) car 252 - 144 = |

PGCD(... ;... ) =PGCD(...; ... )car ...~ ... =
PGCD (.., i ... )= PGCD (... .. )car ..~ =,
PGCDX...:...)=PGCD{,,. ;.. )¢ar ... —...= ,,

Conclusion : PGCD (252 ; 144} = .
> A vous de jouer | Calculer avec cette méthode le PGCD de 493 et 377.
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Sésamath Collection Mathenpoche

Activités de découverie

: Diviseurs communs, PGCD

M On veut paver une surface rectangulaire avec das
. carrés identiques et sans coupe. La longueur du coté des
. camés est un nomnbre entier de centimétres,

a. La surface rectangulaire mesure 12 cm par 18 cm,
4 Quelle peut &tre fa longueur du coté des carrés 7 Y a-tll plusieurs possibilités 7 Que
5 représente{nt) cels) nombre{s) pour 12 et 18 7
Mémes questions Jorsque la surface rectangulaire mesure 49 cm par 63 cm, puis 27 cm
par 32 cm et enfin 21 cm par 84 cm.

b. Cherche les dimensions maximales d'un carré pouvant paver une surface
rectangulaire de 108 cm par 196 cm,

.8 Un chailenge sportif regroupe 105 filles et 175 garcons, Les organisateurs souhaitent
. composer des équipes comportant toutes le méme nombre de filles et le méme nombre de

gargons. p
Comment peux-tu les aider pour qu'lls puissent constituer un nombre maximal d'équipes ?
Donne ensulte le nombre de filles et de garcons dans chague équipe, Explique ta démarche.

PGCD
a. Dresse fa liste des diviseurs de 117 et celle des diviseurs de 273.
Quel est le plus grand diviseur commun 3 ces deux nombres 7
On appelle ce nombre le PGCD de 117 et 273 et on le note - PGCO (117 :273) ou
PGCD {273 ; 117). I

b. Quel est le PGCD de 14 et 427 Que remarques-tu ? Essale de formuler une régle a
partir de ce que tu as observé.

. Vers la méthode des soustractions successives

' M somme et différence de multiples

a. Sans faire de division, explique pourquol 49 014 est un multiple de 7 et pourquoi 13
est un diviseur de 12 987

: b. Démontre |3 propriété sulvante

-S!destunavseucommnbdaqxa\ﬂmmmlsaabwoca>bmdeu
mmntundivhwmea»betua-b.n.

. EA Vers la méthode des soustractions successives

a. Détermine le PGCD de 75 et 55 puis celui de 55 et 75 ~ 55,
Recommence avec celul de 91 et 130 et celui de 91 et 130 - 91,
Que peux-tu conjecturer 7 Si cette conjecture est vraie, quel est son intérée 7

b. La preuve
Solent ¢ et b deux entiers naturels avec a = b. Solt d e PGCD de a et b et d"le PGCD

debeta - b
. En utilisant la propriété vue au (), explique pourquol ded.
«  Montre que d" est & 1a fois un diviseur de b, de a - b et de a. Compare det d'
«  Conchus.

c. Trouve le PGCD de 2 724 et 714 en utilisant plusieurs fois la propriété précédente.

Ciaprrrae N1 - NOMBRES ENTIERS ET RATIONNELS
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Annexe3
Algorithme classique d’Euclide

¥

aeth 2 entiers naturels
ronnulseta=h

v

aprend lavaleur de b Caleuler le reste (r) de
b prend la valeur der la division de a par b

PGCD =b
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