PREMIERE RENCONTRE
AVEC UNE FONCTION PERIODIQUE

Héléne Olivé
IREM de Montpellier

Objectif par rapport a la construction
des connaissances.

Découverte d’une fonction non linéaire, non monotone, définie par
intervalle et de surcroit périodique.
Enoncé.

ABC est un triangle équilatéral de A
cOté 8 cm. Pour chaque point M du X
contour, on désigne par x la distance M
(exprimée en cm) , parcourue par le
point M a partir de A. Etudier le plus G
précisément possible les variations de
la longueur GM au cours du déplace- B C
ment du point M sur le contour ABC.

Situation dans la progression de la classe.

‘Ce travail a été proposé a des éleves de seconde qui avaient déja rencon-
tré en classe des fonctions autres que affines et définies de fagon algé-
brique. Mais, les seules connaissances requises €tant les symétries du tri-
angle équilatéral, les propriétés de ses médianes et le théoréme de
Pythagore, un él¢ve de troisieme peut aussi bien aborder 1’activité.

Capitalisation.

Croissance, décroissance, maximum, minimum, périodicité, symétries
d’une courbe.
Extensions possibles.

Des variantes de ce probleme ont €té expérimentées dans des classes de
3* mais peuvent étre exploitées en seconde. Elles sont décrites dans une
plaquette de 'IREM de Montpellier “Proposition d’ activité en classe de
seconde” ; “ Autour d’un triangle équilatéral” (Hélene Olivé).
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PREMIERE RENCONTRE AVEC
UNE FONCTION PERIODIQUE

Objectif par rapport a la construction des connaissances

1l s’agit d’illustrer les phrases du programme «exemples de modes de
génération de fonctions», «description d’une situation par une fonction»,
«fonctions croissantes, décroissantes, parité, périodicité». Plus précisément,
cette activité est 1’occasion de découverte d’une fonction non linéaire, non
monotone, définie par intervalles et de surcroit périodique.

Le phénoméne géométrique conduit 2 une représentation graphique qui
ne nécessite pas, contrairement aux habitudes, l'obtention de la forme expli-
cite de la fonction sous forme algébrique.

Situation dans la progression de la classe :

En Avril 1992, ce travail a été proposé 2 des €leves de Seconde qui
avaient déja rencontré en classe des fonctions autres qu’affines et définies de
facon algébrique. Mais, les seules connaissances requises étant les symétries
du triangle équilatéral, les propriétés de ses médianes et le théoreme de
Pythagore, un éléve de Troisiéme peut aussi bien aborder 1'activité.

Si ’on veut aller au-dela et chercher la forme explicite, il sera bon
d’avoir déja parlé de valeur absolue, mais ce n’est pas indispensable.

Enoncé et consignes :

Enoncé :

ABC est un triangle équilatéral de coté 8 cm, G son centre de gra-
Vité.

Un point M se déplace sur le contour du triangle.

Pour chaque position du point M, on désigne par x la distance
(exprimée en cm), parcourue par le point M a partir de A.

On veut étudier le plus précisément possible les variations de la
longueur GM au cours du déplacement du point M sur le contour
ABC.
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1°) Etude de I’énoncé

Dessine le triangle, place le point G.
- centre de gravité : a quoi penses-tu ?
a sa position ?
a une formule ?
- le contour du triangle ?
-ladistance x:  faut-il une formule pour trouver sa valeur ?
quelle est la plus petite valeur de x ?
quelle est la plus grande valeur de x ?
- le déplacement de M : quelle est sa position pour x=0,x=4,x=7,x = 12,
x= 162
- le comportement de GM : tu peux mesurer la longueur GM ou la calculer?
penses-tu qu’elle augmente ?
penses-tu qu’elle diminue ?
peut-on affirmer qu’elle est toujours supérieure 8 2?
peut-on affirmer qu’elle est toujours inférieure a 4 ?
Peux-tu décrire le comportement de la longueur GM par un tableau ou un
graphique ?
Quels mots, quels symboles te paraissent le mieux décrire les variations de
GM?
SE

découp/e:thi

2°) Quelques valeurs précises
Calculer GM lorsque =0 x=2' x=35 x=4' x=45 x=1
x=8 x=10 x=12 x=18 x=24.

As-tu des remarques 2 faire ? Donne sur une feuille a part le détail des cal-
culs. Compléte le tableau suivant avec le minimum de calculs.
Valeursdex | 0 2 3,5 4 4,5 7 8 | 11,5

GM mesuré
GM calculé

Valeursdex | 12 | 13,5 15 16 18 20 22 24
GM mesuré
GM calculé

découperici
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3°) Représentation graphique

Observe les trois graphiques (1), (2), (3) de I’annexe 1.

Ou lit-on les valeurs de x ?

Parmi ces trois graphiques, lequel te parait le meilleur pour représenter les
variations de GM lorsque x augmente ?

Si tu rejettes certains graphiques, précise pourquoi.

4°) Fonction

Le graphique retenu est-il 1a représentation d’une fonction f avec GM = f{x) ?
Précise I’ensemble de définition.

Comment vas-tu t’y prendre pour calculer f{x) pour une valeur quelconque
dex?

Scénario prévu

Les €éleves forment des équipes de 2 (ou 3 maximum). Chaque équipe a
pour consigne de répondre par écrit aux questions posées. -

Le matériel nécessaire comprend papier, régle graduée, compas, calcula-

trice.

9 h 00 : le professeur distribue I’énoncé accompagné seulement du para-
graphe 1°) (Etude de 1’énoncé).
Les éleves sont prévenus que d’autres questions suivront.

9 h20: Le professeur distribue le paragraphe 2°) (quelques valeurs pré-
cises).

9 h40: Le professeur distribue les paragraphes 3°) et 4°) et I’annexe 1
(représentations graphiques).

10 k 00 : On releve les copies. Le travail de la question 4°) est & préparer 2 la
maison pour les éleves les plus avancés.

Analyse préalable

En plus des objectifs déja décrits, I'énoncé comporte un certain nombre
de locutions sur lesquelles 1’éléve va s’interroger : «le contour du triangle»,
«la distance parcourue par le point M», «les variations de GM».

- Les questions du paragraphe 1°) sont 12 pour susciter un dialogue entre
I’éleve et le professeur quant a la compréhension du probléme posé- Le
paragraphe 2°) est le temps de travail personnel, de concentration en silen-
ce, de réinvestissement des connaissances. Les résultats seront validés 2
partir des graphiques distribués avec les paragraphes 3°) et 4°).

- Le paragraphe 3°) (observation des graphiques) donnera 2 certains éleves
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I’occasion de s’ exprimer oralement et «en public», d’ argumenter, de justi-
fier leurs choix.

- Le paragraphe 4°) donne la réponse 2 la question 3°) et pour les plus
rapides, ouvre la porte sur un probleme plus difficile qui est 1’expression
de f{x) en fonction de x.

Compte-rendu de I’activité dans une classe

En Avril 1992, s’agissant d’une premiere expérience, le professeur de la
classe est assisté d’un(e) collegue qui doit noter les réactions des éleves et le
temps passé sur chaque partie de 1’activité (18 éleves présents).

- Au départ, apres distribution de I’énoncé, les éleves sont prolixes au sujet
du centre de gravité. Manifestement, ils se complaisaient dans un domaine
familier, c’est sécurisant.

Apres dix minutes, le professeur estime qu’on s’est trop attardé sur ce
début et invite les élévesad aborder les questions suivantes (déplacement du
point M et variations de GM).

- Il y a quelques interrogations concernant le sens de déplacement de M a
partir de A (vers B, ou vers C? toujours dans le méme sens, ou peut-il
reculer ?). Le professeur fait remarquer la nécessité d’une convention sur le
sens de parcours.

- Il y a de nombreuses erreurs au sujet du nombre x («distance parcourue par
le point M») : de nombreuses équipes mesurent la longueur du segment
[AM].

Ces fautes sont corrigées par le(s) professeur(s) présent(s) et donc n’apparai-

tront pas dans les copies d’éleéves reproduites plus loin.

- Apres 20 minutes, on aborde la phase «mesures et calculs». Le théoréme de
Pythagore ne fait pas peur et on [’utilise volontiers. Cependant, la propor-
tionnalité reste un réflexe, et plutdt que d’observer les propriétés de symé-
trie, certains éleves pensent que, lorsqu’on a calculé GM pour x = 3,5, il
suffit de doubler le résultat pour x = 7. De méme pour x = 8, x = 16, x = 24.

Ces éleves sont accaparés par la phase calcul. Ils sont completement décon-
nectés du phénomene géométrique. Ces fautes-1a non plus, n’apparaitront pas
dans les copies.

- Une bonne surprise cependant : une équipe a ébauché une représentation
graphique (correcte) de GM en fonction de x avant qu’elle n’ait été suggé-
rée par le professeur (voir paragraphe 3°) et 4°)). Cette équipe a évidem-
ment reconnu trés rapidement le bon graphique sur I’annexe 1.
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- A la fin de I’heure, certaines équipes en étaient encore a calculer GM pour
x=0,x=2,x=3,5... etont terminé le travail a la maison.

Analyse a posteriori

- Le choix d’un dialogue par écrit (paragraphe 1°)) dans cette classe réputée
agitée a donné satisfaction en ce sens que les élRves se sont bien approprié
I’énoncé. Le professeur passant d’un groupe a ’autre, chaque éleve s’est
senti écouté ; plus concerné aussi, par la nécessité de rédiger une réponse.

Notons ici que la présence de deux professeurs a bien amélior€ la situation.

- Pour décrire le comportement de GM en fonction de x, le professeur aurait
souhaité voir plusieurs positions de M sur le méme triangle. Seule une
équipe 1’a fait. 11 attendait aussi un tableau de variations mais & I’exception
de 1’équipe qui décrit «en dents de scie», aucune autre n’y a pensé. C’est
un peu décevant car on avait déja élaboré en classe des tableaux de varia-
tions.

Au contraire, la représentation du phénomene par un graphique est arrivée
naturellement.

- Le calcul de GM pour des valeurs précises de x avait pour but de faire
apparaitre les symétries et la périodicité qui devaient alléger cette séquen-
ce, en apparence un peu longue. Dans la plupart des cas, cela s’est bien
passé. La faute qui consiste a utiliser la proportionnalité était prévue; la
corriger faisait partie des objectifs.

- Le calcul de f(x) en fonction de x est difficile pour I’é1e¢ve de Seconde.

f@=qfla-xp+22
0<x<8 3

f@=qfl12-xp+12
8<x<16 3

f@=q/l20-xp+ 28
16<x<24 3

Notons que si ces expressions sont utiles pour vérifier la périodicité, elles
sont pratiquement inutilisables pour étudier algébriquement le sens de varia-
tion de la fonction f (au niveau Seconde, s’ entend)
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Capitalisation
Croissance, décroissance, maximum, minimum.
Périodicité.
Symétrie d’une courbe.

Extensions possibles

Des variantes de ce probleme ont été expérimentées dans des classes de
Troisiéme, mais peuvent étre exploitées en Seconde. Elles sont décrites dans
une plaquette de I'IREM de Montpellier «Propositions d’ activités en classe
de Seconde»., «Autour d’ un triangle équilatéral» (H.Olivé).

Annexe 1
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GROUPE 1 07-04-92

1°/ Etude de l'énoncé :

3 T L
- Centre de gravité:

A quoi penses-tu ? centre d'inertie - Intersection

A sa position : 2/3 du sommet, 1/3 de la base sur les médianes.
A une formule: GA=GB=GC

- Le contour du triangle : 3 segments AC, CB, BA.

- La distance x : faut-il une formule pour trouver sa valeur ?
NON.

quelle est la plus petite valeur de x : 0.
quelle est la plus grande valeur de x : 8.
- Le déplacement de M : quelles est sa position pour
x=0:ptA
x=4; 1/2AB
x=7;7/8 AB
x =12 soit AB +1/2 BC
x =16 ;soit AB+ BCouptC.
- Le comportement de GM
Longueur GM :  penses-tu quelle augmente : lorsque le point M
va du milieu de cOté a une extremité
penses-tu qu ‘elle diminue : lorsque le point M
va de [ 'extrémité du coté a son milieu
- peut-on affirmer quelle est toujours supérieure a 2.
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GROUPE 1 - suite
Longueur de la hauteur 43

Longueur minimale de GM : ?3£ 2,309

oui elle est toujours supérieure a 2.
tjrs inférieure a 4.

longueur hauteur 4Y3

longueur maximale §13_3—z 4,618

non elle peut étre supérieure a 4.

- Peus-tu décrire le comportement de la longueur GM sur un
tableau ou un graphique? Oui.

- Quels mots, quels symboles te paraissent le mieux décrire les
variations de GM?

£< aM< §_\C Gme |43 878
3 3
2°/ Pour plusieurs valeurs de x , GM est la méme (longueur)
_ 8Y3

x =0 GM = longueur maximale = 3
x =2 le point M est le milieu de H et A donc au milieu des deux

aV3  8V3
valeurs 3 et 3

4\/'3'+8V§: 12Y3
3 8 3 6Y3
2 3

x = 3,5. Pythagore dans le triangle rectangle H,G,M;
HG? + HM?2= GM?

5l

+0,52=GM?
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GROUPE 1 (suite)

oM =284 05 167
3 3
GM = @ ~2,36

x = 4 = plus grande valeur de GM = ?

16,75
x=45= 3 “car HM = 0,5 comme pour x = 3,5.

x=7
Pythagore dans le triangle rectangle H,G,M ,
HG?+HM?=GM?

2
(4_@) +32=GM*
3
3 3
GM=-4/ 2
3
x = 8 = plus grande valeur de GM = g
x =10 milieu BI =%_3—
x =12 milieu BC = j{i_g_
x=18 pt = i{?_
3
x=24 pt = ﬁ
3
Terminéa 101 10 .
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GROUPE 2

Centre de gravité :

- A lintersection des trois médianes du triangle

- Sa position est 1/3 base et 2/3 sommet.
Xp+Xxpt+x +1yp+

- La formule est : XG=—A—33——C€f Ye= yA—y?)B—E

Contour :

C'est les trois segments qui constituent le triangle.

On peut le calculer, se sera le périmetre.

E:

- I n"y a pas de formule pour trouver la valeur de départ x car c’est celle

que l'on donne au départ de 'exercice.

- La plus petite valeur de x est : 0.

- La plus grande est x = 24 (périmétre).

M:

si x = 0, M est confondu avec A.

si x =4, M est le milieu de [AB]
six=7,Mestsur[ABlet AB=7 et MB=1
six =12, M est sur [BC] et M est milieu de [BC]
si x = 16, M est confondu avec C.

GM : La longueur GM varie .
plus petite : ;—x Y48 =23
Elle sera tjrs supérieure a 2.

plus grande : %x Y48 =4,6

Elle ne sera pas toujours inférieure a 4.

* La longueur GM varie avec 'éloignement avec le milieu d 'un segment
du triangle. Plus M est loin du milieu d 'un segment et donc il est pres
d'un sommet, la longueur augmente et inversement.

Pour décrire GM on peut dire que la longueur est en dents de scie.
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2°/ Quelques valeurs précises.
Calculer GM lorsque x=0 x=2 x=35x=4 x=45 x=7

x=8 x=10 x=12 x=18 x=24
As-tu des remarques a faire ? Donne sur une feuille a part le détail des
calculs. Complete le tableau suivant, avec le minimum de calculs.

Valeursdex | O 2 3,5 4 4,5 7 8 [ 11,5
GM mesuré 31 | 24|23 |24 | 38|41 |24
GM calculé 305124 | 23|24 |39 ]| 46 | 24

Valeursdex | 12 | 13,5] 15 16 18 20 22 24
GMmesuré | 23 | 2,7 | 3.8 | 4,1 3 23 | 31 | 4,1
GMcalculé | 2,3 | 2,7 | 3.9 | 46 | 305 23 | 3,05| 4,6

3°/ On lit les valeurs de x sur l'axe des abscisses.

C’est le graphique 3 qui représente les variations de GM lorsque x aug-
mente.

Je rejette le graphique 1 car quand x = 0 GM = 4,6, le graphique 1 démarre
de (0 ; 0) il n'est donc pas bon.

Je rejette également le graphique 2 car il nous montre que x € [2 ; 4] alors
que dans la réalité x € [2,3 ;4,6] .

Il n'est donc pas bon.

Sil'on test sur le 3 des valeurs trouvées, il reproduit bien la réalité et le
calcul.

C’est donc le bon graphique.

4°/ Pour trouver GM, il y a trois fonctions selon le c6té on se trouve M.
Pour calculer, nous avons employé le théoréme de Pythagore et les fonc-
tions seront :

Si M est sur [AB] fx) = V2,37+(8-x)?
Si M est sur [BC] fx)= 1237+ (16-x)?
Si M est sur [CA] fix) = 12,32+ (24—

Sil’on considere la longueur d 'un coté uniquement et que l’on prend
x=20 par exemple : on fait 8 x 2 + 4 = 20.
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Alors on prend la fonction f(x)= 12,3%+(8-x)°

Par un petit calcul ces trois fonctions peuvent en fait, résulter a une seule.

Calcul de GM.

*Six=4,x=12etx=20

Calcul d'une médiane: 82=42+m?
82-42=m?
64-16= m?2

V48 =m
GM:%XW=;,3
*Six=8,x=16etx=24

GM = %xm=éj

*Six=2;x=18et x=22.
22+232=GM?
GM = 3,05.

*Cix=35rx=45,%=115
052+232=GM2
GM2=2,35=24.

GROUPE 3
1°/ * Centre de gravité G : nous pensons que le centre de gravité est I 'in-
tersection des médianes. -

- sa position est au 2/3 du sommet a G

aV3

- La formule est -

* Le périmétre du triangle (ou contour) est de 3 x 8 = 24 cm.

* La distance x n'a pas de formule précise, on la lit sur le dessin
- la plus petite valeur de x est AM =0 cm
- la plus grande valeur de x est AM = 24 cm.
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GROUPE 3 (suite)

o
Xy
4
35
3 -’ 1!
re
EY A :
45
e
¢|{' )
o % L ¢ § A Andk 4640 B0 & dan

* pourx=0 - Aestconfondua M
pour x=4 - M est au milieu du segment [AB]
pourx=7 M estau 8/7 de [AB]
pour x =12 - M est au milieu de [BC]
pour x =16 - M est sur C.
* Le comportement de GM..
- La longueur GM augmente lorsque M se rapproche d ‘un sommet et elle
diminue lorsque M se rapproche du milieu d"un des trois cotés.
- La longueur GM est toujours supérieurea 2 car, 1/3 de la hauteur est >

2 : hauteur = %=¥ =6,92

1/3 hauteur = 2,3
donc GM > 2
- La longueur GM n'est pas toujours inférieure a 4 parce que, les 2/3 de la
heuteur (6,92) donnent 4,6 cm.
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GROUPE 4

1°/ Etude de l'énoncé

- Le centre de gravité est l'intersection des 3 médianes du triangle.

- Le centre de gravité est le milieu du cercle circonscrit, du cercle inscrit
pour le triangle équilatéral.

_1
- formules : EG= 3 EC Les coordonnés du centre de gra-
pG=1DB vité dans un repére (O,i ,]')
3 xo=YATXBFXC
FG=1rA 8
3 _Yat¥yst¥c
R T

- le contour du triangle est la trajec-
toire du point M le long des cotés [AB], [BC] et [CA] du triangle.
- quand M est sur [AB], on peut dire alors que x = AM
quand M est sur [BCI, on peut dire que x = AB + BM
quand M:-est sur [AC], alors x = AB + BC + CM
- la plus petite valeur de x, c'est quand M est confondu avec A donc que x
est nul.
- la plus grande valeur de x est le périmetre du triangle, c’est a dire 24.
-pour x =0, M est confondu avec A
x =4, M est au milieu de [AB], sur E
x=7,MestalcmdeB
x = 12, M est au millieu de [BC], sur F
x = 16, M est confondu avec C.
- On peut mesurer la longueur GM et aussi la calculer grice au théoréme
de Pythagore en travaillant dans les triangles AFB, AFC, BAD, BDC
selon la position de M.
La longueur GM augmente vers les sommets A, B, C du triangle et dimi-
nue vers les milieux des segments, D, E, F.
-DB2=BC2+(CD2
DB2=64+16=80

DB=YV80 =894~9 D et M confondus

cM= LMB ;M= 1x9=3
3 3 doncGM 2 3

La longueur maximale de GM est 4.
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Notes personnelles

PAS BESOIN DE CALCULER LA DISTANCE D'ARRET! |
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