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Résumé.

Cet article utilise la notion de fonction récursive pour introduire l’algorithmique

en mathématique. Il étudie deux exemples simples pour montrer que l’algorith-

mique ne suffit pas pour comprendre toutes les difficultés pour effectuer des

calculs mathématiques avec des calculatrices ou des ordinateurs et de com-

prendre les résultats ainsi obtenus.

Mots clés : algorithmique, programmation, fonction récursive, factorielle, série

harmonique.

1. Introduction

On sait que les nouveaux programmes de mathématiques contiennent une

introduction à l’algorithmique. Si on admet la nécessité de cette introduction

comme étape préliminaire à la compréhension et à l’utilisation des ordinateurs,

on peut se poser la question de savoir si les techniques employées actuelle-

ment sont les plus simples et les mieux adaptées pour ce but. Dans cet article

on présente un modèle montrant que l’on peut en douter.

2. Le calculable

Dans une ancienne version du Petit Larousse illustré, j’ai trouvé ces défini-

tions d’un algorithme et de l’algorithmique :

– algorithme : suite finie d’opérations élémentaires constituant un schéma de

calcul ou de résolution de problème ;

– algorithmique : science des algorithmes utilisés notamment en informatique.

Mais qu’est-ce-qu’un calcul ? qu’est-ce-qu’un problème ?

Une étude historique montre que jusqu’à la fin du 19e siècle la notion d’al-

gorithme semble se confondre avec la notion de calcul mathématique. Mais la

définition de cette dernière reste une énigme (sans gros intérêt à l’époque).

Le développement du calcul différentiel et intégral a montré la nécessité

d’une définition précise de l’ensemble des réels, voire une nouvelle conception

des mathématiques. Pour satisfaire ce besoin, Cantor introduit un système qui

est qualifié par Hilbert comme « le paradis ». Néanmoins ce système comprend

un axiome appelé axiome du choix qui permet de démontrer des résultats

contraires au bon sens : par exemple Banach montre comment on peut décou-

per une boule en un nombre fini de morceaux à partir desquels on peut recons-

truire une boule deux fois plus grosse.

Ceci ne peut satisfaire de nombreux mathématiciens, en particulier les  ma-

thématiciens « appliqués » qui considèrent que leurs travaux doivent pouvoir
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être utilisés dans d’autres sciences. Pour essayer de concilier tout le monde,

Henri Poincaré a proposé de définir le calculable. Dans les années 1930, plu-

sieurs solutions ont été proposées qui s’avèrent toutes équivalentes. Nous n’en

retiendrons que deux :

– la machine (théorique) de Turing qui est la plus connue ;

– le -calcul de Church : un calcul est une fonction (ou une boite noire) où on

entre des données et qui fournit un (le ?) résultat. Cette fonction peut être ré-

cursive (définie à partir d’elle). Bien entendu il faut introduire des conditions

pour que le système soit cohérent. 

On sait que la machine de Turing a été la base des calculateurs (pour les

anglo-saxons), mais que nous appelons (malencontreusement peut être !) or-

dinateurs.

Par contre le point de vue de Church a inspiré les langages fonctionnels

dont le premier fut LISP, mais aussi le langage LOGO développé pour appren-

dre les idées de base de l’informatique à de très jeunes enfants. Ces langages

ont été très décriés car ils nécessitent des machines ayant beaucoup de mé-

moire, ce qui n’est évidemment plus un problème actuellement. En s’inspirant

de ce modèle, on peut introduire la définition :

Un algorithme est une fonction qui à partir de variables (les données du pro-

blème) fournit une réponse (la solution du problème).

La fonction peut faire appel à d’autres fonctions (sous-problèmes) et éven-

tuellement à elle-même mais avec d’autres variables (appel récursif).

Remarques. 1. Ceci concerne la plupart des problèmes que l’on se pose :

calculer le prix d’un achat, construire un itinéraire, construire une figure géo-

métrique, etc.

2. Tous ces problèmes peuvent se faire actuellement soit « à la main » pour

les plus simples, soit avec une machine. Dans ce dernier cas, on distinguera

soigneusement

– l’algorithme (description générale de la méthode)

– les développements nécessaires pour utiliser cette méthode sur la machine

(programmation)

Pour écrire un algorithme, l’emploi de fonctions récursives écrites avec la

syntaxe habituelle semble le mieux adapté et le plus conforme à l’usage des

mathématiciens.

3. Une algorithmique de base

Il est traditionnel de partager les connaissances en divers mondes (ou uni-

vers) définis par quelques notions primitives de base, constantes ou fonctions. 

3.1. Le monde de la logique.

Dans le monde du calcul (et ailleurs), on ne peut rien faire sans un minimum

de logique. Dans le monde de la logique, on admet deux constantes de base,

vrai et faux, et on appelle prédicats (ou fonctions booléennes) des fonctions
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ayant pour valeurs ces deux constantes. On utilise une primitive de base, à 

savoir la fonction si … alors … sinon dont la syntaxe est :

si (prédicat) alors [fonction 1] sinon [fonction 2].

Avec cette seule primitive, on peut définir les principales fonctions logiques :

non, et, ou, ou_exclusif :

non (p) = si (p) alors [faux] sinon [vrai]

et (p,q) = si (p) alors [q] sinon [faux]

ou (p,q) = si (p) alors [vrai] sinon [q]

ou_exclusif (p,q) = si (p) alors [non(q)] sinon [q]

3.2. Le monde des listes

Dans cette algorithmique, la structure fondamentale est celle de liste qui cor-

respond dans le langage mathématique traditionnel à celle de suite finie. Une

liste l sera notée comme une suite d’éléments dans des crochets 

l = [a b c …]

Pour les manipuler, on introduit 

– une liste vide notée [ ] ;

– un prédicat de base videp? : pour une liste l,

videp? (l) = si (l = [ ]) alors [vrai] sinon [faux] ;

– un constructeur metspremier : si x est un élément et l une liste,

metspremier(x,l) fournit la liste composée de l’élément x suivi de tous les élé-

ments de la liste l.

– deux sélecteurs premier et saufpremier ; comme leur nom l’indique, pour une

liste l non vide, premier (l) fournit le premier élément de l et saufpremier (l)

fournit la liste l amputée de son premier élément.

Il est commode aussi d’introduire des fonctions dernier et saufdernier, mais

on constatera qu’on peut les redéfinir à partir des précédentes : pour une liste

non vide l,

dernier (l) = si videp? (saufpremier (l))

alors [premier l)] 

sinon [dernier (saufpremier (l))]

saufdernier (l) = si videp? (saufpremier (l))

alors [l]] 

sinon [metspremier (premier (l), saufdernier (l))]

3.3. Les mondes numériques.

Dans ces mondes, on suppose un ensemble de nombres sur lesquels on

sait définir (au moins) :

– les nombres 0 et 1,

– les opérations de base + et ,

– les relations d’ordre <, >, ≤ et ≥.
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Remarque. On utilisera les notations traditionnelles, mais pour les puristes

on pourrait introduire la notation polonaise : + (a,b) au lieu de a + b etc.

Voici quelques exemples de fonctions utiles :

–si l est une liste de nombres, les fonctions

sommeliste (l) = si videp? (l) alors [0]

sinon [premier (l) + sommeliste (saufpremier (l))]

produitliste (l) = si videp? l) alors [1]

sinon [premier (l) produitliste (saufpremier (l)]

fournissent les opérations notées traditionnellement ∑ et ∏.

– si p et q sont deux entiers, la fonction

listenombres (p,q) = si (q < p)

alors [[ ]]

sinon [metspremier (p,listenombres (p+1,q)]

fournit la liste croissante des nombres de p à q.

4. Un exemple : le calcul de la factorielle

4.1. Généralités

En arithmétique, on définit la factorielle d’un nombre positif n (notée tradi-

tionnellement n!) comme étant le produit de la liste des n premiers nombres

entiers, autrement dit :

Puisque pour n = 0, la liste des entiers est vide, on peut admettre que

                                                                                                            (1)

       De plus l’associativité et la commutativité de la multiplication donnent 

                                                        (2)

En algorithmique, on préférera introduire la notation fonctionnelle factorielle (n)

en lieu et place de n!. La définition donnée ci-dessus nous permet de dire que

Néanmoins on préférera prendre comme définition 

                          (3)

qui se déduit immédiatement de (1) et (2). On obtient alors facilement « à la

n!= j
j=1

n

�

n!= j
j=1

n

� = j
j=1

n
1

�  n = n j
j=1

n
1

� = n n
1( )!

factorielle n( ) = produitliste listenombres 1,n( )( )

factorielle n( ) = si (n = 0) alors 1[ ]

sinon n
 factorielle n�1( ) 

0!=1.
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main » la valeur de factorielle (n) pour les petites valeurs de n :

Mais ceci devient rapidement fastidieux. Pour de plus grandes valeurs, on peut

utiliser une calculatrice ou un ordinateur.

4.2. Avec une calculatrice

Il existe des calculatrices scientifiques avec une touche « ! » donnant im-

médiatement la « valeur » d’une factorielle, par exemple la calculatrice Alcula

que j’ai trouvée sur mon ordinateur et avec laquelle en tapant le nombre n et

en cliquant sur les touches « ! » et « = » on obtient immédiatement une 

réponse :

Les premières réponses ;

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8

factorielle n( ) 1 1 2 6 24 120 720 5040 40320
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sont des nombres entiers jusque 18 (qui confirment évidemment les valeurs

obtenues précédemment  à la main). Puis de 19 à 21 la calculatrice semble

hésiter puisque sa réponse est un nombre entier mais précédé du symbole 

« ≈ » au lieu du symbole « = » :

On remarquera que la valeur fournie pour 19 ne peut pas être exacte car elle

doit se terminer comme pour 18 par 000. Ensuite de 22 à 170 elle fournit une

valeur approchée avec la notation habituelle des nombres réels p 10e qui

fournit une information sur le nombre x cherché : x est un nombre entier de 

e 1 chiffres dont les 10 premiers sont les chiffres composant le nombre p :

Enfin à partir de 171, elle abandonne.

En résumé la calculatrice traite différemment les petits et les grands nombres

entiers. Pour la factorielle elle fournit jusque 170 une valeur qui suivant les cas

est le nombre entier exact ou un ordre de grandeur de ce nombre.

4.3.  Avec un ordinateur

Pour exécuter un calcul avec un ordinateur, il faut commencer par choisir le

logiciel approprié, puis apprendre l’algorithme correspondant dans le langage

de la machine. C’est cette dernière étape que l’on appelle la programmation.

Dans le cas qui nous occupe, le langage doit connaître l’arithmétique et pouvoir

traiter des grands nombres entiers. Pour cela j’utilise le langage x-logo. Dans

ce langage, voici le programme ad hoc :

pour fact :n

si :n=1 [ret 1] [ret :n * fact :n-1]

fin
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(la primitive ret indique à la machine la valeur à retourner). 

Avec cette procédure, on obtient bien entendu les 18 premières valeurs de

fact (n), puis

fact (19) = 121645100408832000

fact (20) = 2432902008176640000

fact (21) = 51090942171709440000

La première corrige l’erreur signalée dans les résultats de la calculatrice tandis

que les deux autres sont semblables à ceux de cette dernière. Si l’on continue,

on obtient 

                                 fact (22) = 1124000727777608000000                         (4)

fact (23) = 25852016738884980000000                        (5)

Ces valeurs sont manifestement incorrectes car comme fact (21) elles de-

vraient se terminer par 4 zéros. Mais les deux sont composées d’un nombre

de 16 chiffres suivis de 6 zéros pour le premier et de 7 zéros pour le deuxième.

Or 16 + 6 et 16 + 7 sont exactement le nombre de chiffres annoncés par la cal-

culatrice. On peut donc penser qu’une lecture correcte de (4) et (5) est celle

de la calculatrice :

fact (22) ≈ 1,124000727777608 1021

fact (23) ≈ 2585201673888498 1022

Or dans la notice de x-Logo on trouve la primitive suivante :

Le nombre 16 est donc la valeur par défaut. On peut donc espérer les valeurs

suivantes en utilisant la procédure suivante

qui donne (avec les valeurs de p fournies par la calculatrice) :

efact (22,21) = 1124000727777607680000

efact (23,22) = 25852016738884976640000

efact (24,23) = 620448401733239439360000

efact (25,25) = 15511210043330985984000000

et aussi

pour efact :n :p

fixedecimales :p

ret fact :n

fin
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efact (170,306) =

725741561530799896739672821112926311471699168129645137654357779

89005618434017061578523507492426174595114909912378385207766660

22565442753025328900773207510902400430280058295603966612599658

25710439855829425756896631343961226257109494680671120556888045

7193340212661452800000000000000000000000000000000000000000

Pour obtenir fact (n) pour des valeurs de n plus grandes, on peut déterminer

le taux de précision p correspondant. En effet si x est un nombre réel de la

forme k 10p avec k 10, alors log (x) p log (k) et, puisque log (k) 1, p

est la partie entière de log (x). De plus de

on déduit qu’en fournissant à x-Logo le programme

on obtiendra par exemple

mais aussi

puis

efact (200,374) =

78865786736479050355236321393218506229513597768717326329474253

32443594499634033429203042840119846239041772121389196388302576

42790242637105061926624952829931113462857270763317237396988943

92244562145166424025403329186413122742829485327752424240757390

32403212574055795686602260319041703240623517008587961789222227

89623703897374720000000000000000000000000000000000000000000000

000.

log n!( ) = log j( )
j=1

n

�

pour pfact :n

ret tronque logfact :n

fin

pour logfact :n

si :n=1 [ret 0] [ret (log10 :n) + logfact :n-1]

fin

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

pfact n( ) 0 0 0 1 2 2 3 4 5 6 7 8

n 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

pfact n( ) 9 10 12 13 14 15 17 18 19 21 22 23

n 180 190 200 250 300 350 400

pfact n( ) 329 351 374 492 614 740 868
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Remarque. On peut calculer une valeur exacte de la factorielle de n sans

avoir la valeur exacte de pfact (n). En effet on peut utiliser le fait que pour deux

entiers différents k et l (k l),

– si efact(n,k) efact(n,l), alors k pfact (n) ;

– si efact(n,k) efact(n,l), alors k pfact (n) et efact(n,k) efact(n,pfact (n)).

Par exemple de

efact (200,300) =

78865786736479050355236321393218506229513597768717326329474253

32443594499634033429203042840119846239041772121389196388302576

42790242637105061926624952829931113462857270763317237396988943

92244562145166424025403329186413122742829485327752424240757390

32403212574055795686602260319041703240623517008588000000000000

00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

000

efact (200,400) = efact (200,500) =

78865786736479050355236321393218506229513597768717326329474253

32443594499634033429203042840119846239041772121389196388302576

42790242637105061926624952829931113462857270763317237396988943

92244562145166424025403329186413122742829485327752424240757390

32403212574055795686602260319041703240623517008587961789222227

89623703897374720000000000000000000000000000000000000000000000

000 

on déduit que 300 pfact (200) < 400 et que 200! = efact (200,400).

4.4. Remarques

1. Le calcul d’un nombre entier peut fournir deux réponses : le nombre exact

ou l’ordre de grandeur  de ce dernier.

2. La réponse d’une machine peut être difficile à interpréter, voire être incor-

recte. Dans ce dernier cas, on invoquera que l’algorithme est faux ou que l’on

est sorti de son domaine de validité.

3. L’algorithmique des entiers naturels donne une idée très différente de celle

de l’ensemble NN habituel. Par exemple, cet ensemble doit être considéré
comme un ensemble infini potentiel comme chez Euclide. De plus un théorème

comme « tout entier est un produit de nombres premiers » ne peut fournir qu’un

algorithme de domaine limité, ce qui est d’ailleurs utilisé en théorie du codage.

5. La suite harmonique

5.1. Introduction

Mon point de départ est la deuxième partie de l’épreuve du Bac S 

“ Algorithmique ” Métropole 2012 :
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Plutôt que de critiquer in abstracto cet extrait, je vais montrer d’abord ce que

peuvent apporter mes idées et les difficultés qu’on peut rencontrer.

5.2. Définition et étude dans l’ensemble des rationnels

Pour un professeur de mathématique, il s’agit ici de l’étude de la notion de

série harmonique présentée par exemple dans la rubrique de ce nom de Wiki-

pédia comme la somme des inverses des premiers nombres entiers, autrement

dit la suite des nombres

ou si on pense algorithmiquement de la fonction récursive

                                    (6)

Cette fonction est particulièrement importante car c’est la plus simple des

sommes dont les termes tendent vers 0, mais qui tend vers l’infini (autrement

dit qui devient arbitrairement grande). 

Peut-on « voir » ceci en calculant hn ? On a vu que cette question peut avoir

plusieurs réponses suivant que l’on veut une valeur « exacte » de ce nombre

ou seulement un ordre de grandeur. Pour une valeur exacte, on peut considérer

que la fonction harmonique prend ses valeurs dans l’ensemble des rationnels

et, puisque cet ensemble est un corps, on a le théorème suivant rarement

énoncé, mais facile à démontrer :

hn =
1

j
j=1

n

�

harmo n( )  = si (n =1) alors [1] sinon harmo n�1( )+
1

n







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Si (aj) et (bj) sont deux suites de nombres entiers avec bj ≠ 0, alors

avec  et pn = bn pn-1 + an qn-1.

En appliquant ce résultat pour aj = 1 et bj = j, on déduit que harmo (n) est un

nombre rationnel de dénominateur n! et de numérateur le nombre numharmo

(n) défini par

On obtient facilement les premières valeurs de cette fonction :

Remarque. Cette méthode est utile lorsque l’on s’intéresse aux problèmes

de la précision (ou des erreurs) de calculs faits par une machine. En effet dans

un tel calcul sur les entiers on peut faire des additions, soustractions et multi-

plications exactes ; seules les divisions introduisent de telles erreurs qui se

multiplieraient si on faisait le calcul de la fonction harmo à partir de (6) alors

que la méthode proposée ici ne comprend qu’une seule division terminale. Pour

de tels exemples, voir dans [2] le calcul des décimales des constantes e et .

Ici pour étudier les propriétés de la suite harmo, on n’a pas besoin d’une grande

précision.

5.3. Calcul et propriétés de la suite harmonique

Avec les méthodes du paragraphe 4, on obtient de la définition (6) les va-

leurs approximées à 10 3 suivantes :

On voit que la fonction croissante harmo(n) a une croissance extrêmement

lente puisque harmo (1000) harmo (1) ≃ 6.485. Or on connait une fonction

ayant un comportement semblable, à savoir la fonction ln (logarithme népérien)

pour laquelle ln (1000) ≃ 6.908.

On va donc comparer ces deux fonctions en introduisant une fonction que

pour des raisons qui apparaîtront ci-dessous nous appelons gamma :

a j

b jj=1

n

� =
pn

qn

qn = b j
j=1

n

�

numharmo n( ) =  si (n =1) alors 1[ ]  sinon n
numharmo n�1( )+ fact n�1( ) 

n 1 2 3 4 5 6 7 8

numharmo n( ) 1 3 11 50 274 1764 13068 109584

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

harmo n( ) 1 1.5 1.833 2.083 2.283 2.45 2.593 2.718 2.829 2.929

n 20 30 40 50 60 70 80 90 100

harmo n( ) 3.598 3.995 4.279 4.499 4.68 4.832 4.965 5.083 5.187

n 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

harmo n( ) 5.878 6.283 6.57 6.793 6.975 7.129 7.262 7.38 7.485
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avec laquelle on obtient les valeurs :

(approchées à 10 3) et pour les dernières valeurs

que ma machine a bien voulu me fournir (approchées à 10 6). On peut en

conjecturer que la suite gamma(n) est décroissante et qu’elle a donc à l’infini

une limite qui s’appelle dans la littérature constante d’Euler et dont 0.577 se-

rait une valeur approchée à 10 3.

5.4. La série harmonique alternée

On peut traiter de même la série harmonique alternée définie par la suite 

ou la fonction

Puisque les suites (k2n) et (k2n 1) sont adjacentes, la suite (kn) converge et de 

harmoalt (3000) ≃ 0.692581, harmoalt (3001) ≃ 0.693314

et exp (0.693) ≃ on peut conjecturer que la limite de (kn) est ln 2, ce qui peut

se démontrer à partir de de la convergence de la fonction gamma.

5.5. 

Je terminerai ce paragraphe par quelques remarques sur le sujet du Bacca-

lauréat cité au début de ce paragraphe :

Dès la première question, sans parler du regrettable emploi de  la variable

u alors que un vient juste d’être employé pour une toute autre chose, on

constate toute l’ambiguïté de la notion d’algorithme adoptée (plus proche à vrai

dire d’une programmation) puisqu’on dit « u est un réel » et on ne précise pas

la notion de « valeur exacte » pour un tel nombre : 11/6 ou 1,833… ? 

La deuxième question montre que la notion d’algorithme utilisée ne convient

pas pour élaborer un calcul complexe puisqu’elle suggère de recopier au lieu

d’utiliser un calcul déjà fait.

n 1 2 3 4 5 6 7 8

gamma n( ) 1 0.807 0.735 0.697 0.674 0.658 0.647 0.638

n 1000 1500 2000 2500 3000 3500

gamma n( ) 0.577716 0.577549 0.577466 0.577416 0.577382 0.577359

kn =

1( )
j

j
j=1

n

�

harmoalt n( )  = si (n =1) alors [-1] sinon harmoalt n�1( )+
�1( )
n

n













gamma n( ) = harmo n( )� ln n( )
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6. Conclusion

Avant l’avènement des ordinateurs, les calculs se faisaient « à la main  » en

utilisant des tables de logarithmes et trigonométriques et /ou des règles à cal-

cul. Dans les années soixante, la quatrième épreuve de l’agrégation de ma-

thématiques était une épreuve de calcul numérique de quatre heures se faisant

dans ces conditions et dont le but était un calcul complexe avec estimation de

la précision du résultat obtenu. On aurait pu croire que l’utilisation des portables

et des calculatrices scientifiques changerait beaucoup les choses. Il n’en a rien

été : les discussions sur ces moyens de calcul portaient plus sur la possibilité

de fraudes aux examens et la préservation de l’égalité des chances aux exa-

mens que leur utilisation dans l’enseignement. Peut-on croire que l’introduction

actuelle de « l’algorithmique » sans parler des nombreux problèmes posés par

les calculs sur machine dont je viens de montrer quelques exemples dans cet

article changera réellement les chose ?
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Ces trois derniers textes restés inédits peuvent être obtenus sur simple de-

mande auprès de l’auteur : roger.cuppens @ orange.fr

Je remercie Michel Carral et Tony Paintoux qui ont bien voulu relire ce texte

et me faire des suggestions importantes.
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