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NOTRE COUVERTURE :
La maison des quadrilateres

La couverture reproduit 'une des figures d'un article sur “la maison
des quadrilateres. une suggestion pour animer activité mathématicque
véritable™ et que vous trouverez p. 14 a 33.

Il nous est fourni par un étudiant a la padagogische Hochshule de
Heildelberg, I'équivalent de nos I.U.F.M., Mr. Giuseppe Pintaudi. Celui-
ci y fait une analyse comparée de l'enseignement des quadrilateres en
France et en Allemagne.
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\\\7/ LES SPIRALES (1 partic)
/ André STOLL

% Lycée Louis Couffignal

IREM de Strasbourg!
« Quelle spirale, gque [étre de homme. Dans
1. Introduction

cette spirale, que de dynamismes qui s'inversent. On
ne satt plus tout de sutte si l'on court an centre on 5i l'on
s'en évade. »

BACHELARD, Poétique de I'espace.

Les spirales ? Elles sont présentes partout. Dans le
monde animal ou végétal, admirez la forme superbe
d’'un nautile ou d’une coquille d’escargot. Admirez
¢galement la fleur de la marguerite. Celle-ci est
composée d’une centaine de fleurons élémentaires
jaunes, disposés en son cceur selon une double gerbe
de spirales droites ou gauches. Vous en trouverez
¢galement dans les tableaux de Léonard de Vinci, de
Direr et autres artistes peintres, en architecture, en
ferronnerie, en mécanique... Sur une pellicule photo,
un banal escalier hélicoidal devient une spirale. En
astronomie, nul ne peut ignorer les galaxies en

forme de spirale. LEONARD DE VINCI : L' ANNONCIATION
Cette tigure est présente dans toutes les cultures.

Elle est chargée de signification symbolique. C’est un motif ouvert et optimiste. Elle
représente les rythmes répétés de la vie, le
caractere cyclique de Pévolution.

Paradoxalement pourtant, dans la langue
francaise, on ne parle d’elles que pour évoquer un
échec, une crise... la spirale du chémage, la
spirale de la violence. ..

Paradoxalement encore, si ces courbes sont si
présentes dans notre environnement, elles sont

! Ce texte est un résumé de la conférence donnée le 28 mars 1998 4 la régionale d’Alsace de PAPMEP.
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André STOLL

presque completement oubliées dans I'enseignement des mathématiques. Pourquoi ?
Difficile de répondre de maniére précise a cette question. Certains disent qu’elles
sont trop difficiles a tracer. C’est évidemment une fausse raison. D’ailleurs a ’ére
des calculatrices graphiques et autres traceurs de coutbes cette raison ne peut pas
expliquer leur absence.

Dans Phistoire des mathématiques, ces figures sont intervenues comme solutions
de problémes fondamentaux et extrémement variés. Et trés souvent, elles apparais-
sent la ot on ne les attendait pas !

Au cours de I'article ci-dessous, je souhaiterais d’une patt présenter quelques spi-
rales en les remettant dans leur contexte historique et d’autre part, montter ce que
étude de ces courbes peut apporter a un enseignant de mathématiques.

2. La spirale de Théodore de Cyréne.

1. De Pincommensurabilité de la diagonale du carré 2 la spirale de Théodore.

Dans Pouvrage de Platon qui porte son nom, Théététe affirme que son maitre, Théo-

THEODORE DE CYRENE (finV¢ — débutI Ve siécle avant J.C.)

Mathématicien grec, qui enseignait a Cyrene. D’aprés Diogeéne Laérce, Théodore de
Cyrene aurait connu et méme instruit Platon, lors de son passage a Cyrene. Platon fait
d’alleurs de lui un des personnages de la trilogie du Théétete , en le présentant a la fois
comme ami de Socrate et comme ami de Protagoras (un disciple de Pythagore). Dans le
catalogue d’Eudéme conservé par Proclus, Théodore est cité aprés Hippoctate de Chios.
Il figure également dans la liste de Jamblique comme pythagoricien. C’est, en tout cas, de
la grande découverte pythagoricienne de Iincommensurabilité de la diagonale et du coté
du carré (racine carrée de 2) qu'il est parti pour étudier ce que nous appelons actuellement
Pirrationalité des racines carrées des nombres de 3 4 17, sans doute par des procédés
géométriques comme nous pouvons le lire dans le «Théététe » de Platon :

THEETETE. - Théodore [«-] avaif fait, devant nous, les constructions relatives a quelgues-unes des
putssances, moniré que celles de trois pieds et de cing pieds ne sont point, considérées selon leur longuenr,
commensurables a celle d'un pied, et continué ainsi a les étudier, une par une, jusqu’a celle de dixc-sept
preds : il sétait, je ne sais pourguoi, arrété la. [Platon : Théététe 147d]

dore, a étudié I'irrationalité des nombres \/5 ,\/3 \/E ... jusqu’a \/17 et quiil a cons-
truit ces nombres devant lui (voir encadré). Comment ? Pourquoi Théodore s’est-il

arrété a\J17 ?

Nous ignorons les réponses a ces questions. Depuis plus de 2 millénaires, les
mathématiciens et les historiens se posent ces questions et, encore de nos jours, les
spéculations continuent.

Une réponse, pleine d’imagination, a été donnée, il y a environ 70 ans pat un
mathématicien allemand, J.H. Anderhub. Celui-ci imagina que Théodore construisit
\/-é ,\/5 \/g ...a Paide d’une suite de triangles rectangles dont 'un des cotés de
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Pangle droit mesure une unité et Pautre c6té de angle droit est Phypoténuse du
triangle rectangle précédent, le premier triangle étant rectangle et isocele (voir figure 1)

Il est aisé de démontrer a Paide du théoréme de Pythagore que les hypoténuses
des triangles ainsi construits mesurent \/5 ,\/3 \/5

J-H. Anderhub observa que \/ﬁ est 'hypoténuse du dernier triangle rectangle
avant que la figure ne se superpose a elle-méme. En poursuivant la construction,
nous obtenons une spirale que J.H. Anderhub dénomma ,die Quadratwurzel-
schnecke® C’est-a-dire « escargot de la racine-carrée » pour rappeler que hypo-
ténuse du n-icme triangle est\/z + 1 . En ’honneur de 'Théodore de Cyrene, elle est
aussi appelée « la spirale de Théodore » 1l se pourrait ainsi que cette spirale, tout en
¢tant une découverte récente, soit la plus ancienne des spirales.

Aq

2. Construction de la A3

spirale de Théodore.

La spirale de Théodore
est une spirale discrete.

Pour la tracer, nous
construisons un triangle
rectangle et  isocele
(OA1AY) puis, par
récurrence, les points As,
Ay, As,... tels que :

— les angles ()A@M

FIGURE |

sont droits :

OATA2= OAA; = OMAL= ... = 1 droit

— les cotés [AnAn+1] ont tous méme longueur : OA; = AjA> = AvAs = ...
En prenant comme unité de mesure la longueur commune des cotés [AnAnii], il
est facile de montrer, a aide du théoréme de Pythagore, que la longueur du segment

[OA,] estfn:
OA1 =41 ,0A2 =12 ,0A: =3 , 0A, =4 OAs =15 , ...

3. Pour les enseignants : quelques sujets de réflexion.

La construction de la spirale de Théodore est, sans aucun doute possible, a la
portée d’un éleve de college. Mais, en faisant preuve d’un peu d’imagination, elle
peut susciter des questions dont le niveau peut dépasser le niveau d’une classe pré-
paratoire. En voici quelques exemples sous forme d’exercices.
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Exercice 1

- ~ s yr > > N4 :
Dans le repere orthonormé direct R = (O ;15 jou 1 = ()—X}, on appelle z,
. : . Zn
Paffixe du point A, . Montrer que z,+1 =17
Zn

Retrouver le résultat ci-dessus c’est a dire :

= \fn.

Montrer qu'un argument de z, est, pour
k=n—1

1
>2: arg(z,) = E Atan —=.
n arg(z, An\/—é
=1

Zn

Exercice 2

A Taide du logiciel Mapple , construire n
points de la spirale de Théodore. FIGURE 2

Exercice 3 : Prolongement par « continuité »

La spirale de Théodore est une spirale discréte. Le but de cet exercice est de la
transformer en une spirale continue en s’imposant bien évidemment certaines con-
traintes.

Une premiere idée, trés simple,
consiste a relier les points A, par un
segment de droite.

Malheureusement, dans ce cas,
nous ne pouvons pas généraliser la
propriété qui a donné naissance a
cette spirale. Iin effet, on voudrait
que si le point M est sur la courbe,
alors le point M’ tel que MM’ = 1 et
FIGURE 3 le triangle OMM’ est rectangle soit

également sur la courbe. En langage
des nombres complexes, cette
propriété se traduit par : la courbe est invariante par la transformation
r:z—»zx(1+ﬁ).
Z

D’ot Pidée suivante : on relie les points Ay et A» par une courbe (C) quelconque

et on applique la transformation [ a4 chaque point de cette courbe (C). La figure 2 et
la figure 3 montrent le résultat lorsque (C) est un segment de droite ou un demi-cet-
cle.
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[icrire un programme permettant 2 des logiciels de calcul formel comme Mapie,
Derive ... de tracer les courbes correspondantes et tracer la courbe obtenue lorsque
(C) est un segment de parabole. (Une solution est proposée en figure 3)

Les spirales ainsi obtenues ne sont pas assez « régulieres » (comment définir cor-
rectement ce terme ¢ ). D’ou la deuxieme question : trouver 'équation d’une courbe
(S) « bien réguliere » qui passe par tous les points Aget telle que si le point M est sur
(8) alors le point I'(M) y est également. (Une réponse se trouve en figure 4)

Exercice 4 : Nombre de tours ...

Au dix-septiéme point, la spirale a presque fait un tour complet.

Montrer que le nombre de spires réalisées lorsque n = 18 est égal a la partie en-
tiere de :

- AtanL.
m C

=1

Calculer, par exemple, le nombre de tour
lorsque n = 107,

4. Pour le plaisir : généralisons !

Pour construire la spirale de Théodore, nous
avons pris une succession de triangles rectangles
dont 'un des ¢6tés mesure 1 unité .

(En langage des nombres complexes, ceci correspond 2 la transformation

FIGURE L

7>z +i=)
||
Généralisons en prenant, non plus un
angle droit, mais un angle quelconque et le
coté  AgAns1 quelconque  (Soit  une
transformation de la forme

Z <
z > z + b — oub est un nombre
2]
complexe quelconque). Généralisons encore
d’avantage par la transformation

4 FIGURE 5
7z — az + b — ou a et b sont deux

]

nombres complexes quelconques. Le lecteur inspiré pourra encore généraliser en
prenant par exemple a et b dépendant de n. Les résultats sont parfois specraculaires.

La figure 4 et la figure 5 ont été obtenues en prenant :

n
a=exp(iy), b = exp(~1 ?}) (nombre de points : 300 ) et
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1
a=1,b= 5exp( g) (nombre de points : 500).

3. La spirale d’Archimede.

Il est fort probable que c’est en cherchant les solutions des problemes de la tri-
section de Pangle et/ou de la quadrature du cercle qu’Archimede cut I'idée
d’introduire la spirale qui porte désormais son nom.

Celle-ci mériterait a elle seule un long exposé. Aussi, me contenterais-je de ne
donner que quelques résultats concernant la spirale d’Archimede?

1. Définition.

Dans le « Traité des spirales », Archimede nous donne la définition sutvante :

« Lorsgn'une |[demi] droite tourne uniformeément dans un plan pendant que I'une de ses exctré-
miutés reste fixe et qu'elle revient a sa position initiale, et si sur cette droite en rotation un point se
deplace uniformément a partir du point fixe, le point décrira dans le plan une spirale. »

Il est tout a fait remarquable que si la

définition que nous donne Archimeéde FIGURE &
est  purement  mécanique,  ses
démonstrations quant a elles sont
purement géométriques !
Archimede  a-t-il  utilisé  la M

mécanique  pour découvrir  les O
résultats concernant la tangente et
d’autres propriétés de la spirale? La
réponse nous est inconnue. Toute-
fois, replacant le trait¢ de la spirale
dans Pensemble de son ccuvre, cela est
fort
pos-
Y sible.

FIGURE 7

2. La spirale d’Archimede et le
probléme de la trisection de ’angle.

Fin fait, cette spirale permet de partager un

A x angle en n angles égaux.

? Le lecteur intéressé pourra consulter Peeuvre d’Archimede : Editions « Les Belles Lettres » — texte établi et
traduit par Charles Mugler - Tome 11

Les enseignants quant 2 eux pourront consulter la brochure de VIREM de Strasbourg — « Activités glomeétrigues
ponr b collige el le lyée préventées dans une perspective historigue » — janvier 1996

6
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En effet, pour partager I'angle xOy en n angles égaux, il suffit de :
— Faire coincider le sommet de Pangle avec Porigine de la spirale. (Sur la figure 7,

n’a été tracé que larc de spirale AB ouA (resp. B) est I'ntersection de Ox (resp.
Oy) avec la spirale).

— Le cercle de centre O et de rayon OA coupe la demi-droite [Oy) en C. On

partage le segment [CB] en n segments de méme longueur

(sur la figure, n = 3) : CD = DE = EB.

— Les cercles de centre O et de rayons OD et OE
coupent la spirale en F et G.

~  On démontre que : xXOF =FOG = GOy

(La démonstration est laissée au lecteur)

X

3. Tangente a la spirale d’Archimeéde et
quadrature du cercle.

Poursuivant la lecture du traité des spirales, nous trouvons la
proposition sutvante:

« Eit sz une drotte est tangente a la spirale en son extrémité atteinte en
dernier lien, el gu’on éléve, sur la droite ayant lourné el repris sa posilion
tnitzale, la perpendiculaire a lextrémilé restée fixe jusqu’a sa rencontre avec la
langente, je dis que le segment de drvite ainsi mené est égal a la circonférence du
cercle. »

Sur la figure ci-contre, cette proposition se traduit par : soit T le
point d'intersection de la tangente a la spirale en A et de la
perpendiculaire 2 (OA) en O ; alors la longueur OT est égale a la
circonférence du cercle de centre O et de rayon OA

Ainst la construction d’une tangente a la spirale est un probleme FIGURE 8
¢quivalent au probléme de la rectification (donc de la quadrature) T
du cercle.

La démonstration que nous donne Archimede de ce théoréme offre un bel
exemple de la méthode géométrique des Anciens. Elle présente certes des longueurs,
mais cclles-ci sont nécessaires. Elle est remarquable par sa rigueur et se trouve déga-
o¢e de tout usage de considération d’infini.

Au début du XVII¢ siecle, G. P. de Roberval utilise la composition des vitesses
pour aboutir au méme résulrat.
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R S Ie calcul suivant illustre sa méthode avec des
notations contemporaines et la notion de vecteur qui est
plus récente.

Supposons, pour fixer les idées, que la demi-droite
Ox tourne autour de O a la vitesse constante de 1 tour
par seconde. Le mouvement du point A résulte d’un

mouvement linéaire représenté par le vecteur AT et de

la rotation de Ox représentée par le vecteur AR (voir la
figure 8 et la figure 9). I.a direction du mouvement du
point A, qui est la tangente a la spirale en ce pomnt, est
donnée par le vecteur A3 =AC +AR .

Les triangles rectangles (ACS) et (AOT) sont semblables, d’ou :

FIGURE O

G oaxSR orion
CA ~ OAX{E =2mx0A

Nous retrouvons ainsi le résultat démontré par Archimede il v a plus de deux
mille ans.

OT =0A x

4. Aire d’un segment de spirale.

Apres avoir étudié la tangente a la spirale, Archimede $'intéresse a Paire d’un
segment de spirale. Il énonce la proposition suivante

« Je dis, des lors, que l'aire comprise entre la spirale et la droite
revenie d sa position iniliale est égale au tiers du cercle décrit autour du
point fixe comme centre avec un rayon égal au segment de droite
parcouru par le point pendant une révolution de la drotte. » A

(Sur la figure 10, cette proposition se traduit par : Paire de
la surface hachurée est le tiers de laire du disque de centre
O et rayon OA)

FIGURE 10

Pour démontrer ce théoreme, Archimede partage le cercle en un certain nombre
de secteurs angulaires. 11 encadre alors Paire A a calculer par deux aires Z1 et 2, dont
la différence est aussi petite que on voudra. Puis par un double raisonnement par
Pabsurde, il en déduit le résultat.

L’exercice ci-dessous traduit la méthode d’Archiméde en udlisant les notations
contemporaines et, contrairement a Archimede, le recours 2 la notion d’infini.

Exercice 5 : calcul de P'aire d’un segment de spirale

Soit p un nombre entier quelconque, on partage le plan en p secteurs angulaires :
woOwi, wiOwo, ..., wp 20wy 1, wp 10wy (sur la figure 12, on a pris p = 9).
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Si 0 = n = p la demi-droite [Ow,, coupe la spirale en M;.
(pour les notations, voir la figure 12).
[ aire A a calculer est alors égale 4 la somme des aires des

p-1
segments de spirale (OMaMu+1)=-A, A=3A, .

n=0
O FiGUre H

Exprimer en fonction de P'angle 6 et du rayon r = OA = OB
Paire du secteur angulaire OAB (voir figure 11 pour les notations).

La réponsc est: 5 120

Exprimer en fonction de p et de n les angles otientés ([Own,|Own+1) et (JOx, [Owy).
En déduire la longueur OM,, et Paire des secteurs (OMuRo+1) et (OPoMy+1) .
Trouver un encadrement de 4 et en déduire :

W, p—1 p~1
CY &5 <4< YRR ou C désigne Taire du
/// n=0 n=0
// cercle de centre O et de rayon OA.
L1 , ' (p-Dp@p-1
/ !/ ZL/L ) Démontrer que nz—:r,ﬂb = 3
‘ \ P( ' > [= ‘n déduire Pencadrement suivant de A :
w/i/\\ (’(l-~'?“—-+—-]—-z)<A<(‘G+~2—-+-l-z)
NN 3 2p 6p )3 2p Op
\\ Que se passe-t-il lorsque p tend vers «plus

_____ ‘ Pinfini » ?
} FIGURE 12 En déduire le résultat annoncé par Archiméde.
Transcrit en algorithme moderne, Pobtention de ce résultat ne pose aucun pro-
bleme.
En effet, dans un repére orthonormé convenablement choisi, une équation de la spirale
OA

’)Tc'

L

d’Archimeéde en coordonnées polaires est : p = kB ot k =

L’aire de la premiére spire est égale a Iintégrale définie :

17 ok 8wk mOA?
:E{pAdG :-é-{eﬁe =510 = =5

o

A

Malheureusement cet algorithme nous fait oublier les raisonnements géométri-
ques qui sont les fondements du calcul intégral. Nous Pappliquons machinalement a
un grand nombre de courbes dont nous connaissons une équation sans nous préoc-

9
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cuper de la décomposition de Paire a calculer en tranches et de l'inscription et de la
circonscription de celles-ci. I1 n’en est pas de méme pour les Anciens pour lesquels
chaque probleme de quadrature est un probleme spécifique qui recoit une solution
particuliere.

5. Longueur d’un segment de spirale.

Au XVIIe siecle, a Paide de la méthode des indivisibles, les mathématiciens dé-
montrent que le probléme de la rectification d’un arc de la spirale d’Archimede est
¢quivalent a la rectification d’un arc de parabole (voir figure 13).

LL.a méthode des indivisibles étant contestée, Blaise Pascal démontre le résultat ci-
dessus a Paide de la méthode des Anciens: « [.../ ef sans marvéter, ni aux méthodes des
mouvements, ni a celles des indivisibles, mats en suivant celles des anciens afin que la chose piit étre
désormais ferme et sans dispute. Je lat donc Jait, et jat trouvé que M. de Roberval avait en raison,
et que la ligne parabolique et la spirale sont égales I'une a lautre; c'est ce que vous vervez. Ia de-
monstration est entiere ef exaclement accomplie, et vous pourra plaire d antant gu'elle est la seule de
cette espéce, aucune antre n'ayant encore paru d la mantére des anciens de la comparaison de deux
lignes de différente nature. Ainsi je puis dire avec certitude que la ligne parabolique est éoale a la
spirale et je m'assure que cette preuve arvétera toutes les contradictions. V'oila ce que vous aves; de-
rmande de mot : je souhaile gue cela vous agrée, et gue ce vous soit an moins une margue du désir
gue jai de vous satisfaire et de voius témoigner que je suis de tout mon caur, ele.

De Paris, ce 10 décembre 1658, » 3

La spirale (8) est donnée. M est un point
quelconque de (8) et I est le point de P'axe
des abscisses qui vérifie OM = OL Soit (P
une parabole, a 'angle formé par la demi-
droite |[OM et la tangente a la spirale en M,
B Pangle formé par P'axe des abscisses et la
tangente a la parabole en P. Lorsque la
parabole (P) est correctement choisie, les
angles o et B sont égaux et larc de spirale

OM 2 la méme longueur que Parc de

parabole op

FIGURE 13

(Par exemple si la spirale (8) a pout
¢quation polaire p = k6 | il faut prendre la parabole (P) qui a pour équation

cartésienne y = 5 x2 ).

19|~

S« Lettre de A DETTONVILLE [c’est-a-dire de Blaise PASCAL) g Monsieur A.D.D.S. » in Blaise PASCAL,

(Buvres Complétes, Bibliotheque de la Pléiade p. 314. La démonstration de PASCAL est jointe 4 la lettre.

10
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Exercice 6 : ‘Théodore et Archimede, deux spirales si proches
Montrer que lorsque n tend vers Pinfini, la spirale de Théodote est asymptote a
une spirale d’Archimeéde .

4. Les spirales de Albrecht Diirer

Dans son livre intitulé ,,Underweysung der messung / mit dem zirckel und
richtscheyt / in Linien ebnen und gantzen corporen / durch Albrecht Durer zu
samen getzogen / und zu nutz aller kuntstliebhabenden mit zu gehorigen figuren in
truck gebracht / im jar MDXXV:Y Albrecht Diirer nous montre comment cons-
truire quelques spirales. Les trois constructions ci-dessous sont extraites de ce livre.

1. Une ligne en escargot utile dans la réalisation d’une corne de bé-
lier pour les a chapiteaux.

« Je tracerai au compas wune ligne en forme d'escargot
[ éleve une ligne verticale dont

|- Jcomme suit.
Lexctrémité supé-
rieure par b. Je
ments  égaux.

rieure soif désignée par a, [extrémité infé-

devise celle-ci par trois points ¢, d, e en guatre seg-
Puss, je divise de par un point £ en deunx: seg- o
Je mets ensuite a droite de la ligne un g, un h a
prends un compas, dont je place une des pointes sur
Lautre sur le point a et je décris vers'h un demi-cercle Jusqu’an point b
sttué en bas. Je prends de nouvean le compas, je pose une pointe  sur e
point £, Lantre sur le point ¢ et je décris vers g un demi- b cercle allant jusqu’an point b.
Je reprends le compas, pose une pointe sur le point d et décris de lautre un demi-cercle situé vers h
allant du point ¢ vers le point c. Je pose ensuite une pointe du compas sur le point £ lantre sur le
point d et je décris du c61é g le demi-cercle s'arrétant au point €. Je pose enfin le compas sur la ligne
ab, une de ses pointes an milien de df et lautre sur le point d, et je décris du cote h le demi-cercle
sarrétant an point {. Cette ligne est ainsi achevée et servira dans de multiples onvrages. Entre an-
tres, elle sera utile dans la réalisation d’une corne de bélier pour les chapiteanx. Pour micus: me
Jaire comprendre, jai ajouté, ci-dessous, d main garuche de la ligne en escargot, deusc lignes droites
horizontales issues de ses points a ef c.»

ments égaux.
Qauche®, puis je
le point d et

! Instruction pour la mesure / a la régle et au compas / des lignes, plans et corps solides / réunies par
Albrecht Direr / et imprimées avec les figures correspondantes / a P'usage de tous les amateurs d’art / en
Pan MDXXV.

Une traduction de ce livre est paru en 1995 aux Editions du Seuil sous le titre « Albrecht Direr: Géométric »
Traduction de Jeanne Peiffer.

* Dans le livre d’A. Diirer, la figure gravée est inversée par rapport au texte.
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2. Construction d’une autre ligne en escargot ot ’on ne peut
s’empécher de penser a Archimeéde.

« Je me propose de construire au compas une ligne en escargot, mais par une autre voie. I'ix:

d'abord un centre a, puis décris un cercle que tu diviseras

comme ci-devant par 12 points en 12 parties égales.

Mene des lignes droites de chacun de ces points vers
le centre a. Ajoutes-y des nombres en commengant

a compter en haut, poses-y le 12, puis parcours
tous les points en les marquant par 1, 2, 3,
ete., jusqu’an 12. Divise ensuite la ligne al2

par 35 points en 36 parties égales et com- . .

mence d les compter en haut, an point 12,
puis en descendant 1, 2, 3, ete. Prends alors
R compas, pose une de ses ‘ /)az'm‘ey sur le centre
a et Lantre, sur la ligne 12a, sur le point 1.

Déeris de la un arc de cercle allant jusqu’an rayon

Ta. Garde une des pointes du compas immaobile sur le _ v .

centre a, déplace ['autre pointe sur le rayon 12a jusqn’an ' . FIGURE 1L
denxzeme point, 2, et décris avec elle un arc de cercle situé entre

les deusc rayons 1a et 2a. Déplace ainsi cette pointe du compas sur le rayon al2 de degré en degré et
décris de fagon ordonnée des arcs de cercle situés entre tous les rayons, et ce jusqu'd ce que tu ates fait
le tour trois fois. Par les déplacements successifs d’une des pointes, louverture du compas sera de
plus en plus faible jusqu'a ce gue cette pointe coincide pratiguement avec le centre a. Toute cette
construction ayant été effectuce au compas, tu pourras tracer la ligne en escargot en joignant un point
d Lautre. Commence avec le point 12 de la circonférence et fais le tour trois fois jusqu’d ce que tu

AIVEVeS du Centre d...»

3. Construction d’une spirale sans début ni fin.

« On peut concevoir une ligne éternelle qui s'envoute contindiment antour d'un centre et qui décrit

FIGURE 15

anssi d Lantre extrépité des vévolutions de plus en plus
amples, sans jamais s'arréter. On ne peut réaliser cette
ligne a la main, a cause de ses infinies grandenr et
petitesse. Car comme son début et sa fin n'existent pas,
is  sont  introwvables et concevables  mentalement
senlement. Mais je veux la représenter ci-dessous, tant
gu'tl est possible, avec un début et une fin. Je commence
avec un point a et je decris la ligne a laide d’arcs de
cercle comme si elle s’enroulait autour d'un centre, ef d
chague révolution jote une moitié de l'amplenr de la
ligne. e procéde de méme avec la ligne partant de a et

allant vers [exctérienr. 1 chaque révolution, j'ajoute une moitié de l'amplenr. Ainsi cette ligne, plus



LES SPIRALES

elle s'enronle, plus elle se resserre, et plus elle se déroule, plus elle se desserve, sans jamais s'arvéter,

ni en son cenire, ni en son contour, comme jen ai donné, afin de me faire comprendre, une repre-
sentation ..» (Durer, opus cité)

Les enseignants qui sont 2 la recherche d’exercices portant sur les suites (no-
tamment les suites adjacentes, les suites et les séries géométriques) sauront trer le
plus grand profit de cette construction d’Albrecht Durer.

Voici, par exemple, un exercice que I'on pourrait proposer a des éleves de pre-
miere :

Sur une droite orienté (d), on prend
un point Ag et on trace le demi-cer-
cle Co de centre Ao et de rayon 1
un?té qui coupe (d)en Avet Ay
puis le demi-cercle Cy de centre
Ay et de rayon 2 unités qui coupe
(d) en Az et Az puis le demi-cercle
Cz de centre Az et de rayon 4 unités
qui coupe (d) en Az et Ag puis le. ..

1. On appelle A, le centre et L, la
longueur du n-ieme demi-cercle Cn.
Calculer, en foncton de n, la somme
Sn = lotli+...+l, et Pabscisse a, de A, dans le repeére( Ao, AN ) -

2. Soit a présent I'1 le demi-cercle d’extrémités Ay et Ao (on appelle By son centre),
['> le demi-cercle d’extrémités Ao et By (on appelle B2 son centre), I's le demi-
cercle d’extrémités By et Ba (on appelle Bs son centre), ctc.

On appelle B, le centre et Ay la longueur du n-ieme demi-cercle ..
Calculer, en fonction de n, la somme Z,=A¢+A+...+A, et Pabscisse b, de By

dans le repere (Ao LAOA ) .

Calculer Im 2, et lim b, .

-+ o0 ni—»+0
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LA « MAISON DES QUADRILATERES » - UNE SUGGESTION
POUR ANIMER L’ACTIVITE MATHEMATIQUE VERITABLE

) Giuseppe Pintaudi
Etudiant a la padagogische Hochschule
de Heidelberg
Lesprit philosophique a tourné de ce coté les réflexcions de plusienrs écrivains de ce sidcle ; mais
Je doute que la vérité gagne d leur travail. 1a furenr des sistémes s'étant emparée d’eux: tous, nul ne
cherche a voir les choses comme elles sont, mats comme elles s’accordent avec son systénme.

J- J. Roussean’

Introduction

Dans le cadre de mon mémoire sur ,Das Haus der Vierecke® dans
Penseignement des mathématiques, j’ai osé comparer sa place ou plutét son
importance en France et en Allemagne. Bien les difficultés se présentent a Poccasion
d’une telle comparaison ; néanmoins, nous pouvons relever des tendances. Tout
d’abord, nous voulons clarifier ce que nous entendons par une «maison des
quadrilatéres » (1.1). Ensuite, nous allons donner quelques exemples commencant
par Euclide et terminant avec Bauersfeld (1.2). Aprés, nous ferons quelques
remarques générales sur lPenseignement des mathématiques tel qulil est en
Allemagne, ce qui nous conduira aux objectifs généraux allemands et francais (2).
Enfin, nous allons étudier la place de la « maison » dans les programmes ou dans les
manuels scolaires allemands et francais (3). En conclusion, nous dresserons le bilan
de nos études (4).

1. ,,Das Haus der Vierecke®
1.Définition

»Das Haus der Vierecke est une expression fixe dans la didactique
mathématique allemande. Autrement dit, il sagit — si on veut — d’une expression
synonyme pout ordre, bon état, rangement, classement etc. des quadrilatéres. Si on parle
de /2 maison, ce n’est pas a cause d’une exclusivité ; cela est lié a son origine. Clest
Walter Breidenbach qui a formé ce terme, d’abord appliqué aux triangles, puis
transféré aux quadrilatéres. Dans son célebre livre ,,Raumlehre in der Volksschule® il
écrit :

-] Wir wollen ein Haus mit mehreren Stockwerken bauen, da sollen diese Dreiecke

einziehen. Aber diejenigen, die mehr verwandt sind, sollen niher beieinander wohnen
als die, die nicht so nah verwandt sind.“ [Nous voulons construire une maison de

! Jean-Jacques Rousseau: Fwsle ou De [éducation (texte établi par Charles Wirz, présenté et annoté par
Pierre Burgelin), Paris: Gallimard, 1969, 366.

© I’OUVERT 96 (1999) 14
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plusieurs étages, dans laquelle ces triangles emménageront. Mais ceux qui sont plus

proches parents dotvent résider plus prés 'un de l'autre que ceux qui le sont moins.]

Chaque fois que nous patlerons de la maison, nous ne penserons pas a 4 maison
de Breidenbach qui n’est qu’un exemple pour un classement des quadrilatéres, mais
— en général — a un classement quelconque (suivant bien str un certain critére).

2.Quelques exemples
Euclide (340-270 av. ]J.C.)
Avant de passer aux maisons courantes jetons un coup d’ceil sur les débuts. Pour
les mathématiques — comme on sait — il y 2 un nom qu'on lie 3 « Pordre
systématique » :  Huclide. Dans ses « Eléments», on trouve les quadrilateres

sutvants :
quarré
rectangle
rhombe

rhomboide

trapéze

quadrilatére équilatéral et rectangulaire

quadrilatére rectangulaire, mais pas équilatéral

quadrilatére équilatéral, mais pas rectangulaire

quadrilatere dont les angles et les cotés opposés sont de méme
grandeur, mais n’étant ni équilatéral ni recrangulaire

les autres quadrilatéres

Avec ces définitions, on peut maintenant construire la maison d’Euclide :

quarré

rectangle

rhombe

v

rhomboide

trapeze

15

En analysant cette maison,

on peut constater quce .

le point de départ est le
carré ; par conséquent, on
va du cas spécial au cas
général ;

les fleches correspondent a
la prescription «un
attribut  se perd » (ainsi,
par ex., un carré n’est
quun carré et pas un
rectangle !) ;

le trapeze selon le sens
courant ne s’y trouve pas.

Proklos (410—485)

Une des plus vieilles maisons
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est celle de Proklos. Il ne la décrit que verbalement ; pourtant ce n’est pas difficile de

carré |

J rectangu!anei
. rectangle
. Parali¢fogrammes .
fosange
non-rectangulaire
rhomboide
Quadrila- |
téres. ..
trapéze
isocéle
deux cotés
parailéles
trapéze
) . non isoctle
{ Non-Paraliélogrammes
) Ot 6
pas de cotés trapézoide

paralléles

Iillustrer parce quiil suit
strictement un principe : il
compare une notion a sa
négation. Cela donne une
structure binaire :

Nous ne pouvons pas
entrer dans les détails de
cette  maison  (respec-
tivement des  maisons
suivantes), cela dépasserait
le cadre de cet article. Elles
sont juste présentées pour
donner une idée.

Pugehl (1917)

I.e systeme présenté par
Pugehl se forme d’une

manicre différente : partant d’un quadrilatere quelconque, il introduit quatre qualités

particuli¢res :

® Les quatre cotés touchent un cercle ;

¢ Une paire d’angles opposés est de méme grandeur ;

Etape

™

16

e Une pare de
coOtés opposés est
parallele ;

® les quatre coins
sont sur un cet-
cle.

En  combinant les
qualités de (1) a (4)
on recoit différents
types  de  quadri-
latéres. e carré, par
ex., est le quadrilatere
ayant toutes les quali-
tés nommées. Le sys-
teme de Pugehl four-
nit le diagramme sui-
vant :
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Bauersfeld (1961/62)

Chez Bauersfeld, la maison des quadrilateres s’illustre par la
théorie des groupes. Le point de départ, c’est le carré ou
bien le groupe du carré.

Ein formant ses sous-groupes, on obtient un schéma qui
montre les relations entre tous ces (nouveaux) groupes. Maintenant, il est question
de chercher le type de quadrilatere qui correspond a un sous-groupe donné. On
trouve (r = rotation, M = centre de rotation ; R = réflexion) :

[ {rae o Moo T, is0s The 270, R Ry, R, R} ]

[ {I’MA(» s, 130. Ry, R»} } ( {TMA, 0+ I, 00. v, 180, T, :79} } [ {rM,O-» . is0- Ru Rv}

<
[ ]

v

V' N

{rue. Re} {ra 0. Ry} {00 I o} {ru.o Ro} {rue R}
| || J J )

{ru o} E
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Quadrat

Rechieck Raute

[\ [ ]

gleichschenkliges Parallclogramm
Trapez Drachen

[\

Trapez schiefer Drachen

[

allgemeines Viereck

Le sous-groupe {rm o, ta 90, £, 180, Iy, 270) est trés intéressant @ il s’agit d’un
quadrilatére qui n’est symétrique que relativement a la rotation.

Bauersfeld élargit le systéme obtenu :

2. Les mathématiques a ’école

1.Quelques remarques sur Penseignement des mathématiques a la
Realschule

Pour commencer il faut rappeler que le systeme scolaire allemand n’est pas
centralisé comme c’est le cas en France. Ce sont plutot les Bundestander (les régions
allemandes) qui sont responsables de 'éducation. Ainsi, p. ex., chaque région a son
propre programme et n’oublions pas qu’apres I'école émentaire il y a trois
différents types d’¢eoles, la Hauptschule (de la classe 5 a 9), la Realschule (de la classe 5
a 10) et le Gymnasium (de la classe 5 a 13). Nos remarques se limiteront a la Realschule
du Bade-Wurtemberg,

18
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Le Bildungsplan fiir Realschulen (Baden-Wiirttember), c’est-a-dire le programme pour
le Bade-Wurtemberg, exige une culture générale mathématique. Il faut que les éléves
se familiarisent avec la pensée ou bien Pesprit mathématique et avec les méthodes
mathématiques pour qu’ils puissent déctite leur milieu par des modéles. Somme
toute, on voit que le programme reste tres général pour donner aux professeurs la
liberté nécessaire pour chaque travail pédagogique.

Selon Winter, on peut formuler les objectifs généraux suivants :

e apprendre a montrer de la créativité

e apprendre a raisonner

® apprendre a mathématiser des situations téelles
e apprendre a comparer

e apprendre d mettre en ordre

® apprendre a classer

e apprendre a formaliser

o

apprendre a établir des analogies
2.Bildungsplan comparé avec le programme en France

Ce qui est intéressant pour nous, c’est de voir dans quelle mesure on peut
constater des aspects communs ou bien des différences.

6¢ et 5¢ font partie du cycle d’observation ; la classe 5 et la classe 6 ont de leur
cOté aussi un caractere d’orientation.
Les deux programmes sont élaborés a partir du méme contexte ; a la vérité, le

Bildungsplan souligne que la faculté de concentration est limitée alors que le
programme francais ne dit rien la-dessus :

ALLEMAGNE FRANCE

Lees éleves de cette tranche d'dge (classe 5) sont capables
de curiosité et de spontanéité dans leurs actes |...]

Un penchant marqué an mouvement, une joie a la
créalivité mais anssi une 1énacté et une capacité de
concentralion limitées penvent se remarquer @ cet age.

(43)

« Au college, on constate qu’une proportion
importante d’éléves s’intéressent a la pratique
des mathématiques et y trouvent du plaisir. »

(6

En analysant les programmes on a Pimpression que le programme francais

attache une valeur plus grande 2 la langue

que le programme allemand ; en plus, en

Allemagne, la maitrise de la langue ne semble étre quun moyen d’arriver au but.

* Le programme de la 6° manque d’une pagination.
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ALLEMAGNE

FRANCE

La capacité a utiliser correctement la langue doit étre
enseignée dans toutes les matiéres. (10)

Dans chague matiére, les élevent doivent étre capables
de s'excprimer clairement oralement. (11)

La présentation des faits et procédés doit étre bien
exprimée de maniére objective et grammaticale. (23)
On doit utiliser la langue mathématique la on elle
rend possible — plus clairement ef plus précisément que
la langue familigre — la formulation des faits
mathématigues. (24)

« Les mathématiques participent a lenn-
chissement de 'emplot de la langue [...] » (6¢)

« L’usage largement répandu des moyens
actuels de traitement de Pinformation et de
communication exige une bonne maitrise de
ces formes variées d’expression. » (6¢)

« [..] habituer Péléve a s’exprimer clairement,
aussi bien a I’écrit qu’a Poral » (6¢)

« [...] les travaux individuels de rédaction

concourent efficacement a la maitrise de la
langue [...] » (5¢/4, 20)

Un signe caractéristique des deux programmes est — sans doute — la continuité et

la cohérence de la structure.

ALLEMAGNE

FRANCE

Le cours fait appel anx connaissances, aux facilités et
a lenvie d'apprentissage des éléves. (11)

Le cours de mathématiques est construit sur les
connaissances, les capacités ef les facilités acquises a
lécole premaire. (23)

« Ces programmes sont construits de maniere
a  permettre acquisiion et un
approfondissement progressifs des notions sur
toute la durée du college. » (69)

une

« [...] insister sur la continuité des appren-
tissages (école élémentaire—college) [...] » (62)

« [...] mobiliser et [...] consolider les acquis an-
térieurs dans une perspective élargie. »
(5¢/4,19)

« [...]souligner la continuité et la cohérencel...]»

(5¢/ 4, 20)

« L’activité mathématique véritable » joue un grand role dans le programme frangais;
C’est —si on veut— un but principal des mathématiques au college. Dans le
Bildungsplan par contre on ne trouve pas de formulation explicite concernant cette
activité.

ALLEMAGNE FRANCE

« I1 est en effet possible de se livrer, a partir
d’un nombre limit¢ de connaissances, a une
activité mathématique véritable [..] Une telle
activité est ainsi accessible au plus grand nom-
bre et a une valeur formatrice évidente. » (6%)

« A travers la résolution de problémes, la
modélisatton de quelques situations et
Papprentissage progressif de la démonstration,
les éleves paavent prendre consaence petit a petit de ce
qulest une véritable activité mathématique [ » ()
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Néanmoins, dans la didactique allemande il y a certainement la demande de tirer
profit de cette activité. Surtout en rappott avec les études TIMSS (Third International
Mathematics and Science Study) on exige de plus en plus une telle activité mathématique
véritable.

I’emploi des ordinateurs entre en considération dans les deux programmes : mais
selon toute apparence, I'ordinateur est apprécié plus en France qu’en Allemagne :

ALLEMAGNE FRANCE

On devrait se servir de l'ordinateur si les conditions|« [..]Leur mise en ceuvre sera grandement
préalables nécessaires sont données. (24) facilitte  par lemploi des instruments
modernes de calcul, de dessin et de traitement
(calculatrices, ordinateurs). » (6)

A tout prendre, il 0’y a pas de grandes différences en ce qui concerne les objectifs
généraux des mathématiques au college et a la Realschule.

3.Les quadrilatéres dans les programmes
Qu’est-ce que les programmes prévoient quant aux quadrilatéres ?

En 6¢/classe 5 il s’agit de tracer des figures. Le Bildungsplan mentionne le rectangle
et le carré, le programme francais nomme en plus le losange :

ALLEMAGNE FRANCE
classe 5 : 6 :
tracer le rectangle et le carré (73) « Tracer et reproduire sur papier blanc les fi-
gures suivantes:|...]rectangle, losange, carré[...]»

Il est a remarquer que le programme frangais réclame d’utiliser du papier blanc.

En France et en Allemagne, les éleves apprennent a connaitre la symétrie axiale et
ses propri€tés. Le Bildungsplan ne parle que des figures (y compris des quadrilatéres)
qui sont symétriques par symétrie axiale ; le programme francais est plus concret : les
¢leves doivent tracer les axes de symétrie des figures données. En plus, la symétrie
axiale doit étre utilisée pour la construction du losange, du rectangle et du carré :

ALLEMAGNE FRANCE

classe 5 : 6
Syméirie axiale [...] Des figures qui sont symétrigues| « Tracer [.] les axes de symétrie des figures
par symetrie axiale |...] Aussi les quadrilatéres » | suivantes : [...] losange, rectangle, carré. »

4 « Uliser la symétrie axiale pour construire [...]
un losange, un rectangle et un carré. »

Lotsqu’il s’agit de calculer Paire et le périmétre, c’est aussi le carté et le rectangle
qui font l'objet de Penseignement des mathématiques. Il est 2 noter que seul le
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Bildungsplan parle explicitement du carré et du rectangle ; le programme francais ne
mentionne que le rectangle.

Apres la symétrie axiale en classe 5, les éleves apprennent — en classe 6 — la
rotation et en particulier la symétrie centrale. En France, C’est en 5¢ que les éléves
apprennent a la connaitre :

ALLEMAGNE FRANCE
classe 6 : 5¢
Symeétrie centrale et ses propriétés [...] Des figures qui| « |...] on mettra en évidence : [...] la présence
sont symétriques relativement a la symétrie centrale| d’un centre de symétrie dans une figure (]...]
[on] Aussi les guadrilatéres » (121) rectangle,  carré, losange), Clest-a-dire
Pexistence dune symétrie centrale la
conservant. » (22)

Jusquici, les différences entre les deux programmes n’étaient que trés petites.
Mais en ce qui concerne le parallélogramme, C’est différent : le Be/dungsplan parle des
figures (y compris les quadrilatéres) ayant un centre de syméttie. En France, par
contre, le parallélogramme est mentionné a part. En fait, cette figure joue un rdle
fondamental dans le programme francais : on donne sa définidon, puis des
propriétés particulieres, laire, la construction jusqu’au moyen pour produire des
preuves :

ALLEMAGNE FRANCE

5¢:

« Connaitre et utiliser une définiion du
parallélogramme et des propriétés relatives aux
cotés, aux diagonales et aux angles. » (22)

« Relier les propriétés du parallélogramme a
celles de la symétrie centrale. » (22)

« Calculer P'aire d’un parallélogramme. » (22)

« Reproduire, sur papier quadrillé ou pointé et
sur papier blanc, un parallélogramme donné
(et notamment dans les cas particuliers du
carré, du rectangle, du losange) en utilisant ses
propriétés. » (22)

Il est intéressant de voir que le programme en France — nous Panticipons — ne
prévoit pas de classification des quadrilatéres, mais qu'on trouve quand méme une
sorte de structuration des quadrilatéres ; ainsi, p. ex., le carré, le rectangle et le
losange sont explicitement mentionnés comme des cas particuliers du
parallélogramme.

On trouve encore :
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ALLEMAGNE FRANCE

5¢

« Connaitre et utliser une définiton et des
propriétés (relatves aux cbtés, aux diagonales,
aux éléments de symétrie) du carré, du
rectangle, du losange. » (22

« Llaire du parallélogramme pourra étre reliée
a celle du rectangle. » (22)

Les deux programmes prévoient des problemes de constructdon. Le Bildungsplan
demeure — encore une fois — assez général, alors que le programme en France est
plus concret et souligne que les problémes de constructdon contribuent 2 consolider
des connaissances :

ALLEMAGNE FRANCE

classe 8 : 5¢

Profonde resiriciion en ce qui concerne les constructions | « Les probléemes de construction consolideront
de quadyzlatéres. (240) les connaissances relatives aux quadrilateres
usuels [.]» 22)

Il est vain — on P'a déja dit — de chercher une classification des quadrilatéres dans
le programme frangais. Une telle classification est prévue, par contre, dans le
Bildungsplan (classe 8). En France, en ne trouve pas méme le « temps de synthése »
comme Pexigent p. ex. les programmes du cycle central (19). Au contraire, on se
restreint aux propriétés de la symétrie centrale et — bien sir — aux propriétés du
parall¢logramme de facon que les éleves puissent produire des preuves. Ainsi, une
maison des quadrilateres ne se trouve que dans le Béldungsplan -

ALLEMAGNE FRANCE

classe 8 :

classification des quadrilatéres (240)

Comme synthése, on peut retenir

Le programme francais est souvent plus concrer que le Bildungsplan du Bade-
Wurtemberg. Fn ce qui concerne les quadrilateres, le Bildungsplan reste indécis : il
n'impose pas les quadrilatéres qu’il faut choisir pour enseignement. En France, 1
s’agit toujours du parallélogramme, du losange, du rectangle et du carré. Les autres
quadrilateres comme p. ex. le trapeze (isocéle) ou le cerf-volant n’entrent (presque)
pas en considération.
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Mais il faut attirer Pattention sur une chose : dans les deux programmes, les
figures en général ou bien les quadrilateres en patticulier sont en rapport avec les
transformations, surtout avec la symétric axiale et la symétrie centrale. Le »~Erlanger
Programm® de Felix Klein domine donc dans les deux pays.

3. ,Das Haus der Vierecke® dans les manuels
1.Manuels allemands

Par la suite, nous présentons quelques maisons se trouvant dans différents
manuels allemands. Nous ne voulons pas entrer dans le détail, cela irait rrop loin.
Nous ne voulons que donner une idée de la maison tel quelle parait en Allemagne.

Mathematik heute 8 (1993), voir bibliographie E [3]

{3y Haus der Vierecke f

. . T
Rechts haben wir das Haus der Vierecke mit dem achsen-
symmetrischen Trapez (aT) und dem allgemeinen Trapez (1) /_%c\
ergiinzt. Daran erkennst du: Joat N
Jedes Parallelogramm ist auch ein Trapez, aber: LWWT_M NS
Kein Parallelogramm ist ein achsensymmetrisches Trapez. ! / )
= ] / /
Lies weitere Bezichungen ab. | Lo/
H /
g Re / Ra /
¢ / {
— F—
\\\‘-\ <,.WMM§ P L
-1 g %
o

Cette maison n’est pas précisément un exemple typique ; elle ne rend pas possible
une vraie activité, mais elle est plutét utile pour connaitre des relations.

.S Geomettie Eins (1983), EX [5]

U»mﬁgﬁgr&méﬁm ——
3 )

VS 1162
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Il s’agit de nouveau d’une sorte de vue d’ensemble. Mais il y a quelques avantages
comparé a exemple [2]. En premier lieu, c’est plus intéressant en ce qui concerne la
présentation : elle est plus grande, les quadrilatéres sont figurés en différentes
couleurs. Ce qui est trés bien, C’est la variation de la position des figures (cf. p. ex. la
position du carré étant sens dessus dessous). Il est remarquable qu'on dise aux
éleves que la classification se base sur les définidons des quadrilatéres (ce qui n’est
pas toujours le cas ; souvent, les éleves apprennent seulement : En figure x, les
guadrilatéres sont mis en ordre dans la maison des quadrilatéres). Quand méme, on se
demande : ou en reste l'activité mathématique de mettre en otdre, de classifier, de
spécialiser, de généraliser etc.?

Welt der Mathematik 8 (1981), EL [4]

Ce manuel souligne Paspect de la symétrie et les qualités patticulieres des

quadrilatéres comme p. ex. la méme longueur des cotés. Il faut ajouter qu’il y 2 — une

exception jusqu’a présent — aussi des

N problémes en rapport avec la maison.

Ceci rend possible une activité

mathématique, méme s’il y a beaucoup

Quadrat de questions qui font réciter ce que les
éleves ont appris d’abord, p. ex

Quels sont les quadrilateres dont les

cotés opposés sont paralleles 7

Rechteck Lesquels ont des coOtes opposés de

méme longueur ¢ Lesquels possedent

un centre de symétrie ¢ etc. Mais on

trouve aussi des questions comme p.

ex. : Quels quadrilateres sont des
aratlelogra

Sym. Trapez parallélogrammes ¢ Lesquels sont des
Dravhen rectangles 7 etc. Ainsi, les éleves

_ peuvent découvrir « 'hérédité » d’un
tel systeme, C’est-a-dire : si j’ai trouvé
le parallélogramme comme un

Trapez quadrilatere  ayant un centre de
» symétrie, alors Jai trouveé
automatiquement aussi le rectangle, le

\ losange et le carré.

En regardant le schéma (a gauche)

/A{ on observe que ce ne sont pas
Viereck seulement les axes de symétrie qui
sont tracés, mais aussi les diagonales et

les lignes médianes des quadrilatéres. Ce fait est en rapport avec les douze questions
abordées ci-dessus.
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PLUS 8 (1977), [6] (schéma ci-dessous)

Le chapitre de ce manuel commence avec une discussion entre deux éleves. 1l
s’agit du probléeme : Le rectangle est-il un parallélogramme ? Partant de cette
question, on veut mettre en ordre les quadrilateres. Le critere choisi, c’est le principe
de la symétrie :

Ce qui est notable,
Cest le fait quon a
renoncé au trapeze et
au cerf-volant. Cela
montre une certaine
suite dans les idées.
C’est bien heureux que
cette maison ne Soit
pas construite a la fin.
Faisant  suite 2 la
maison donnée, les
éleves  doivent  ot-
donner les quadri-
latéres dans un dia-
gramme. Ainsi, on
essaie de réaliser une
activité mathématique !
Mais il faut souligner
une autre chose
Apres avoir ordonné
les quadrilatéres, il
s’agit de comparer les
deux systemes (c’est-a-
dire le diagramme des
éleves et le systeme
dans le manuel). Cela
nous parait trés important. En comparant, on peut gagner des nouvelles
connaissances : De quelle facon la particularité du carré se montre-t-elle dans les
deux systemes ? Comment peut-on se rendre compte de 'hérédité ? etc. Mais le
manuel n’en reste pas la. Des problémes comme Comment est-ce que tu peux —en
outre— ordonner les quadrilatéres ? ou bien Essaie d’ordonner les triangles par le
critére de la symétrie etc. montrent que —enfin !~ on prend partie aux activités
mathématiques fondamentales (ordonner, classifier, comparer). Il ne faut pas oublier
que le manuel présenté ici date des années soixante-dix !
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Kurs Mathematik 8 (1995), £ [2]

On  voitt
qui sagr dune
« vrale »
maison, les
quadrilateres
sont placés
dans  une
maison. lLe
carré est
logé dans le
grenier, le
quadrilatere
quelconque
semble  (ce
qu est mté-
ressant) n’en
pas faire
partie.  Ce
qui est no-
table, c’est
quil y a
sans doute
Aligemeine . ~ et .

BT D4 un ordre ;

., ,A j Viereck ‘ '_ ' » ) <l )
o) | : , H L 3 mais le cri-
" , | bty QTJ"" Ay ‘ ‘ tére  n’est
S T ARSI

pas  men-

tionné. Les
éleves apprennent seulement que les quadrilatéres sont en relation. Pareil 2 PLUS 8,
ce manuel veut profiter de la maison : on veut réaliser des activités. Pour ne donner
qu'un exemple : pars du trapéze isocele. Ou est-ce que tu arrives si on te demande
un angle droit » La systématique des quadrilatéres n’est pas prise comme conclusion
ou comme point culminant. Des problemes bien structurés rendent possible une
réflexion active.

Gk
. schenkliges
» Txapezﬂ

En conclusion, nous voulons mentionner une « maison » pas vraiment comme
les autres, parce qu'elle ne se trouve pas dans un chapitre du manuel, mais sur la
couverture. Ce n’est qu'un tableau. Nous le présentons quand méme parce quil y a
des types intéressants dedans :
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Anschauliche Geometrie 8 (1985), £ [1]

Résumons

la maison

des quadrilateres montre
différentes formes dans
les manuels, a plus d’un
titre :

La figuration varie
(bien sur) ;

Les maisons
contiennent -
partiellement -
différents  types de
quadrilateres. Ce qui
est frappant, C’est que
le cerf-volant (dans
son  cas  général)
n’'intéresse  pas du
tout. Le quadrilatere
quelconque n’a pas sa
place dans chaque
systeme ;

Le principe
dominant, c’est Ia
symétrie. Néanmoins,
les lignes de jonction
ne sont pas toujours
expliquées ;

Les buts d'utlisation différent :
quun sommaire, d’autres —

maison.

2.Manuels frangais

On pourrait ¢tre surpris a cause du titre de ce chapitre. N'a-t-on pas vu que le
programme en France ne prévoit pas de classification des quadrilateres 7 Malgré cela,
on trouve des manuels dans lesquels il y a une sorte de maison. En tout cas, il y a
des tentatives de mettre en ordre les quadrilatéres. Les manuels, eux aussi, montrent
— outre le programme — des aspects ¢t des mouvements (actuels) de la didactique
mathématique ; c’est pourquoi il nous parait important de choisir quelques

exemples.

L/

T 1 Yisondk
v ?MTW ‘angen . Via:
~ WE /
Paall 1 i Tope Drached
— ;
-
Trogeetmn [Frapez .
\\
3
- N
i
Rechreck
Raue
Quadat

dans quelques manuels
en regard — ¢épuisent toutes

|
le

s maisons ne sont
s possibilités de la
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Mathématiques 5 (1997), [8]

un rectangle

un paraliélogramme tn carré

-4
Lo, O'es

g

a3,
ca"a/;goae?/e o

e

Es{

Mathématiques Pythagore 4¢ (1992), £ [7]

Cuaddinde
queiongue

Traphre

2 olités
parail paratéiegramme
aves angies drods

ol
Pasalidlogramme —'-) Rostangle

- [
2 paites de . §
cotes paralidies LZ
ot ’ |~
Losange = Carrd E
parafiélogramma ’ -] L
avec chtes de
méme longuews (== e et fosargs

QUADRILATERES : du plus général au plus pacticulicr,
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Mathématiques 4¢ (1988), [9]

] PARALLELOGRAMME

L I

/ les diagonales ont
RECTANGLE uns mbma Y

quadrilatére non croisé dont s
deux obtés opposés sont H @
paralidles et de méme longueur fos sont
] peatpandiculaires

O—3 &
,ﬂ} — ,f\\ quadritatéra dont
o R \ fas chtés opposés

K AARRQ Y sont paraliéles
o : deux & deux
7 ¢ '
L 0.
deux cdtés mséa@ 1 K
N Jont porponcicuizies \
— M A
E

quadrilatdre & centre do symédtrie
ou encore quadrilatére dont ies
diagonales se coupent en leur miliey

Mathématiques 4¢ (1988), EL¥ [10]

trois secteurs droits . ?
P c
Q A un secteur groit T
u céiés opposés R A |deux cotés conséculils
A paraliéles A N 1" de méme longueur
v} :: diagonales G C
R éme longueur L A
H £ de mé ng E a
L L R
A diagonales
T g nales L | un secteur droit
E. Hiagonales se coupain A (S)
R ™ an leur milieu M [deux cotés consécutils )
E M | de méme longueur N
, £ N
—————————— . wnniiee |

Nous avons présenté ces exemples pour montrer que les manuels francais —
contrairement a ce qui dit le programme— contdennent des schémas des
quadrilateres. Mais si on les étudie de pres, on constatera :
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Les exemples choisis servent tous a une répétition. Presque tous les schémas
donnent un coup d’eeil, un regard en arriére, une sorte de résumé, de sommaire,
bref : il ne s’agit que d’un supplément, d’un formulaire.

Aucun des schémas ne tient aux activités mathématiques véritables : mettre en
ordre et classifier.

I s’agit toujours d’une formation logique, les maisons setvent a « retiter » et a
démontrer des théoremes (ainsi, le rectangle p. ex. est défini précisément comme un
parallélogramme ayant ## angle droit). Les manuels francais semblent chercher a
glisser les méthodes des sciences théotiques (Fachwissenschafi) dans le cours des
mathématiques (mais la définition du rectangle comme un quadrilatére ayant quatre
angles droits n’est-elle pas plus compréhensible pour les éléves ?).

Les schémas ne tiennent compte que des parallélogrammes, on trouve rarement
le trapeze et le quadrilatére quelconque, jamais le cerf-volant et le trapéze isocéle.

Dans tous les schémas, il s’agit des qualités « de méme longueur », « parallele »,
«ayant des angles droits » etc. La symétrie qui joue un grand role en Allemagne n’y
apparait pas.

Le critere principal, c’est Phérédité et la conséquence. Il est vrai que ordre est
important pour faire un tour d’horizon ; mais les activités des éléves restent en
suspens.

Bilan

Résumons : Une comparaison des programmes en France et en Allemagne
(Bade-Wurtemberg) a montré que les différences — en ce qui concetne les idées
générales — ne sont pas grandes. La structure — elle aussi — est la méme : le
,»Opiralprinzip® (Bruner) souléve des idées connues et élargit angle en faisant des
progres.

Quant au contenu pourtant il y a des différences plus ou moins « graves ».

Ainsi, en France, les quadrilatéres « habituels », ce sont le carté, le rectangle, le
losange et le parallélogramme, le derniet jouant un tdle central. Le trapéze (isocéle)
par contre vit dans I'ombre. Le cetf-volant ne fait presque jamais l'objet de
Penseignement. En Allemagne au contraire on trouve ces quadtilatéres. Pourquoi ?
Une raison est, 2 mon avis, le manque d’une maison des quadrilateres en France. En
fait, il n’y a pas « d’homologue » de la ,,Haus der Vierecke® (comme lavait appelé
Breidenbach) en France. Alors que dans la didactique mathématique allemande il y a
eu d’autres tentatives classifiant les quadrilatéres en changeant de critére, les vues
d’ensemble des quadrilateres en France (qui n’existent méme pas toujours) se
limitent a une sorte de formulaire. 11 s’agit d’un « produit fait » n’étant 1a que pour
étre consulté : Un losange, c'était quel type de quadrilatére 2 Quel quadrilatére a deux
diagonales de méme longueur ? etc. Mais le proces du classement, du rangement n’est pas
du tout considéré, donc juste ce qui constitue Jactivité mathématigue véritable. 1l semble
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que lenseignement des quadrilatéres en France sert (seulement ¢) a une formation
logique et aux études des démonstrations.

Mais les conditions pour « réformer » 'enseignement des quadrilatéres en France
sont, 2 mon avis, trés bonnes. Nous avons vu quil y est question avant tout des
parallélogrammes, y comptis sous ses formes spéciales. Ne se rend-on pas compte
avjourd’hui (de plus en plus) dans la didactique mathématique allemande que
Penseignement doit se limiter a Pessentiel ? Surtout en rapport avec les études
TIMSS on exige ce que la didactique appelle le principe exemplaire = pas de « je sais
tout », mais une connaissance approfondie des choses importantes. Et comme en
France on ne considére que les parallélogrammes (donc ni le cerf-volant ni le tra-
peze), alors il en résulte une maison réduite a essentiel.

Or on poutrait penset : la maison des quadrilateres ne se trouve qu'en Allemagne.
A premiére vue, cela semble étre le cas, mais : Pair ne fait pas la chanson! Il est vrai
qu’on trouve la maison dans les manuels. Mais que fait-on ? Ou en sont les acti-
vités ? La maison est nombre de fois une maison « fixe », raide, immobile, elle n’est
qu’un point culminant, un terminus!

On devrait unir P'enseignement en France et en Allemagne : jumeler [activité
mathématique véritable et la réduction a Pessentiel du coté francais a la « conscience »
du c6té allemand que la maison des quadrilateres peut étre un enrichissement pour
Ienseignement.
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LES REMARQUES DE MERAY : UN TEMOIGNAGE IMPORTANT
DANS LA PREHISTOIRE DE L’AXIOME DU CHOIX *)

Michel GuiLLEMOT

Université Paul Sabatier de Toulouse

Les historiens des mathématiques considerent que les Remarques sur la nature
des quantités par la condition de servir de limites & des variables
données, parues en 1869. dans la Revue des Sociétés Savantes constituent
la premiere publication d'une construction des nombres réels a 'aide des suites de
Cauchy. Elles sont I'oeuvre d'un mathématicien francais. Charles Méray. professeur
a la Faculté des Sciences de Dijon. dont les différents travaux, tant en analyse qu’en
géométrie méritent d’étre reconnus (voir DUGAC 1970). Dans notre étude, nous ne
nous intéresserons pas a la construction proprement dite mais a son introduction,
ou Méray nous montre que toute suite de Cauchy de nombres réels converge si I'on
admet que toute suite croissante (resp. décroissante) et majorée (resp. minorée)
est convergente. L'auteur y emploie. en effet, implicitement, 'axiome du choix.
dont nous donnons, brievement, pour commencer. quelques éléments historiques.

Quelques éléments sur I’histoire de ’axiome du choix

Les différentes études qui ont été conduites sur I'histoire de 'axiome du choix
Medvedev 1982; Moore 1982; Cassinet, Guillemot 1983] saccordent pour en
préciser trois étapes :
~avant 1904 : la préhistoire,
—entre 1904 et 1908 : les polémiques.
— apres 1908 : I'installation
dont nous retracons quelques éléments principaux. A proprement parler, nous ne
devons pas tout d’abord parler de choix mais plutot de bon ordre puisque d'une
part. historiquement. ¢’est le bon ordre qui a donné naissance a 'axiome du choix
et que d'autre part. logiquement, I'axiome du choix est équivalent a 'affirmation
sulvante :

tout ensemble peut étre bien ordonné.

Par bon ordre qu'entend-on” En gros, quun ensemble peut étre ordonné selon
un ordre qui ressemble a celui des entiers naturels : en quelque sorte on peut
classer tous les entiers naturels. ou si 'on considere un ensemble quelconque non
vide de nombres naturels celui-ci comporte un plus petit élément. En généralisant
cela, on dit qu'un ensemble est bien ordonné s'il est ordonné. c’est-a-dire si I'on

{*) Conférence tenue a Strasbourg le 15 janvier 1999 a loccasion du séminaire d’histoire des
mathématiques Heidelberg-Nancy-Strasbourg.
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peut définir une relation d’ordre sur cet ensemble et si toute partie non vide de
cet ensemble possede un plus petit élément. Evidemment (N, <) est bien ordonné
mais (Z, <) n'est pas bien ordonné : (Z, par exemple, ne posséde pas de plus petit
élément. Toutefois Z, comme @ ou encore 'ensemble des nombres algébriques est
dénombrable c’est-a-dire qu'on peut le mettre en bijection avec 'ensemble des
entiers naturels. Utilisant une de ces bijections on peut alors transporter 'ordre
des entiers naturels sur cet ensemble de maniere a en faire un bon ordre sur ces
ensembles. Par exemple, on peut considérer la bijection b de N sur Z, telle que
pour tout entier naturel n

bin)=psin=2petbn)=—-psin=2p+1

et on dira que b(n) est inférieur ou égal a b(n’) si et seulement si n est inférieur
ou égal a n’. Nous laissons au lecteur le plaisir de voir que nous avons ainsi défini
un bon ordre sur I'ensemble des entiers relatifs.
La notion de bon ordre a été mise en avant par Georg Cantor dans ses fameuses
publications sur la théorie (naive) des ensembles. Sans doute encouragé par sa
création des nombres transfinis qui lui permettait de classer au-dela de Uinfini
dénombrable, toute sa vie il a cherché a démontrer ce qu'il affirmait en 1883 :
on peut toujours mettre tout ensemble bien défini sous la forme d'un
ensemble bien ordonné.
Plus prudent, David Hilbert, restreignait, en 1900, la bonne ordonnabilité a
I'ensemble des nombres réels : il en faisait I'objet de son premier probleme :

le continu peut-il étre bien ordonné? A cette question, M. Cantor croit que
I'on peut répondre par laffirmative. I me semble extrémement désirable
d’obtenir une démonstration directe de cette remarquable affirmation de
M. Cantor, en assignant, par exemple un ordre des nombres tel que dans
tout ensemble partiel, on puisse assigner un nombre précédant tous les
autres [Hilbert 1900. 71].

Ceci se passait au Deuxieme Congres des Mathématiciens, a Paris. en 1900. Quatre
ans apres. au Troisieme Congres. Julius Konig jette le désarroi dans la communauté
allemande en croyant démontrer que le continu ne pouvait pas étre bien ordonné.
Peu apres, Ernst Zermelo envoyait a Hilbert une preuve que au contraire tout
ensemble pouvait etre bien ordonné. que ce dernier s'empressait de publier dans
les “Mathematische Annalen” Beweis dass jede Menge wohlgeordnet sein kann
Zermelo 1904].
Ceci fait leffet d'une bombe dans la communauté mathématique internationale
car son auteur v affirmait que
La démonstration dont il est ici question est faite a partir du principe
que. memnme pour une totalité infinie d’ensembles. il y a toujours une
correspondance qui a chaque ensemble associe un de ses éléments ou,
exprimé formellement, que le produit d'une totalité infinie d’ensembles,
dont chacun contient au moins un élément. differe lui-méme de zéro.
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Ce principe logique, ne peut. a la vérité, étre réduit encore 4 un plus
simple, mais il est appliqué partout. sans hésitation. dans les déductions
mathématiques [Zermelo 1904, 516].

Le principe du choix prenait ses lettres de noblesse méme si, auparavant, d’autres
savants comime par exemple Beppo Levi ou Rodolfo Bettazzi ou encore Bertrand
Russell et Alfred Whitehead avaient mis 'accent sur Uinsuffisance de certaines
démonstrations.

Aprés 1904 les polémiques vont surgir de tous les cotés. Pour ne citer que le cas
de la France, I'échange de cing lettres entre René Baire. Emile Borel. Jacques
Hadamard et Henri Lebesgue marque la vigueur des propos échangés. Toutefois,
en 1908, les clameurs commencent a se taire car Zermelo publie d’une part une
deuxieme preuve du bon ordre [Zermelo 1908a] ou il en profite pour répondre de
maniere complete a toutes les critiques et d’autre part ses recherches sur ce qu’il
est convenu d’appeler la premiere théorie axiomatique des ensembles ou I'axiome
du choix trouvait sa place [Zermelo 1908b].

Aujourd’hui, cette théorie est généralement acceptée par l'ensemble de la com-
munauté mathématique : elle prend toutefois une forme légerement modifiée a
la suite des travaux de Abraham Fraenkel et on parle de la théorie ZF des en-
sembles. Quand a 'axiome du choix proprement dit, deux événements majeurs
marquent ensuite son histoire. Le premier est la démonstration de sa consistance
par Kurt Gdel en 1938 et le second est celle de son indépendance par Paul Cohen
en 1963. Les travaux des logiciens permettent de mieux préciser le role joué par
cet axiome dans I'établissement des démonstrations mathématiques. En dehors
du bon ordre et des principes énoncés par Zermelo on connait de trés nombreux
énoncés équivalents de 'axiome du choix que les ouvrages de la famille Rubin ont
brillamment recensés.

D’autres principes, tel le principe des choix dépendants dont nous aurons 1'occasion
de parler ont aussi été mis en avant pour remplacer 'axiome du choix mais ceci
est une autre histoire!

Les suites adjacentes

Les approximations successives des racines d'une équation par exces et par défaut
conduisent naturellement a la notion de suites adjacentes. Ainsi, lorsqu’il désire
fournir une deuxieme démonstration du théoreme des valeurs intermédiaires.
dans le Cours d’Analyse de I'Ecole Royale Polytechnique. qu’il publie en
1821, Augustin Louis Cauchy se place dans le cadre de la résolution numérique
des équations. Auparavant, la premiere preuve avait pour domaine celui de la
monstration classique géométrique :
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Pour établir la proposition précédente, il suffit de faire voir que la courbe
qui a pour équation

y=flr)

rencontrera une ou plusieurs fois la droite qui a pour équation
y=>

dans l'intervalle compris entre les ordonnées qui correspondent aux ab-
scisses xp et X5 or c¢'est évidemment ce qui aura lieu dans 'hypothese
admise. En effet, la fonction f(x) étant continue entre les limites =
xro.x = X ... [Cauchy 1821, 50].

Cauchy sent bien que sa preuve n'a peut-étre pas toute la rigueur qu’il mettait
en ¢évidence dans Uintroduction de son ouvrage. Aussi prend-t-il soin d’avertir le

lecteur :

on peut, au reste, comme on le fera dans la Note 111, démontrer le théoréeme
IV par une méthode directe et purement analytique. qui a méme 'avantage
de fournir la résolution numérique de I'équation

flx)y=1">

[Cauchy 1821, 51]

En fait, en se placant dans le cadre de la résolution numérique des équations
Cauchy est amené, dans cette Note IIT & formuler différemment son théoreme IV.
Il considere le cas particulier ou b est nul et introduit, de maniere classique, les
signes contraires de f(x) aux bornes de U'intervalle ou la fonction est continue :

C

e

Soit f(x) une fonction réelle de la variable x. qui demeure continue par
rapport a cette variable entre les limites @ = rg.2 = X. Si les deux
quantités f(xg), f(X) sont de signes contraires, on pourra satisfaire a
I"équation

(1) fx)=0

par une ou plusieurs valeurs réelles de = comprises entre xy et X [Cauchy
1821, 378].

wichy considere que g est inférieur a X et il pose

X —xg=h.

Prenant alors un entier naturel m supérieur a I'unité il considere la suite finie

flro), flog + L).f(.l:() + Qﬁ)f(X - lz—)j(X)

1
m m m
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dont il compare les termes :

“si T'on compare successivement le premier terme avec le second, le
second avec le troisieme, le troisieme avec le quatrieme, etc...on finira
nécessairement par trouver une ou plusieurs fois deux termes consécutifs
qui seront désignés contraires. Soient

flr), f(XT)

deux termes de cette espece, x; étant la plus petite des deux valeurs
correspondantes de X [Cauchy 1821, 378-9].

Il est clair quici Cauchy a en vue la résolution numérique de I'équation (1). Des
lors, il se peut que dans U'intervalle [xy. X]. cette équation ait plusieurs racines et
que les changements de signes interviennent plusieurs fois dans la suite considérée.
Ce qui importe donc n'est pas le choix de 1 et X’ mais plutot le fait que pour
un tel choix, on puisse ultérieurement trouver une racine dans l'intervalle [z1, X]
strictement contenu dans l'intervalle précédent [rq, X].

Pour cela Cauchy réitere ce procédé

Ayant déterminé r, et X’ comme on vient de le dire, on pourra de meme,
entre ces deux nouvelles valeurs de x, en placer deux autres o, X’ qui,
substituées dans f(x) donnait des résultats de signes contraires [...]. En
continuant ainsi. on obtiendra : 1) une série de valeurs croissantes de x,
savoir

(2) IO L1 T ...

2) une série de valeurs décroissantes

§ i / 1
(3) X X X"
qui, surpassant les premicres de quantités respectivement égales aux
produits
; 1, 1
1()& - .I,,'(‘)). ;‘2‘(‘\ - .l'()). EE()( - .I,'()) .....

finiront par différer de ces premieres valeurs aussi peu que 'on voudra
[Cauchy 1821, 379].

Autrement dit. Cauchy obtient les deux suites adjacentes (r,) et (X)) qui
convergent vers une limite commune, racine de I'équation (1), puisque la fonction
f est continue sur 'intervalle [z, X].

Strictement parlant, Cauchy effectue donc une infinité de choix pour déterminer
les suites adjacentes. Mais. a chaque fois, ce choix est effectué parmi un nombre
fini de termes et il peut donc étre aisément précisé. Par exemple, si Cauchy avait
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en vue, seulement, 'obtention d’une racine de I'équation (1) il pourrait, a chaque
fois. choisir les premiers changements de signe afin de bien déterminer x,, et X ).
De meme, si I'équation (1) ne posséde quun nombre fini de racines. au bout d’un
certain nombre de découpages on aboutira & un intervalle [x,, XP)] ol ne figure
plus qu'une seule racine de I'équation (1). Bien sur, il se peut que dans l'intervalle
[y, X| cette équation ait une infinité de racines et que. des lors, a chaque étape, on
doive choisir : il ne semble pas que Cauchy ait envisagé une telle éventualité et, des
lors, nous ne pouvons pas dire qu’il ait, ici, utilisé implicitement, I'axiome du choix.
Ceci ne sera pas toujours le cas lorsque les suites adjacentes seront employées dans
un autre cadre. Nous allons voir ce qu'il en est pour les Remarques de Charles
Méray.

Les remarques de Méray

Les Remarques sur la nature des quantités par la condition de servir de
limites a des variables données. publiées en 1369 dans la Revue des Sociétés
Savantes par Charles Méray, professeur a la Faculté des Sciences de Dijon sont
tres importantes puisqu’elles fournissent la premiere étude sur la construction des
nombres réels a I'aide des suites de Cauchy. Ici, nous considérerons seulement le
début de 'article.

A la différence de Cauchy qui se placait dans le cadre de la résolution numérique
des équations, Méray se situe dans un domaine plus vaste :

la théorie des quantités incommensurables, celle des séries, des quadra-
tures, et en général toutes les parties des mathématiques ou il y a lieu de
considérer des limites de quantités variables [Méray 1869, 280].

Il note que deux principes en constituent le “fondement essentiel”. Le premier con-
siste a affirmer que toute suite croissante (resp. décroissante) et majorée
(resp. minorée) de nombres réels est convergente :

Une quantité variable v, qui prend successivement les valeurs en nombre
indéfini :

tend vers une certaine limite, si les termes de cette limite vont toujours soit
en augmentant, soit en diminuant, pourvu qu’'ils restent dans le premier
cas, inférieurs, dans le second cas supérieurs a une quantité fixe quelconque
Méray 1869, 280].

Quant au second principe, il s'agit du critere dit de Cauchy. toute suite de

Cauchy de nombres réels est convergente :

La variable v, définie comme ci-dessus, jouit encore de la méme propriété
si la différence v, 4, — v, tend vers zéro quand n augmente indéfiniment,
quelque relation que l'on puisse établir entre n et p [Méray 1869, 280].
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A la lecture de cet énoncé une remarque s'impose : Méray ne se situe pas dans
le cadre de l'arithmétisation de I'analyse développée. au méme moment. par Karl
Weierstrass et ses éleves. Pour nous en convaincere il nous suffit de tourner notre
regard vers la définition des suites de Cauchy - 'auteur parle de Zahlenreihe, suite-
de-nombres donnée par Eduard Heine dans son fameux article "Die Elemente
der Functionenlehre (Les éléments de la théorie des fonctions) publide en 1872,
dans le Journal fiir die reine und angewandte Mathematik :

On appelle suite-de-nombres une suite de nombres ay, as. etc. a,,. ete, telle
que pour chaque nombre 7 non nul aussi petit que I'on veut, il existe une
valeur n telle que a,, — a, 4, soit inférieur a 7, pour tout entier positif v
[Heine 1872, 174].

Cette définition ressemble a celle que nous formulons aujourd hui et elle peut nous
permettre de donner une démonstration distincte de celle fournie par Méray. En
effet, ce dernier se propose de prouver que son premier principe implique le second,
en d’autres termes que toute suite de Cauchy converge si I'on admet, ici, que deux
suites adjacentes vers la meme limite.

En effet, soit (v, ) une suite de Cauchy quelconque. Par définition. pour tout &
strictement positif, il existe un entier n. bien déterminé tel que

% 1‘1154-]) — Un. ‘< &

(il suffit de prendre le plus petit entier naturel satisfaisant a la proposition ci-
dessus) pour tout entier naturel p.
Soit maintenant un nombre réel a strictement positif quelconque. Pour tout entier

naturel ¢, prenant
a

=%
nous pouvons ainsi déterminer un entier naturel m,. tel que. pour tout entier

naturel p.
a

E l'mq +p- l,',”q ‘< ‘{)'(;

c’est-a-dire que

«a a
;27 < U, < Urn, -+ 2—(]

(1) l'mq -
Ne pouvant etre ainsi assuré d’'obtenir des suites adjacentes, nous pouvons poser

S0 = U, — (g = Uy, T @

et pour tout entier naturel ¢

4 a 4]
[bq{rb tq%rlj = [5(]' tq} N [1‘”1,14:‘,1 YIS S Uiy 1 + 5q+1 }
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Ainsi il est clair que les suites (s,) et (¢,) sont adjacentes. Daprés le premier
principe de Méray elles convergent vers une méme limite et d’apreés (1) la suite
(v,,) converge aussi vers cette limite.

A cette démonstration, nous pouvons opposer celle de Méray. En quelque sorte,
point de souci, comme précédemment d’effectivité et par deux fois, Méray ne va
pas raisonner directement mais, au contraire, par 'absurde. De plus, peu a peu,
Méray va préciser comment il obtient les suites adjacentes. Dans une premiere
étape, il se propose de démontrer un résultat semblable a (1) :

Quel que soit le nombre n il existe deux quantités I, L, telles que l'on a
lp < v, < Ly

pour toute valeur de n supérieure a k [Méray 1869, 281].

En fait. ayant en vue une propriété comme (1) valable, avec ses notations, pour
tout entier naturel £ il énonce une proposition générale qui a tout prendre n’a pas,
démonstrativement, une portée tout aussi générale. Il suffit, en effet, de démontrer
que la suite (v,,) est bornée pour étre assuré du résultat. Méray ne s’y trompe pas
pulsque sa preuve revient a démontrer que la suite est majorée, meéme s'il invoque
L. Ecoutons-le :

En effet. si la limite Ly n'existait pas, v,, pourrait étre rendue plus grande
que toute quantité donnée. et il serait possible de choisir successivement
et indéfiniment les nombres &', £, k"' ... de maniere a obtenir :

Ut = Vg + Q. Uprr > Vs =+ @, Ugrrr > Vprr + (..

ot a désigne une quantité quelconque. Or, on en conclurait, contrairement
a I'hypothese, qu'en attribuant a n les valeurs successives k. K k" K", ...,
qui croissent a U'infini, et a p les valeurs correspondantes &' —k, k"' — k', k""" —
k", .. la différence v, 4 »— Uy conserverait une valeur supérieure a a [Méray
1869, 281].

Nous I'avons dit. Méray ne se préoccupe pas de trouver effectivement un majorant
et en I'absence d'une définition du critere de Cauchy semblable a celle donnée par
Heine, il a recours a un raisonnement par 'absurde. Pour, peut-étre, mieux saisir
son heuristique supposons donc que la suite (v,,) ne soit pas majorée et précisons
comment Méray peut obtenir la suite (") de sa démonstration.

La suite (v, ) n'étant pas majorée, pour tout nombre M, il existe au moins un
terme v, de la suite supérieur a M. Si a est une quantité strictement positive
quelconque, prenant A égal a (v + a) il existe au moins un terme v, tel que

(2) vy, > M = v, + a.

Méray affirme seulement qu’il est “possible de choisir™ un tel terme. Aujourd’hui,
comme précédemment, si nous désirons effectivement préciser ce choix, nous
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pouvons prendre pour & le plus petit entier naturel n vérifiant (2).
De méme. en prenant cette fois M égal & (vg -+ a). il existe au moins un terme v,
tel que

(3) Uy > Vg +a.

Comme précédemment, nous pouvons choisir pour &” le plus petit entier naturel
n vérifiant (3). Nous avons ainsi

(4) v > v +a et K< k.
On en déduit donc que pour tout entier naturel
Up(ni1) — Upiny > a et E0 < i)

ce qui contredit la condition de Cauchy. En effet, la suite (k")) étant strictement
croissante, quel que soit l'entier naturel m que l'on considere il existe deux termes
d’indices supérieurs a m dont la différence est strictement supérieure a a.

A tout prendre, comme Méray le dira plus tard, il vient seulement de démontrer
le résultat suivant ou k& n'intervient pas

on pourra assigner successivement a v deux premicres limites Iy, Ly,
Méray 1869, 282].

Pour obtenir “deux autres [y, Ly, renfermées (I'une au moins) dans Uintervalle
des précédentes” nous devons examiner la deuxieme partie de la démonstration
qui revient a affirmer que 'on peut définir une suite d’intervalle emboités :

2) Quel que soit k, on peut, sauf & prendre k suffisamment grand
supposer a la fois
Iy, > 1 et ly, < L

O
Iy, >l et Ly, < Ly.

Sinon. en effet. concevons deux quantités [”, L', dont la seconde surpasse
la premiere et qui satisfassent a toutes ces conditions. ¢’est-a-dire telles
que l'on ait

I, <l' < L' < L.

Quelque valeur de v que l'on considere. il en existera de rangs plus
¢loignés qui seront les unes égales ou supérieures a L', les autres égales

ou inférieures a ', car autrement on pourrait prendre soit [, = [, soit
Ly, = L’. Ainsi on peut trouver un nombre h assez grand pour avoir

vy, > L' puis un autre 2 > h qui fasse vy, < I’, puis un troisieme h” > h
qui ramene la premiere inégalité vy, > L', et ainsi de suite alternativement
jusqu’a 'infini.
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II arriverait donc, contrairement a 'hypothese, que la différence vy, —
vy conserverait une valeur numérique au moins égale a L' — I’ pour
les valeurs indéfiniment croissantes au moins égale & L' — I’ pour les
valeurs indéfiniment croissantes h. h/. h'. ... attribuées a n, et les valeurs
correspondantes i — h, b — b/ 0" — h”. ... imposées a p [Méray 1869,
281-2].

Une nouvelle fois, Méray ne détermine pas effectivement I, et L, : il raisonne par
Iabsurde. Avec ses notations il s’agit de démontrer que pour tout entier naturel
k et tout intervalle Jhy, L[ auquel appartiennent tous les v,, d'indice supérieur a
k. il existe un entier h supérieur a k et un intervalle |l L[ strictement contenu
dans le précédent, auquel appartiennent tous les v,, d'indice supérieur a h. Suivant
Méray, soit donc un entier naturel & et un intervalle ]I, Li[ auquel appartiennent
tous les v,, d’'indice supérieur a k. Raisonnons alors par I'absurde et supposons que
pour tout entier i supérieur a k et pour tout intervalle |lj,, L] strictement contenu
dans ]Iy, L] il existe au moins un terme v,, d'indice n supérieur a h n’appartenant
pas a |l,. L[ Soit alors |I, L[ tel que

Iy <l' < L' < L.

Sl existait un nombre fini de termes supérieurs a L’ (resp. inférieurs a ) alors
on poserait
/ !/
Ip =1l et I, = L resp. Iy, =1" etl), = Lk)

ce qui serait en contradiction avec notre hypothese : on aurait obtenu I, L[
strictement contenu dans ]lj. L[ tel que tous les termes v, d’indice supérieur a h
lui appartiennent.

Autrement dit, il existe un nombre infini de termes a la fois dans ], [ et dans
L', Li]. A partir de cette double infinité de termes v on pourrait extraire la suite

47 oY B F2Y a gy b artier 2 ! N ‘ T & / T ey 1y .
(n3,) telle que v}, appartient & |l,0'[ et v5, | appartient a |L’, Li[. Ainsi pour tout
entier naturel p
/ Vi / /

ce qui contredit le fait que la suite (v]) est une suite infinie extraite de la suite de
Cauchy (v,).

Bien str, comme nous. Méray ne s’est pas préoccupé de définir effectivement la
suite extraite : une nouvelle fois il suffit de considérer le bon ordre de I'ensemble des
entiers naturels pour définir précisément la suite (v} ). En revanche, Méray indexe
les intervalles |1, Ly [ et il revient méme a la charge a la fin de sa démonstration
lorsqu'il précise le caractere “adjacent”™ des suites (I5.). (Ly).

On pourra assigner successivement a v deux premieres limites [, Ly, .
puis deux autres [, Ly, , renfermées (I'une au moins) dans Uintervalle
des précédentes puis deux nouvelles [, Ly, . encore plus rapprochées que
celles-ci et cela indéfiniment [Méray 1869, 282].

En fait, Méray n’explicite ici que 'emboitement des intervalles mais il est clair
que dans son esprit les bornes [, et Lj  sont infiniment rapprochées I'une de
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Pautre. II n’en demeure pas moins qu'en raisonnant par I'absurde, pour chaque
k., il a seulement démontré 'existence d'un intervalle ]I, L[ et quil ne 'a pas
précisément déterminé afin d’en assurer l'indexation souhaitée. Nous pouvons
penser qu’ici, en prenant non plus I, L'[ quelconque mais 1'un des intervalles
e, li—f#ﬂﬁiz[—& L[ Méray aurait pu mener a bien leffectivité des suites (I, )
et (Ly, ). D'un autre ¢6té, nous savons aussi qu'en adoptant les suites de termes
rationnels (I, ) et (Ly, ). compte tenu d'un bon ordre possible sur I'ensemble des
rationnels, nous pouvons choisir effectivement les bornes.

Conclusion

Si aujourd’hui nous pouvons effectivement déterminer les suites adjacentes
(ln,) et (Lp, ) invoquées par Méray dans sa démonstration. nous sommes. en
revanche assurés que pour cet auteur. ceci relevait de 'implicite. Plus tard avant
la bombe de Zermelo et bien apres, partisans ou adversaires de I'axiome du
choix commettrons de telles absences de rigueur. Guidés en quelque sorte par
leurs intuitions, les mathématiciens ne prendront pas garde que, parfois, leurs
raisonnements nécessitaient 'acceptation de 'axiome du choix pour valider leurs
preuves. L’exemple fourni par les remarques de Méray nous montre qu’en suivant
de telles démarches on pouvait passer peu a peu d'une certaine effectivité a une
imprécision beaucoup plus préjudiciable a la valeur des arguments invoqués.

En fait, nous pouvons penser que pour de nombreux mathématiciens de la fin du
XIX® ou du début du XX* I'existence d'un étre mathématique suffisait pour la
transformer en une existence fonctionnelle. En analyse. nous pouvons invoquer
au lieu de 'axiome du choix. le principe des choix dépendants énoncé par
Paul Bernays en 1942.

Si R est une relation sur un ensemble E tel que pour tout x de E il existe
un y de E tel que xRy alors il existe une suite (x,,) telle que pour tout
entier naturel n, v, Rr,.1.

Sans aucun doute, formulé plus tot. ce principe aurait sans doute recu I'assentiment
de la communauté des analystes alors que 'axiome du choix général proné par
Zermelo fit leffet d'une bombe. Méme si nous avons pu rendre effective la
démonstration proposée par Méray nous savons qu'en d’autres endroits nous ne
pouvons pas reéussir. Par exemple. d'apres les travaux de Jaegermann. nous savons
que 'axiome du choix dénombrable est essentiel pour démontrer 1'équivalence des
deux définitions de la continuité (voir ci-apres). Pourtant. soucieux de rigueur,
trois ans apres Méray, Heine n'a pas décelé la faille dans son raisonnement. Pour
Heine

une fonction est dite continue pour une valeur particuliere déterminée
r = X, quand., pour chaque grandeur ¢ donnée aussi petite que l'on veut,
il existe un autre nombre positif 79 ayant la propriété que. pour aucune
grandeur positive 7, qui soit plus petite que 1. la valeur numérique de
F(X £n) — f(X) ne dépasse ¢ [Heine 1872, 182].
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et il veut montrer que

si pour chaque suite de nombre rj.r9. etc.... ayant pour symbole
X. flxy). flaa). ete formant aussi une suite de nombres de symbole
numérique f(x) alors f(x) est continue pour x = X [Heine 1872, 182].

Comme Méray, Heine raisonne par 'absurde. Il suppose donc que pour toute suite
() convergeant vers X la suite (f(x,,)) converge vers f(X) et il veut en déduire
que la fonction f est continue au point X. Raisonnant par I'absurde et supposant
dont f non continue au point X, il existe une grandeur ¢ telle que pour tout nombre
yo positif, il existe une grandeur y plus petite que g, telle que f(X £y — f(X) soit
en valeur absolue supérieure a . Cette existence de y a partir de yg lui sert pour
définir une suite (") moyennant implicitement 'axiome du choix. Ecoutons-le.

Quand on fixe un nombre déterminé ¢ tel que, aussi petit que 'on prenne
un nombre 7, la condition de continuité ne soit jamais remplie, alors il
existe toujours des valeurs n inférieures a 1y telles que f(X +y) — f(x)
reste supérieur a ¢ ainsi, pour une grandeur quelconque 7. on a une telle
valeur 1), égale a7’ (inférieure a cet ). pour laquelle la différence précitée
n'est pas plus petite que . Pour une moitié de la grandeur de la valeur g
la différence ne peut étre plus petite que & pour 1 = 1" pour un 7 égal
a la moitié du précédent (le quart du premier, ceci peut avoir lieu pour
n =1n"" et ainsi de suite [Heine 1872, 183].

Pour le lecteur que la théorie des modeles mise en oeuvre par Jaegermann pourrait
effaroucher, contentons-nous ici, de remarquer que les n'.n” et /" mis en avant
par Heine sont des nombres réels non nécessairement rationnels. Des lors, nous ne
pouvons plus, comme pour Méray. invoquer un bon ordre sauf a admettre celui des
nombres réels ou de maniere plus générale 'axiome du choix méme si ce dernier
peut ici etre remplacé par une forme plus faible. axiome du choix dénombrable ou
principe des choix dépendants. Cet exemple nous montre combien. resituée dans
un certain cadre, la démarche suivie par Méray est un témoignage certain de la
préhistoire de Maxiome du choix : dans un cadre semblable, Heine développe une
argumentation tout a fait comparable a celle suivie par Méray. mais ou cette fois
on ne peut évacuer 'axiome du choix.
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MARIA GAETANA AGNESI

1718 - 1799

D’aprés un texte librement adapté de June Barrow-Green paru dans “Newsletter” n° 31 (mars 1999),
revue de la Société Mathématique Européenne. Il s'agit de célébrer le bicentenaire de la mort de cette mathématicienne.

Bien des mathématiciens connaissent le nom d’Agnesi a cause de la cubique dite
“versiera” ou « cubique d’Agnesi» ou encore « sorciere d’Agnesi ». Cette cubique a
pour équation cartésienne x*y = &* (¢ — ) . Cependant, la plupart d’entre eux, peu
au fait de son histoire, peuvent se demander en vain la raison de la dénomination,
pour le moins inhabituelle, de cette courbe. Nous verrons que si la vérité est bien
plus triviale que ce que I'on peut s’imaginer, il nous faut noter que ce nom a au
moins Pavantage de perpétuer le souvenir de Maria Gaetana Agnesi, sinon la
premiére du moins une des toutes premiéres mathématiciennes européennes de la
période moderne.

Maria Gaetana Agnesi naquit 2 Milan en 1718, lainée des 21 enfants de Pietro
Agnesi dont la famille avait fait fortune dans le commerce de la soiel. Elle fut
poussée dans les études par son pere qui lui procura les meilleurs maitres de la
région en philosophie, en langues, en sciences naturelles, en mathématiques et en
musique. Dés Page de 11 ans, elle dominait de nombreuses langues dont le francais,
le latin, le grec, allemand, Pespagnol et ’hébreux. En 1738 fut publié un volume de
191 theses philosophiques qu'elle se prépara a défendre, défiant ainsi tous les
concurrents. Les comptes rendus de son habileté dans cette joute oratoire montrent
qu'elle possédait déja de sérieuses connaissances dans les disciplines scientifiques
puisqu’elle y fait référence a la théorie des marées, a la propagation de la lumiere, aux
propriétés géométriques des courbes et de son soutien a la philosophie new-
tonienne.

Cependant Agnesi se lassa rapidement d’une vie publique ou on ne s’intéressait
qu'a son prodigicux talent et, contre la volonté de son pere, elle décida d’entrer au
couvent. Ce n’est qu’apres de longues discussions, qu’elle accepta de rester au sein
de la famille a la condition qu’elle abandonne les formes de sa vie passée. Elle se
cloitra chez elle et s’adonna a I'étude de la religion et des mathématiques. Ses
progres en mathématiques furent grandement facilités par Parrivée a Milan de
Ramiro Rampinelli (1697-1759), moine bénédictin et surtout mathématicien qui
¢tait auparavant professeur a Rome et 2 Bologne. Rampinelli devint un visiteur
régulier de la maitresse de maison et tint bientot le role de professeur d”Agnesi.

Le premier travail mathématique d’Agnesi, un commentaire du traité posthume
de I’Hospital sur les sections coniques?, ne fut pas publié. Cependant, son deuxiéme

1 Cest a tort que de nombreux dictionnaires biographiques perpétue le mythe d’un pére professeur de
mathématiques a2 Bologne. Le statut social exact de la famille Agnest est parfaitement documenté dans
Pouvrage d’Anzoletti “Maria Gaetana Agnesi” publié¢ 2 Milan en 1900.

2 Guillaume de L’Hospital, « Traité analytique des sections coniques », Paris 1720. Ce livre eut une
grande importance lors de sa publication.
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ouvrage mathématique, “Instituzioni Analitiche ad Uso della Gioventu Italiana”, en
deux volumes, publi¢ a2 compte d’auteur a Milan en 1748, la rendit célebre. 11 était
rédigé en italien (et non pas en latin) d’une part parce qu'elle préférait écrire en cette
langue et d’autre part parce qu’elle voulait le rendre accessible a la jeunesse italienne,
en particulier a ses fréres. Son but, comme elle le déclare dans la préface, était de
présenter le sujet de fagon qu’il soit « pourvu de sa clarté et de sa simplicité propre...
[et] suive I'ordre naturel qui procure, peut-étre, le meilleur enseignement et la plus
grande lumicre » La préface contient également un hommage émouvant a
Rampinelli ainsi qu’une reconnaissance envers une ceuvre plus ancienne de
Reyneau’.

En dehors de Rampinelli, une autre personne eut une influence importante sur
Pouvrage. Il s’agit du mathématicien Jacopo Riccati (1676-1754). Rampinelli
connaissait bien Riccati et c’est sur son conseil qu’Agnesi lui éctivit, lui demandant
son avis et des commentaires sur son travail. Commenca alors une longue et
fructueuse correspondance entre elle et Riccati, cotrespondance qui dura de 1745 a
1749 et dans laquelle Riccati suggere de nombreuses corrections et annotations. La
correspondance contient également la « méthode des polynémes» ceuvre non
publiée de Riccati et qui datait de plusieurs années. Agnesi inclut cette ceuvre dans
son ouvrage en précisant soigneusement son otigine.

A premiére vue, il semble que I’ “Instituzione Analitiche” fut un grand succés.
Marie-Thérese, Grande Duchesse d’Autriche et féministe notoire a laquelle Agnesi
avait dédicacé son travail, montra sa satisfaction en envoyant a l'auteur une boite
incrustée de diamants. Le Pape Benoit IV qui avait lui-méme étudié les
mathématiques lui écrivit personnellement pour la féliciter et peu de temps apres il
lui accorda le poste rémunéré de lectrice honoraite en analyse a l'université de
Bologne. En 1750, elle fut nommée sur la chaire de mathématiques. En 1749,
I’Académie francaise recommanda que le deuxiéme volume fut traduit en francais,
traduction qui vit le jour en 1775. En 1760, John Colson* prépara une traduction
anglaise> mais qui ne fut publié qu'en 1801 pour diverses raisons dont la mort du
traducteur. Colson avait été tellement intéressé par le travail d’Agnesi qu’il apprit
litalien pour effectuer la traduction, traduction qui ne se limitait pas seulement au
vocabulaire mais également aux notations, puisqu’il transposa les notadons de
Leibniz en celles de Newton.

Cependant, un examen plus attentif des sources montre que 'accueil de son livre
ne fut pas aussi large qu’on peut le penser. Le travail d’Agnesi ne recut pratiquement
pas d’attention de la part des grands mathématiciens du XVIIIe siécle et plus tard les
historiens des mathématiques I'ignorérent largement. Comme Truesdell I'a démontré

3 Charles René Reyneau : « Analyse démontrée ou la méthode de résoudre les probléemes des
mathématiques et d’apprendre facilement ces sciences » Paris 1707.

4 John Colson était titulaire d'une chaire 2 Cambridge de 1739 2 1760. La plupart de ses publications
sont des traductions.

5]. Colson, “Analytical Institutions”, Volume I, Londres 1801.
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avec force, C’était essentiellement patce que le livre d’Agnesi, bien quil fut sans
aucun doute un modele de clarté, ne contenait rien de nouveau ou d’original, ni
davantage d’applications a la mécanique. Bien qu’il ait été décrit avec précision
comme « un exposé par I'exemple plutot que par la théorie », il ne contient pas un
seul exemple d’un calcul différentiel ou intégral appliqué a un phénomene naturel,
contrairement a bien d’autres livres de 'Europe continentale de la méme période.

Le livte commence par lalgebre élémentaire, continue par la théotrie des
équations et 'usage des coordonnées en géométrie, puis dans le volume 11, attaque
le calcul différentiel et intégral (ainsi que les séries infinies telles qu’on les connaissait
a époque), et termine par la résolution des équations différentielles élémentaires.
L’étude de la coutbe connue aujourd’hui sous le nom de «sorciére d’Agnesi»
apparait vers la fin du premier volume¢ (page 381). Cette courbe, dont la premiére
mention se trouve dans les travaux de Fermat, fut construite en 1703 par Guido
Grandi (1671-1742) qui, en 1718, Pappela « Versiera » du latin « Versiora » qui est la
corde qui entoure une voile’. Dans étude de cette courbe, Agnesi suit fidélement
Grandi et écrit “La curva... dicesi la Versiera”. Le nom de « sorciére » n’apparut que
plus tard et résulte d’une erreur de traduction. Le coupable en est Colson qui
confondit “la Versiera” avec * Paversiera” qui a justement le sens de « sorciere »
(voir sa traduction page 222).

Malgré sa nomination sur une chaire de l'université de Bologne, Agnesi ne se
rendit jamais dans cette ville pour y toucher ses revenus. Pourtant son nom resta sur
les registres de l'université pendant quarante-cing ans. Peu de temps aprés la
publication de “Instituzioni Analitiche”, et sans doute a la suite d’'une sévere
injonction paternelle elle se dédia corps et ame a la religion. Elle prit en charge
Iinstruction de ses fréres et sceurs et s’engagea dans Paide aux pauvres et aux
malades. Apres la mort de son pere en 1752, elle redoubla de ferveur religieuse et
s’'investit totalement dans son travail charitable. Elle créa et financa un hospice pour
les vieilles femmes. En 1771 elle devint directrice d’un grand asile pour pauvre, “Pio
albergo Trivulzio” dépendant de P'église et elle y mourut, sans ressource, en 1799.

6 M. G. Agnesi, “Instituzioni Analitiche ad Uso della Gioventu Italiana”, Vol I, Milan, 1748.

7 Pour une histoire de la coutbe, voir G. Loria, “Curve Piane Speciali Algebriche e Transcendent,
Teoria et Storia”, Volume I, Milan, 1930.
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UNE CONSTRUCTION ET QUELQUES PROPRIETES DE LA CUBIQUE D’ AGNESI

On considére un cercle de diameétre [OA] et sa tangente en 4 . Une droite
variable passant par O recoupe le cercle en N et coupe la tangente en P . Soit M
le point tel que le triangle MNP soit rectangle en M et la droite MP parallele a
0OA.Quand N varie sur le cercle, alors M décrit la cubique d’Agnesi.

Soit O Torigine du repere, (OA) Paxe des y et la tangente en O au cercle Paxe
des x, la cubique a pour équation cartésienne y x> + # y—a* =0 ou 2 estla

3
a
o, _ . ,
longueur OA . On peut aussi écrire y = 2+ 2 Ce qui montre que Paxe des
abscisses est asymptote a la cubique. En prenant comme paramétre I'angle 7 entre
, ) , . o x=atan(f)
OA et ON, on obtient la représentation paramétrique | _
¥ = acos’(i)

Le cercle de diametre OA  est le cercle surosculateur en 4 a la cubique
d’Agnest.

L’aire entre la courbe et son asymptote vaut quatre fois aire du cercle générateur
de diametre O.A .
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26° RALLYE MATHEMATIQUE D’ALSACE

CORRIGE DES EPREUVES 1999

Nous avons sélectionné, pour chacun des exercices, une solution de candidats qui
nous a paru intéressante. Pour deux des sujets nous ne proposons pas d’autre
corrigé : la copie d’éleves étant déja tout a fait satisfaisante.

EPREUVES DE PREMIERES

Sujet 1 : JouaL! Youssef et TRoG Alexandre (Lycée Marc Bloch de Bischheim)

La souris se trouve dans le (petit) cube central d’'un grand cube, composé de 27
petits cubes. Puisque Y27 = 3. on en déduit que ce grand cube est formé de 3
couches, similaires, de 3 x 3 = 9 petits cubes.

L’énoncé affirme que la souris ne peut passer d’un cube & un autre que s’ils ont
une face commune, et bien sir sans repasser par un méme cube.

En donnant a chaque cube une couleur différente des cubes qui sont en contact
face a face avec lui, et en n’utilisant que deux couleurs, les consignes peuvent se
traduire par : “la souris dévore les cubes un par un, ne pouvant passer de l'un a
I’autre que s'ils sont de couleurs différentes”.

On obtient donc le schéma suivant :

Il y a donc 13 cubes gris et 14 cubes blancs. Sachant
que la souris part d'un cube gris, il apparait clairement
qu’elle ne pourra pas manger tout le fromage en suivant
les consignes. En effet, elle en mange un gris, puis un
blanc, puis un gris, et ainsi de suite. Malheureusement
en arrivant a I’avant-dernier cube, elle ne pourra passer
au dernier, puisqu’ils sont tous les deux blancs.

Cela apparait plus clairement au travers du schéma
suivant :

NN NN nNengn

Chemin emprunté par la souris :

La souris ne peut donc pas manger tout le fromage.

© L'OUVERT 96 (1999)
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Sujet 2 : GReTENER Maxime et DaLMAR Geoffroy (Lycée Jean Monnet de
Strasbourg)

Puisqu'il y a trois sorties de terrier, la figure représentée est un triangle ou un
segment dans le cas ou les trois terriers sont alignés.

Divers cas sont possibles et dans chacun des cas le point change d’emplacement
mais reste toujours a l'intérieur ou sur les limites du triangle ou du segment fermé.

ler cas : Triangle aux angles aigus (quelconques, isocéles non rectangles,
équilatéraux)

O est le centre du cercle circonscrit & ABC. Donc
OA = OB = OC = r, r étant le rayon du
cercle. Le renard doit se placer en O car s’il
S se déplace, une des distances qui le sépare d'un
o terrier augmentera et sera donc supérieure a r.

Ici, comme pour le triangle aux angles aigus, la
démonstration est la méme, le renard doit se
placer a égale distance des trois terriers. Mais
dans ce cas de figure, le centre du cercle circon-
scrit se trouve au milieu de '’hypothénuse. Ce qui
nous amene au 3eme cas.

C

3eme cas : Triangle avec un angle obtus (> 90°) isocéle ou non

A T’évidence, si le renard se place en O” il ne sera
pas au point le plus proche des trois terriers.
Comme pour les deux premiers cas, le renard doit
e N se placer a égale distance de deux terriers (A et
A O] an B ici). Donc, il doit se placer sur la médiatrice de
[AB]. Reste a savoir ou.

Soit M le point ou le renard doit se placer pour
que le terrier le plus loin soit le plus proche
possible.

On sait que M est sur la médiatrice de [AB], et
M ne doit pas sortir du triangle ABC.
Soita=MA,b=MBetc=MC.

On a a = b = c lorsque O” = M ; lorsque M se dirige vers A et B en restant sur
la médiatrice de [AB], ¢ < b et ¢ < a. Donc ¢ sera forcément la distance la plus
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courte du renard aux terriers (par rapport a a et b). Il nous faut donc a et b le
plus petit possible, donc il faut a = b.
Donc M doit se placer au milieu du c6té le plus long.

4éme cas : Trois terriers alignés

M

— + '

A s C AM = MC,AB =¢,BC =a,AC = b.
A I'évidence M doit étre sur [AC] pour que AM + MC soit le plus court possible.
De ce fait, M B sera plus petit que AM et MC. Donc il nous faut AM = MC,
c’est-a-dire M milieu de [AC] pour que la distance du renard au terrier le plus loin
possible soit le plus proche possible, car si M tend vers C, AM sera supérieur a
MC.

Donc la distance du renard au terrier le plus loin sera la plus petite lorsque le
renard se situera au milieu du segment formé par les deux terriers les plus éloignés
dans le cas ou les trois terriers seront alignés.

Sujet 3 : GLEIXNER Karoline et Bost Jean-Francois (Lycée francais de Vienne
(Autriche))

Le probleme de Boris :

a+b+c=abc
a-i-b-%c_1

abe

I I
abc  abc  abc
o l + —1— + i = 1.
bc  ac ab
Donca#0 b#0 c#0 (ladivision par 0 étant impossible) donc comme a, b et

ceN a>1 b>1 c>1.

Attention : cette partie est mal rédigée : voir commentaires sur les “divisions par
zéro” (1).

Considérons que aucun des trois nombres soit égal & 1 donc que

a>2 b>2 c>2 (2)
= ab>4 ac > 4 be > 4

::1<1 1<1 1<1
ab — 4 ac T 4 be 4
1 1 1 3
= —+—+ <= #1

ab  ac  be T 4

(1) NDLR : On introduit en italique les remarques du correcteur.

(2) La copie de ces éléves ne contient que des symboles d’équivalence. Certaines de ces
équivalences sont vraies sous conditions, mais pour les autres, la rédaction de ‘L’QOuvert’ a
préféré les remplacer par des implications pour que la lecture devienne acceptable et reproduise
le raisonnement des éléves.
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Pour cette derniére ligne : Mal dit : n'hésitez pas a rajouter une ligne ici :
BN B S ST , S ammaraitre & mleden e
= +. =T <7= 5+ +5 #1 (Cette faute va réapparaitre a plusieurs
reprises. )
La formule qui découle de I'énoncé n’est donc pas vérifiée.
a#1 b#1 ¢ 1 estimpossible donc un des trois réels est égal a 1.
Considérons a < b < ¢, donc a = 1.

TP T 11,1
Donc: + =+ =1lei+2+ =1

Or,sib=1ouc=1,alors

1 1
—=lou-—-=1<+=
I8 b

1 1 1

-t -+ — >1F£1.
c+b+bc 7

Donc a =1et b =1 impossible et donca=1 b>2et c> 2.

Premiére réapparition de la faute de rédaction : on arrive a des choses étranges :
1#1.

Considérons b # 2 et ¢ # 2. Comme cet b& N

b+#2 c#2 b#1 c# 1=

b>3 c>3 ¢ >3 =
1<1 1<1 1 1:>
b7 3 c 3 be 9
1+1+1<1+1+1:;\>
b ¢ becT3 3 9
1+1+1<7<1
b ¢ be 9
donc b # 2 ¢ # 2 est impossible, donc b = 2.
Done
1 1 1
—+ -+ — =1
ab  ac  be
1+1+1—1<:>
2 ¢ 20
2+1“1<—_—>
2  2¢ 2
20 = 3% 2 <—
¢ = 3.

L’unique solution au probleme de Boris est donc le triplet 1, 2, 3.

Bill ne peut donc lui donner trois autres entiers naturels solution a son probleme :
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Le probleme de Bill :
C’est relatif a la division par 0.

a+b+c+1 _ 1

abe
1 11 N 1 |
<__—-:> — — e — T
be * ac T ab  abe

a+b+c=abc—1 <

a#0b#0c#0 (la division par 0 étant impossible) donc comme a,b et ¢ € N,
a>1b>1c>1.
Considérons a < b < ¢. Considérons que a # 1 b # 1 ¢ # 1 donc que

a> 2

b
abec > 8 ab >4 be > 4 ac > 4 =
1 1 1 1 1
< = < -
abe T 8 ab — 4 be — 4 ac ~ 4
+ <

La formule qui découle de I’énoncé n’est donc pas vérifiée, donc a = 1.
Donc

SRRV R S IR I N I
ab  ac  be  abe b ¢ be be
<:>1+1+2—1
b ¢ be

Considérons b =1 ouc =1 <= % =1o0u % = 1.

wl 1, 2
AIOISE+‘E+EE>17£1
donc a et seulement a est égal & 1, donc : b > 2¢ > 2.

Considérons
b >3 c> 3=
1 < 1 1 - 1 1 - 1 .
b ™3 c 3 be 7 9
1 1 2 8
-+ -+ —< - #1.
b ¢ bec™ 9 7
Donc b > 3 et ¢ > 3 est impossible done b = 2, donc finalement
11 2
e e ey
2 ¢ * 2c
2 1
PR
c=4.

1, 2, 4 est donc 'unique solution de nombres entiers naturels tel que a
+ b + ¢ = abec - 1.
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EPREUVES DE TERMINALE

Sujet 1 : HarLER Fabien et HeiBY Jean-Francois (Lycée Marc Bloch de Bis-
chheim)

Pour traiter ce sujet, on se place dans le repére géocentrique R(O,1, J) On

supposera (), le sommet du Rossberg ou est Quasimodo, tel que 5?2 colinéaire
aj.

Schéma : —
Q'A"=161,8 km
Q'ET=210,6 km
Q'Q =1,191 km

A’A = 3,243 km
E'E = 4,478 km
R =6373 km

On se propose de déterminer les coordonnées de Q, A, E dans R :
e mesure de 8; et 8 :
Périmetre de la terre : p = 27 R (~ 40042,74 km)

6, QA OA 809

b QF @‘Q’E’\_ 1053
or P R 31865

(~ 0,033 rad).
Coordonnées :
Q@ |0 =0
6373 + 1,191 6374,191
A (6373 + 3,243) x sin6,
(6373 + 3,243) x cosb
A 6376, 243 sin 6,
6376, 243 cos 64
E (6373 + 4,478) x sinf,
(6373 + 4,478) x cosfs

E 6377,478sin 6,
6377,478 cos 0,.

Afin de savoir si Quasimodo voit Esmeralda, on calcule les équations des droites

(QA) et (QE).

6376.243 cos 6, — 6374, 191
(Q4) :3n = 6376, 243 sin ;

6377, 478 cos B, — 6374, 191
(QE) w2 = 6377, 478 sin 0

T+ 6374,191

T+ 6374, 191
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On étudie les positions relatives des droites (QA) et (QFE) : signe de la différence
Y1 — y2. Sty — y2 > 0, alors (QA) au-dessus de (QF) : Quasimodo ne voit pas
Esmeralda. Mais si y; — y» < 0. alors il la voit.

6376. 243 cos 41 — 6374. 191 6377.478 cos by — 6374, 191 ))1
6376. 243 sin 4, ~ 6377. 478 sin 6o

'

¥

i — Y2 = <

s

Y1 — y2 = ax avec « calculéd a la calculatrice @ o =~ 9,.07.107% > 0. Or, ici x est
toujours positif. Donc y; — yo > 0.

Y1 > Y2 (QA) au dessus de (QF).
Conclusion : Quasimodo ne voit pas Esmeralda.

Sujet 2 : Pansior Julien et MaTT Paul-Amaury (Lycée Marie Curie de Stras-
bourg)

e Hypotheése : | <a<b<cetn>2

e Détermination de n et de la somme a + b + ¢

Soit L. la somme des sesterces distribués en une distribution. L = a + b + ¢, car
les trois femmes recoivent des sommes toutes différentes.

Onadone L n=20-+10+9 = 39.

L et n sont entiers, et 39 est entier. Donc L est diviseur de 39, et de méme pour
n.

Les diviseurs de 39 sont : {1:3:13:39}. n > 2. donce n # 1.

Par conséquent L # 39.

Donc n et L appartiennent a {3:13}. Onaa > 1. donc b > 2 et ¢ > 3. Done L > 6.
Par conséquent. L = 13 et n = 3.

e Encadrement de c

. Telosubmarine a re¢u n = 3 plaquettes. dont ¢ en dernier lieu. Soit x et y les deux
premieres sommes regues. On a: 10 =c+r+y. avec x> let y > 1.

Done ¢ < 8.

. Falbala a recu trois plaquettes avec les sesterces correspondants @ r.y et z. On
a:r<c¢ y<cetz<e

Donce 3¢ > 20. D'out ¢ > 7 car ¢ entier.

e Détermination de a

. Ielosubmarine a re¢u au total 10 sesterces, dont ¢ a la derniere distribution.

La somme des deux premieres distributions est 10 — ¢ avec ¢ = 7 ou ¢ = 8.

Sie =T, cette somme est de 3. Si ¢ = R, cette somme est de 2.

Par décomposition de la somme en entiers non nuls. on obtient 1 + 1 et 1 + 2.
Dans tous les cas. le 1 est présent. Par conséquent. il existe une plaquette notée 1.
Or.1 <a<b<e Done:a=1.

o Il reste a présent deux triplets de solutions :

(a.b.c)=(1.4.8) (sic=78§)
(a.b.c)=(1.5.7) (sic=T)
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avec a + b+ ¢ = 13.

¢ Elimination du triplet (1,5,7)

Ielosubmarine a regu 10 sesterces au total, dont 7 & la derniére distribution. Par
conséquent, la somme des deux premieres distributions est de 3. Or il est impossible
d’additionner 2 nombres de {1;5;7} et d’obtenir en résultat 3. Donc ce triplet ne
convient pas.

e Vérification du triplet (1,4,8)

Ielosubmarine a recu en dernier lieu 8 sesterces. Dans la derniére distribution,
Falbala et Bonemine ont recu 1 et 4 sesterces. Il est impossible que ce soit Falbala
qui ait eu 1 sesterce, car dans ce cas, la somme des deux premieéres distributions
est de 20 — 1 = 19, qu'on ne peut obtenir avec la somme de deux éléments de
(1.4,8). Donc & la derniére distribution, Falbala a recu 4 sesterces, Ielosubmarine
8 et Bonemine 1.

La somme des deux premieres distributions de lelosubmarine est de 2, c’est-a-dire
1+ 1 (unique combinaison possible).

La somme des deux premiéres distributions de Falbala doit étre 16, c’est-a-dire 8
+ 8, et celle de Bonemine de 8, c’est-a-dire 4 + 4.

Les deux premieres distributions sont égales, et les trois femmes ont eu des sommes
différentes.

n |Falbala | Ielosubmarine | Bonemine

1 c=28 a=1 b=4

2 c=38 a=1 b=14

3 b=4 c=28 a=1
somme | 20 10 9

e Conclusion
On a procédé par implication et vérification. Les vérifications se révelent exactes.
La femme ayant eu b la premiére est Bonemine.
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Sujet 3 : Docos-pocovitcH Alexandre et FunrR Thomas (Lycée Kléber de
Strasbourg)

Enigme : “Si je prends un ensemble formé de 10 entiers naturels compris entre
1T et 99. puis-je toujours trouver deux sous-ensembles disjoints non vides dont les
somumes des éléments soient égales?”

e Déterminons le nombre de sommes distinctes ou non que 'on peut trouver en
additionnant n éléments d'un ensemble de 10 éléments (avec 1 < n < 10).
Soit S le nombre de sommes que l'on peut trouver pour chaque n € [1, 10]. Il s’agit

pour chaque n de prendre n éléments parmi 10, donc S = C7,.
: < 10!

oy e v vl G e
sin=1 S=C};=10 sin =2 5—/10*8!?
, < 10! 10!
sin=3 S=Cly==— sin=4 S=C{=—
RVIET el
: . 10! , : 1ot

3 o v b e o [ 1 S
sin=5 S=C],= SH sin=6 S=C{, = o
- 10! : 10!

D v 7 Nt o v X
sin=717 =Clo = o5 sin=8 S=C}; = ]

sin=9 S=C}, =10 sin=10 S =1.

Finalement le nombre ¥ total de somines que 'on peut trouver est :

. 100 10t 100 1o N
=200+ gt s ) g A0

e On sait de plus que les 10 éléments constituant 'ensemble sont compris entre 11
et 99, la somme s" de ces 10 éléments est done strictement inférieure & 1099 = 990
et strictement positive.

Avec les 10 éléments, on peut donc composer 1023 sommes toutes comprises entre
10.990[. cela signifie done qu'il y a au moins une somme qui revient plusieurs fois,
et ce quels que soient les 10 éléments qui constituent 'ensemble (*).

Ainsi on peut toujours trouver deux sous-ensembles disjoints non vides
dont les sommes des éléments soient égales.

Emile le Sage étant un virtuose de 'addition. il trouva sans nul doute la réponse a
I'énigme que lui avait soumis le Sphinx Wasigenstein. L'Alsace fut donc protégée
par la déesse Iremia pendant 1999 ans.

(*) Si un des éléments de 'ensemble de 10 nombres intervient dans les deux sommes égales, on
le “retire” de chacune des sommes. On aura bien deux sommes répondant a I'énoncé.
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COMMENTAIRES - CLASSE DE PREMIERE

Sujet 1

1) Essayer d’emprunter quelques chemins qui n’aboutissent pas ne permet pas de
conclure qu'aucun chemin ne peut répondre au probleme posé.

2) Certains candidats ont pensé, pour une raison inconnue, que la souris devait
manger le cube par tranches ou par étages successifs. Il n’y a aucune raison pour
qu'un tel parcours soit optimal.

Sujet 2

Soit [A, B] un segment. Sa médiatrice A partage le plan en deux demi-plans Py
(contenant A) et Pg (contenant B).

Remarque 1 : Si M € Py4. alors MA < MB. Le point M appartient a A si et
seulement si MfA = MB.

]‘A
—t Remarque 2 : Soit H le milieu de [A, B]. Si M €
Mo lH o Aet N € [H.M], alors NA= NB < MA = MB.
A B Remarque 3 : Soit A une droite, A un point
]‘ n'appartenant pas a A et H la projection ortho-
. gonale de A4 sur A. Pour tout M dans le demi-
H x M A plan limité par A et ne contenant pas A, on a

AH < AM avec égalité si et seulement si M = H.
Note préliminaire : Les angles considérés seront de mesure comprise entre 0 et 7.
Soit ABC' le triangle formé par les trois sorties du terrier. Soit A/ un point, on
note d(A) = max(AM, BM.CM).
Premier cas : Supposons qu'un des angles du triangle ABC est obtus, par exemple
B. Appelons A la médiatrice de [A, C], B’ = AN(AC). P4 (vesp. Pc) le demi-plan
délimité par A contenant A (resp. C').
Si M appartient a Py, on a MC > B'C
(remarque 3). done d(M) > B'C, avec
M x C égalité si et seulement si M = B'. Si
M appartient a Po. on a MA > AB’
B (remarque 3), donc d(AM) > AB" = B'C,

avec égalité si et seulement si M = B’.
Donc, pour tout point A/ du plan, on a
» ol d(M) > B'C avec égalité si et seulement

A 8’ C si M = B’. L'angle ABC est obtus, donc
BB’ < B'C = B'A. Donc, pour tout point
M du plan, on a d(M) > d(B') avec égalité

A si et seulement si M = B’. Le point cherché
est donc B’.

v
-

Deuxieme cas : Supposons que tous les angles du triangle sont aigus. Soit A 4 (resp.
Ap. resp. Ac) la médiatrice de [B. C] (vesp. [A, C], resp. [A, B]). On appelle O le
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centre du cercle circonscrit ({O} = A4 NAgNAc). 1l se trouve a I'intérieur du
triangle.

Notons S = 2Oy le secteur angulaire inter-
— i section des demi-plans délimités par Apg et
—1 contenant C' et par A¢ contenant B. Pour
tout M € S, d(M) = M A (cf. remarque 1).
Considérons 4, la droite perpendiculaire a
(AO) passant par O.
Soit M € Oz, alors MA > OA (cf. re-

marque 2), donc l'angle AOr est obtus. De

i —

méme AQy est obtus. Le secteur S est donc
inclus dans le demi-plan limité par é et ne
contenant pas A.

=/

D’apres la remarque 3. pour tout point M de S, on a d(M) = MA > OA, avec
égalité si et seulement si M = O. On raisonne de méme pour les deux autres
secteurs. Finalement, pour tout point M du plan, d(M) > d(O), avec égalité si et
seulement si M = O. Le point cherché est donc O.

Commentaires :

1) Le triangle aplati releve du premier cas, alors que le triangle rectangle releve
des deux cas.

2) Les trois remarques préliminaires se démontrent, par exemple, de maniére
analytique ou encore a 'aide du produit scalaire.

Commentaires sur les copies :

1) Un grand nombre de candidats n'a pas compris le sens de ’énoncé.

2) Le centre du cercle circonscrit est souvent confondu avec le centre de gravité.
3) Le centre O du cercle circonscrit a souvent été introduit. Malheureusement,
meéme sur des figures ou le triangle possédait un angle obtus, il a été retenu comme
solution du probléme.

4) Nous avons retenu les copies des candidats qui distinguaient distinctement les
différents cas et apportant des éléments de solution.

5) La rédaction proposée n’est pas une narration de recherche, mais un bilan or-
donné d’une réflexion aprés tatonnements et retours en arriere. Les trois remarques
initiales sont les outils employés dans le corps de la démonstration et sont placées
en préliminaire pour ne pas alourdir I'exposé.

Sujet 3

Notons a, b, ¢ les trois entiers cherchés.

e Le probléeme de Boris revient a résoudre 1'équation a + b + ¢ = abc avec a € N,
be N, ce Net (a,b,c) # (0,0.0). Par symétrie, on peut supposer a < b < c. En
outre, si a = 0, alors on obtient b+c¢ =0.doncb=c=0carb € N et ¢c € N. Cela
donne a = b = ¢ = 0, ce qui est exclu. On suppose donc 1 < a.

Ftude du cas a = 1. L’équation s’écrit alors bc = 1 + b + ¢, c’est-a-dire
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(b—1)(c —1) = 2, avec les conditions 1 < b < ¢. b € N et ¢ € N. Les seuls
diviseurs dans N™ de 2 sont 1 et 2. donc on obtient nécessairement b — 1 = 1 et
c—1=2 doub=2 ¢c=3. Onobtient a = 1. b =2 et ¢ = 3 qui est effectivement
solution.

Etude du cas a > 2. On suppose que le probleme posé admet au moins une
solution et on aboutit a une absurdité. Supposons donc que a.b et ¢ conviennent,
avec 2 <a<b<c,ae N, be N, ceN. Alors a(be — 1) = b+ ¢, done comme
az2 ona?2be—1)<b+e, done b(2c—1) <c+2, et donc, comme b > 2, on a
2(2¢ = 1) < ¢+ 2, soit 3¢ < 4. Mais ¢ > 2, d'ou1 6 < 4. Absurde! Il n'y a pas de
solution avec a > 2.

Conclusion : seuls trois entiers conviennent, ce sont 1.2 et 3. correspondant a
Iégalité 1.2.3 =1+ 2 + 3. Il est donc prouvé que Boris peut arréter de chercher.

e Le probleme de Bill peut se résoudre de la meme maniere. Il s’écrit a+b+c+1 =
abcaveca € N, b € N, ¢ € N et on peut a nouveau supposer ¢ < b < ¢. On laisse au
lecteur le détail des calculs. Le cas a = 1 conduit cette fois a (b—1)(c—1) = 3, ¢’est-
a-dire b = 2 et ¢ = 4. On obtient alors « = 1, b = 2. ¢ = 4. qui est effectivement
solution.

Le cas ¢ > 2 conduit comme précédemment a l'inégalité 3¢ < 5, d’ou I'absurdité
car ¢ > 2. La encore, il n'y a pas de solution pour a > 2.

Conclusion : seuls trois entiers conviennent, ce sont 1,2 et 4. correspondant a
I'égalité 1.2.4 =1+ 1 + 2 + 4. Le probleme de Bill est donc résolu.

Commentaires : Cet exercice a permis de mettre en évidence quelques erreurs
souvent commises, parfois indépendamment des sujets.

1) L'énoncé est parfois mal compris ou trop vite lu. On raisonne dans N, pas dans
Z. et les entiers considérés ne sont pas supposés consécutifs,

2) Un serpent de mer ensuite : on ne divise par un nombre qu'apres s'étre assuré
qu’il n'est pas nul. On est alors souvent amené a faire une petite discussion de
cas (a = 0, a # 0 ...). En tout cas, on n'affirme pas qu'un nombre est non nul
sous prétexte quon a soi-meme pris initiative de diviser par ce nombre a la ligne
précédente. . .

3) Le classement (1 < a < b < ¢) des trois entiers permet de simplifier la
résolution, de majorer, de minorer. Cela ne semble pas toujours naturel a nos
éleves de premieres.

4) On note. comme chaque année depuis quelque temps. une démarche désormais
courante : la seule vérification que 1.2.3 sont effectivement des solutions pour en
déduire ensuite qu'on a la toutes les solutions.

5) Une derniere remarque : la seule phrase “un produit d’entiers tend plus vite vers
I'infini que leur somme”, méme intuitivement légitime pour guider une preuve, ne
saurait tenir lieu de démonstration dans un exercice de Rallye Mathématique.
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Sujet 1

Commentaires :

1) Beaucoup de candidats ont effectué leurs calculs sans tenir compte du fait que
la Terre est ronde: d’autres ont cru démontrer que la courbure de la Terre est
négligeable.

2) Curieusement, la collégiale Saint-Thiébaut de Thann s’est parfois retrouvée sur
le Rossberg. quand ce n'était pas sur le Wildstrubel, surmontée de plus du gros
bourdon.

3) Un certain nombre de candidats ont fait preuve de beaucoup d’humour et de
poésie dans leurs conclusions.

Sujet 2

On a distribué au total 20 4+ 10 + 9 = 39 sesterces, d’ott n. (a + b+ ¢) = 39. Par
hypothese, n > 2 et 1 < a < b < ¢. donc comme a. b, ¢ sont entiers, b > 2 et ¢ > 3,
d'ott a+b+ ¢ > 6. Le seul diviseur entier de 39 supérieur ou égal a 6 est 13. Donc
a+b+c=13 et donc n = 3.

Ielosubmarine a recu a jetons les deux premiéres donnes. car sinon elle aurait requ
au moins a + b4 ¢ = 13 jetons au cours des trois tours. Si Bonnemine avait recu ¢
jetons a la premiére partie. elle aurait recu au moins b et a jetons aux deux tours,
soit au moins a + b + ¢ = 13 jetons, ce qui est impossible.

F I
« >b
a >
C > a

Donc c’est Bonnemine qui a recu b jetons a la premiere partie.

Commentaires :
1) On peut sans grand mal reconstituer le jeu en montrant que a = 1, b = 4 et
¢ = 8. puis que les trois tours furent

F I B
8 1 4
8 1 4
4 8 1
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2) L'étude exhaustive de tous les cas est lourde et inélégante. Elle nécessite de plus
de ne pas oublier de cas, comme certains 'ont fait.
3) La solution précédente permet de conclure sans connaitre (a. b, ¢).

Sujet 3
Soit A un ensemble formé de dix entiers compris (au sens large) entre 11 et 99. 11
10
sode vk 10 _ 910 . . ] . e 910 2 sous-ensembles :
possede Cly = (1+1)" =27 sous-ensembles. donc 2*7 — 2 sous-ensembles a
k=0

part 'ensemble vide et A. Soit B un sous-ensemble de A différent de 'ensemble vide
et de A. Alors 1 < CardB < 9 et la somme des éléments de B est inférieure ou égale
a 99xCard B, donc a 9x99 = 891. Donc il v a deux sous-ensembles de A distincts,
différents de I'ensemble vide et de A, ayant des sommes des éléments égales. En
enlevant les éléments communs a ces deux sous-ensembles, on obtient deux sous-
ensembles de A disjoints ayant des sommes d’éléments égales. L'Alsace peut ainsi
compter sur la protection de la déesse Iremia pour 1999 grace a I'excellente réponse
d’Emile le Sage.

Commentaires :

1) Cet exercice n’a pas été traité par tous les candidats.

2) Les bonnes solutions furent rares.

3) Nombre de candidats ont pris dix entiers choisis par leurs soins et ont raisonné
sur un exemple, de maniere erronée qui plus est.

4) Beaucoup d’éleves ont considéré que lorsquon prend deux sous-ensembles dis-
joints dans un ensemble a 10 éléments, ils doivent forcément étre complémentaires.
5) L’emploi de la formule du binome de Newton pour déterminer le nombre de sous-
ensembles d'une ensemble (dont le résultat n’est plus au programme de terminale)
ne semble pas immédiat pour les candidats.

6) Heureusement que le Sage veillait. ..
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Rappel a propos de cette rubrique de problémes.— Nous cherchons autant
que possible & soumettre a nos lecteurs des problemes originaux, ou en tout cas
méconnus. Comme en général peu de mathématiciens ont réfléchi a ces énoncés, du
moins sous la forme ot ils sont ici proposés, il est hasardeux de prétendre évaluer
leur niveau de difficulté. Certains problemes peuvent donc s’avérer difficiles. Qu'’il
soit entendu que ni les auteurs des problemes, ni 'animateur de la rubrique ne sont
tenus d’apporter des solutions completes. L'objectif n'est pas celui-1a, il est bien
plutot de susciter l'intérét des lecteurs, qui sont par ailleurs invités & soumettre
leurs propres énoncés pour cette rubrique.

Dominique Dumont

PROBLEME 52
Enoncé (proposé par Morley et Petersen) :

Soient trois droites Dy,Ds, D3 dans l'espace, supposées non paralleles & un méme
plan et deux a deux non sécantes. Soient Py, P». P3 les perpendiculaires com-
munes resp. de (Dq, D3), (D3, Dy), (D1, D3), puis Uy, Uy, Us les perpendiculaires
communes resp. de (D1, Py), (Da, Py), (D3, Ps3).

Montrer que les trois droites Uy, Uy, Uz rencontrent a angle droit une dixiéme
droite Z (qui est donc leur “commune perpendiculaire commune” quand on les
prend deux a deux).

Solution par Pierre Renfer.—

[Rappel de D. Dumont.— A toute droite on associe le retournement ayant pour
axe cette droite (la symétrie par rapport a cette droite). Rappelons que tout
déplacement dans l'espace peut s’écrire comme le composé de tels retournements.
Le cas général est celui d'un déplacement hélicoidal (ou wissage) d’axe D, qui
peut s’écrire comme le composé de deux retournements r; et ro, D étant alors la
perpendiculaire commune aux axes de ry et ry. Dans le cas particulier ou ces deux
axes sont concourants (resp. paralleles), leur composé est une rotation (resp. une
translation).]

Lemme 1.— Soient trois retournements ry, 19 et r3. Leur composér = ryorpors
est un retournement si et seulement si leurs trois axes sont paralleles ou ont une
perpendiculaire commune.

Supposons que r soit un retournement et posons f = rj ory = rorg. Si [ est
une translation, les axes des quatre retournements sont paralleles (et orthogonaux
au vecteur de translation), tandis que si f est un vissage, les axes des quatre
retournements ont une perpendiculaire commune, 'axe du vissage.
Réciproquement, si les axes de trois retournements ry., ro, r3 sont paralleles
ou ont une perpendiculaire commune, alors il existe un retournement r tel que
ryory =7ror;s.

© L'OUVERT 96 (1999)
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V=wvouowv™t. Alors

Lemme 2.— Soient u et v deux déplacements tels que u™
v est un retournement.

En effet, distinguons deux cas :

a) si u est un vissage d’axe D, sa transmuée v o uov™
v(D). Done v(D) = D. Une telle tranformation v est soit un vissage d’axe D
(éventuellement réduit a une translation). soit un retournement d’axe perpendic-
ulaire a D. Mais si ¢’est un vissage. on a vouov ! = u. Maisvouov™! =y,
done v est un retournement.

b) si u est une translation de vecteur @ non nul, alors sa transmuée vowo v~
une translation de vecteur ¢(d) (ou v désigne ici 'application linéaire associée a
v.) Done ©(d) = —d, par suite v est un retournement.

Démonstration du théoréme de Morley et Petersen.—

On note par la minuscule correspondante d le retournement ayant pour axe la
droite D.

Pour chaque i = 1,2, 3, comme D; et U; sont perpendiculaires, d; et u; commutent.
D’apres le lemme 1, D3, Dy et U; ayant une perpendiculaire commune Pp, le
composé ds o ds o uy est un retournement, done (et de méme pour les suivants) :

1 est un vissage d’axe

L est

dsodyou; =uyodsods
daodyouy = usody ody

diodoous =uzodsod

Posons u = d3 o ds o dy et v = ug o up o uy. Par suite, on a :

vouov P =usousou;odyodsody ouy ousous

=uzousouyodgodsouyod; ouy oug

=uUzousouLouy odoodyod; 0ug o ug

=uzouUgodyodzod; ouyoug

=ugousodsouy ody odyouy

=u30dyouyotp ody odyous

= Uz O ([2 o (,ll 0 (),’3 O Us

=1 0dyougodsous

= d] o (l-z o (lg C U3 00Uz

= ([1 O ([2 o] (13

=u
Dapres le lemme 2. v est un retournement. D’apres le lemme 1. les axes Uy, Us. Uy
sont paralleles ou ont une perpendiculaire commune. Le cas de leur parallélisme
est exclu, car Dy, Dy et Dy seraient alors paralleles a un méme plan (orthogonal
aux U;). ce qui est exclu par 'énoncé.
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PROBLEME 53
Enoncé (proposé par D. Dumont) :

Sur un paquet de 2n cartes, on itere des 2—mélanges réguliers (pour la définition
dun 2—mélange, voir les articles sur les tours de cartes dans les numéros 90 et 93
de I'Ouvert).

?) Montrer qu'apres 2n itérations, on revient au paquet initial.
2°%) Mountrer qu’il existe une infinité de valeurs de n pour lesquelles on ne revient
pas au paquet initial avant (stn(‘tomont) les 2n itérations.

Indication : Pour la premiére question, on pourra d’abord montrer le résultat
général suivant : si f est une fonction affine de Z/mZ dans Z/mZ de la forme
f(x) = az +b. ol a est un élément inversible dans 'anneau Z/mZ et b un élément
quelconque, alors f est une permutation d’ordre au plus égal a m.

Pour la deuxiéme question, on examinera le cas ott n = 3*.

PROBLEME 54

Enoncé (proposé par D. Dumont) :

°) Montrer que si x, y et z sont des entiers impairs, la somme de leurs carrés

2 2 . R i
2% + 1% + 22 est un entier congru 4 3 modulo 8.
2°) Soit n un entier congru a 3 modulo 8. Montrer, si possible par une bijection, que
le nombre de triplets ordonnés (x,y. z) d’entiers impairs positifs qui sont solutions
de I'équation

(1) 4+t + 22 =n

est égal au nombre de triplets ordonnés (z,y, z) d’entiers impairs positifs qui sont
solutions de I'équation

(2) Ty +yz + 2z =n.
Ezemple. — n = 35. L’équation (1) possede six solutions : (1,3,5), (1,5,3). (3,1.5),
(3.5,1). (5, 1,3) et (5.3.1); I'équation (2) possede également six sohmons (1.5.5),

(5.1.5). (5.5.1). (1.1.17). (1. 17.1) et (17.1.1).

Indication : Montrer que le nombre de triplets d’entiers impairs positifs (z,y, z)
satisfaisant 'une ou l'autre des deux équations est aussi le nombre de triplets
d’entiers (a.b,c) solutions de 1'un ou l'autre des deux systemes d’équation-
inéquations suivants :

o b? — dac = —n, avec a, b, ¢ impairs positifs tels que b < 2a et b < 2¢.

e V> —ac = —n, avec a ou ¢ impair (ou est ici inclusif), b tel que |2b] < a < c et,
dans le cas ot I'une au moins de ces deux inégalités est une égalité, b > 0.

Continuation de [’ au’mple - n = 35. Le premier systeme a six solutions (a,b, ¢)
quisont : (1,1,9), (3,1.3), 1), (3.5,5), (5,5.3) et (9.17.9); le second systeme
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a également six solutions (a, b, ¢) qui sont : (1,0,35), (5.0,7), (3.1,12). (3. —1,12),
(4.1,9) et (4. —1.9).

PROBLEME 55
Enoncé (proposé par J. Lefort) :

Résoudre 1'équation fonctionnelle

fix)= flx+1)

dans U'ensemble le plus vaste possible.

Suggestions de P. Renfer et J. Lefort : a) Une solution f est-elle nécessairement
de classe C>7 Comparer ses dérivées successives aux points 0 et 1.

b) Construire une suite de fonctions f,, o f, est définie sur [n,n + 1] par la
récurrence f,(x) = f!_,(x + 1). Puis recoller ces fonctions.

c) Rechercher des solutions particulieres de la forme e**sin(3z), ol « et 3 sont
des constantes a déterminer ou a approcher.

PROBLEME 56
Enoncé (proposé par M. Emery) :

19) Soient a. b, r des réels tels que a < bet 0 < b—a < 2r. Soit u une fonction réelle
continue sur [a. b], telle que u(a) = u(b). et satisfaisant la propriété suivante :
pour tout z intérieur a [a, b, il existe ¢ et d tels que a < ¢ < z < d < b et tels que
les trois points du graphe de u d’abscisses ¢, z et d se trouvent sur un meme arc
de demi-cercle supérieur de rayon r, ¢’est-a-dire donné par une équation de type
y=p+\/r?—(r—q)?

Montrer que le graphe de u est lui-méme un arc de cercle de rayon r.

Remarque. — On peut, dans un premier temps, chercher une démonstration en
imposant des hypotheses plus fortes a la fonction u (par exemple des conditions
de différentiabilité).

2°) Soient J un intervalle ouvert, r un réel > 0 et u une fonction continue sur
I'adhérence de .J. On suppose que pour tout z de .J il existe ¢ et d dans J tels
que ¢ < z < d et tels que les trois points du graphe de u d’abscisses ¢, z et d se
trouvent sur un meme arc de demi-cercle supérieur de rayon 7.

Montrer que J est borné, de longueur au plus 2r, et que le graphe de u est un arc
de cercle de rayon r.

PROBLEME 57
Enoncé (proposé par D. Dumont) :

Démontrer 'identité suivante entre séries formelles (ou entre séries entieres dont
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on aura calculé le rayon de convergence) :

. 22;ﬁ1:2 ‘33:173 3 1492, ‘33:1,'2 44.,’1?3 I—z x? 22.1:3
S e ADRICEE S (S 20

PROBLEME 58
Enoncé (proposé par D. Dumont) :

Démontrer I'identité suivante (on peut soit lui donner un sens formel en développant

chaque fraction rationnelle selon les puissances croissantes de x, soit supposer que
x| < 1) :

( x 33 55 2 1322 234 336 4318
-+ - ) = ~ - -
1—22 1—26 1-—210 + 1—at  1-—28 - 1 —xl2 * 1 — gl
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