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% Lycée Louis Couffignal

IREM de Strasbourg!
« Quelle spirale, gque [étre de homme. Dans
1. Introduction

cette spirale, que de dynamismes qui s'inversent. On
ne satt plus tout de sutte si l'on court an centre on 5i l'on
s'en évade. »

BACHELARD, Poétique de I'espace.

Les spirales ? Elles sont présentes partout. Dans le
monde animal ou végétal, admirez la forme superbe
d’'un nautile ou d’une coquille d’escargot. Admirez
¢galement la fleur de la marguerite. Celle-ci est
composée d’une centaine de fleurons élémentaires
jaunes, disposés en son cceur selon une double gerbe
de spirales droites ou gauches. Vous en trouverez
¢galement dans les tableaux de Léonard de Vinci, de
Direr et autres artistes peintres, en architecture, en
ferronnerie, en mécanique... Sur une pellicule photo,
un banal escalier hélicoidal devient une spirale. En
astronomie, nul ne peut ignorer les galaxies en

forme de spirale. LEONARD DE VINCI : L' ANNONCIATION
Cette tigure est présente dans toutes les cultures.

Elle est chargée de signification symbolique. C’est un motif ouvert et optimiste. Elle
représente les rythmes répétés de la vie, le
caractere cyclique de Pévolution.

Paradoxalement pourtant, dans la langue
francaise, on ne parle d’elles que pour évoquer un
échec, une crise... la spirale du chémage, la
spirale de la violence. ..

Paradoxalement encore, si ces courbes sont si
présentes dans notre environnement, elles sont

! Ce texte est un résumé de la conférence donnée le 28 mars 1998 4 la régionale d’Alsace de PAPMEP.
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presque completement oubliées dans I'enseignement des mathématiques. Pourquoi ?
Difficile de répondre de maniére précise a cette question. Certains disent qu’elles
sont trop difficiles a tracer. C’est évidemment une fausse raison. D’ailleurs a ’ére
des calculatrices graphiques et autres traceurs de coutbes cette raison ne peut pas
expliquer leur absence.

Dans Phistoire des mathématiques, ces figures sont intervenues comme solutions
de problémes fondamentaux et extrémement variés. Et trés souvent, elles apparais-
sent la ot on ne les attendait pas !

Au cours de I'article ci-dessous, je souhaiterais d’une patt présenter quelques spi-
rales en les remettant dans leur contexte historique et d’autre part, montter ce que
étude de ces courbes peut apporter a un enseignant de mathématiques.

2. La spirale de Théodore de Cyréne.

1. De Pincommensurabilité de la diagonale du carré 2 la spirale de Théodore.

Dans Pouvrage de Platon qui porte son nom, Théététe affirme que son maitre, Théo-

THEODORE DE CYRENE (finV¢ — débutI Ve siécle avant J.C.)

Mathématicien grec, qui enseignait a Cyrene. D’aprés Diogeéne Laérce, Théodore de
Cyrene aurait connu et méme instruit Platon, lors de son passage a Cyrene. Platon fait
d’alleurs de lui un des personnages de la trilogie du Théétete , en le présentant a la fois
comme ami de Socrate et comme ami de Protagoras (un disciple de Pythagore). Dans le
catalogue d’Eudéme conservé par Proclus, Théodore est cité aprés Hippoctate de Chios.
Il figure également dans la liste de Jamblique comme pythagoricien. C’est, en tout cas, de
la grande découverte pythagoricienne de Iincommensurabilité de la diagonale et du coté
du carré (racine carrée de 2) qu'il est parti pour étudier ce que nous appelons actuellement
Pirrationalité des racines carrées des nombres de 3 4 17, sans doute par des procédés
géométriques comme nous pouvons le lire dans le «Théététe » de Platon :

THEETETE. - Théodore [«-] avaif fait, devant nous, les constructions relatives a quelgues-unes des
putssances, moniré que celles de trois pieds et de cing pieds ne sont point, considérées selon leur longuenr,
commensurables a celle d'un pied, et continué ainsi a les étudier, une par une, jusqu’a celle de dixc-sept
preds : il sétait, je ne sais pourguoi, arrété la. [Platon : Théététe 147d]

dore, a étudié I'irrationalité des nombres \/5 ,\/3 \/E ... jusqu’a \/17 et quiil a cons-
truit ces nombres devant lui (voir encadré). Comment ? Pourquoi Théodore s’est-il

arrété a\J17 ?

Nous ignorons les réponses a ces questions. Depuis plus de 2 millénaires, les
mathématiciens et les historiens se posent ces questions et, encore de nos jours, les
spéculations continuent.

Une réponse, pleine d’imagination, a été donnée, il y a environ 70 ans pat un
mathématicien allemand, J.H. Anderhub. Celui-ci imagina que Théodore construisit
\/-é ,\/5 \/g ...a Paide d’une suite de triangles rectangles dont 'un des cotés de
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Pangle droit mesure une unité et Pautre c6té de angle droit est Phypoténuse du
triangle rectangle précédent, le premier triangle étant rectangle et isocele (voir figure 1)

Il est aisé de démontrer a Paide du théoréme de Pythagore que les hypoténuses
des triangles ainsi construits mesurent \/5 ,\/3 \/5

J-H. Anderhub observa que \/ﬁ est 'hypoténuse du dernier triangle rectangle
avant que la figure ne se superpose a elle-méme. En poursuivant la construction,
nous obtenons une spirale que J.H. Anderhub dénomma ,die Quadratwurzel-
schnecke® C’est-a-dire « escargot de la racine-carrée » pour rappeler que hypo-
ténuse du n-icme triangle est\/z + 1 . En ’honneur de 'Théodore de Cyrene, elle est
aussi appelée « la spirale de Théodore » 1l se pourrait ainsi que cette spirale, tout en
¢tant une découverte récente, soit la plus ancienne des spirales.

Aq

2. Construction de la A3

spirale de Théodore.

La spirale de Théodore
est une spirale discrete.

Pour la tracer, nous
construisons un triangle
rectangle et  isocele
(OA1AY) puis, par
récurrence, les points As,
Ay, As,... tels que :

— les angles ()A@M

FIGURE |

sont droits :

OATA2= OAA; = OMAL= ... = 1 droit

— les cotés [AnAn+1] ont tous méme longueur : OA; = AjA> = AvAs = ...
En prenant comme unité de mesure la longueur commune des cotés [AnAnii], il
est facile de montrer, a aide du théoréme de Pythagore, que la longueur du segment

[OA,] estfn:
OA1 =41 ,0A2 =12 ,0A: =3 , 0A, =4 OAs =15 , ...

3. Pour les enseignants : quelques sujets de réflexion.

La construction de la spirale de Théodore est, sans aucun doute possible, a la
portée d’un éleve de college. Mais, en faisant preuve d’un peu d’imagination, elle
peut susciter des questions dont le niveau peut dépasser le niveau d’une classe pré-
paratoire. En voici quelques exemples sous forme d’exercices.
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Exercice 1

- ~ s yr > > N4 :
Dans le repere orthonormé direct R = (O ;15 jou 1 = ()—X}, on appelle z,
. : . Zn
Paffixe du point A, . Montrer que z,+1 =17
Zn

Retrouver le résultat ci-dessus c’est a dire :

= \fn.

Montrer qu'un argument de z, est, pour
k=n—1

1
>2: arg(z,) = E Atan —=.
n arg(z, An\/—é
=1

Zn

Exercice 2

A Taide du logiciel Mapple , construire n
points de la spirale de Théodore. FIGURE 2

Exercice 3 : Prolongement par « continuité »

La spirale de Théodore est une spirale discréte. Le but de cet exercice est de la
transformer en une spirale continue en s’imposant bien évidemment certaines con-
traintes.

Une premiere idée, trés simple,
consiste a relier les points A, par un
segment de droite.

Malheureusement, dans ce cas,
nous ne pouvons pas généraliser la
propriété qui a donné naissance a
cette spirale. Iin effet, on voudrait
que si le point M est sur la courbe,
alors le point M’ tel que MM’ = 1 et
FIGURE 3 le triangle OMM’ est rectangle soit

également sur la courbe. En langage
des nombres complexes, cette
propriété se traduit par : la courbe est invariante par la transformation
r:z—»zx(1+ﬁ).
Z

D’ot Pidée suivante : on relie les points Ay et A» par une courbe (C) quelconque

et on applique la transformation [ a4 chaque point de cette courbe (C). La figure 2 et
la figure 3 montrent le résultat lorsque (C) est un segment de droite ou un demi-cet-
cle.
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[icrire un programme permettant 2 des logiciels de calcul formel comme Mapie,
Derive ... de tracer les courbes correspondantes et tracer la courbe obtenue lorsque
(C) est un segment de parabole. (Une solution est proposée en figure 3)

Les spirales ainsi obtenues ne sont pas assez « régulieres » (comment définir cor-
rectement ce terme ¢ ). D’ou la deuxieme question : trouver 'équation d’une courbe
(S) « bien réguliere » qui passe par tous les points Aget telle que si le point M est sur
(8) alors le point I'(M) y est également. (Une réponse se trouve en figure 4)

Exercice 4 : Nombre de tours ...

Au dix-septiéme point, la spirale a presque fait un tour complet.

Montrer que le nombre de spires réalisées lorsque n = 18 est égal a la partie en-
tiere de :

- AtanL.
m C

=1

Calculer, par exemple, le nombre de tour
lorsque n = 107,

4. Pour le plaisir : généralisons !

Pour construire la spirale de Théodore, nous
avons pris une succession de triangles rectangles
dont 'un des ¢6tés mesure 1 unité .

(En langage des nombres complexes, ceci correspond 2 la transformation

FIGURE L

7>z +i=)
||
Généralisons en prenant, non plus un
angle droit, mais un angle quelconque et le
coté  AgAns1 quelconque  (Soit  une
transformation de la forme

Z <
z > z + b — oub est un nombre
2]
complexe quelconque). Généralisons encore
d’avantage par la transformation

4 FIGURE 5
7z — az + b — ou a et b sont deux

]

nombres complexes quelconques. Le lecteur inspiré pourra encore généraliser en
prenant par exemple a et b dépendant de n. Les résultats sont parfois specraculaires.

La figure 4 et la figure 5 ont été obtenues en prenant :

n
a=exp(iy), b = exp(~1 ?}) (nombre de points : 300 ) et
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1
a=1,b= 5exp( g) (nombre de points : 500).

3. La spirale d’Archimede.

Il est fort probable que c’est en cherchant les solutions des problemes de la tri-
section de Pangle et/ou de la quadrature du cercle qu’Archimede cut I'idée
d’introduire la spirale qui porte désormais son nom.

Celle-ci mériterait a elle seule un long exposé. Aussi, me contenterais-je de ne
donner que quelques résultats concernant la spirale d’Archimede?

1. Définition.

Dans le « Traité des spirales », Archimede nous donne la définition sutvante :

« Lorsgn'une |[demi] droite tourne uniformeément dans un plan pendant que I'une de ses exctré-
miutés reste fixe et qu'elle revient a sa position initiale, et si sur cette droite en rotation un point se
deplace uniformément a partir du point fixe, le point décrira dans le plan une spirale. »

Il est tout a fait remarquable que si la

définition que nous donne Archimeéde FIGURE &
est  purement  mécanique,  ses
démonstrations quant a elles sont
purement géométriques !
Archimede  a-t-il  utilisé  la M

mécanique  pour découvrir  les O
résultats concernant la tangente et
d’autres propriétés de la spirale? La
réponse nous est inconnue. Toute-
fois, replacant le trait¢ de la spirale
dans Pensemble de son ccuvre, cela est
fort
pos-
Y sible.

FIGURE 7

2. La spirale d’Archimede et le
probléme de la trisection de ’angle.

Fin fait, cette spirale permet de partager un

A x angle en n angles égaux.

? Le lecteur intéressé pourra consulter Peeuvre d’Archimede : Editions « Les Belles Lettres » — texte établi et
traduit par Charles Mugler - Tome 11

Les enseignants quant 2 eux pourront consulter la brochure de VIREM de Strasbourg — « Activités glomeétrigues
ponr b collige el le lyée préventées dans une perspective historigue » — janvier 1996
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En effet, pour partager I'angle xOy en n angles égaux, il suffit de :
— Faire coincider le sommet de Pangle avec Porigine de la spirale. (Sur la figure 7,

n’a été tracé que larc de spirale AB ouA (resp. B) est I'ntersection de Ox (resp.
Oy) avec la spirale).

— Le cercle de centre O et de rayon OA coupe la demi-droite [Oy) en C. On

partage le segment [CB] en n segments de méme longueur

(sur la figure, n = 3) : CD = DE = EB.

— Les cercles de centre O et de rayons OD et OE
coupent la spirale en F et G.

~  On démontre que : xXOF =FOG = GOy

(La démonstration est laissée au lecteur)

X

3. Tangente a la spirale d’Archimeéde et
quadrature du cercle.

Poursuivant la lecture du traité des spirales, nous trouvons la
proposition sutvante:

« Eit sz une drotte est tangente a la spirale en son extrémité atteinte en
dernier lien, el gu’on éléve, sur la droite ayant lourné el repris sa posilion
tnitzale, la perpendiculaire a lextrémilé restée fixe jusqu’a sa rencontre avec la
langente, je dis que le segment de drvite ainsi mené est égal a la circonférence du
cercle. »

Sur la figure ci-contre, cette proposition se traduit par : soit T le
point d'intersection de la tangente a la spirale en A et de la
perpendiculaire 2 (OA) en O ; alors la longueur OT est égale a la
circonférence du cercle de centre O et de rayon OA

Ainst la construction d’une tangente a la spirale est un probleme FIGURE 8
¢quivalent au probléme de la rectification (donc de la quadrature) T
du cercle.

La démonstration que nous donne Archimede de ce théoréme offre un bel
exemple de la méthode géométrique des Anciens. Elle présente certes des longueurs,
mais cclles-ci sont nécessaires. Elle est remarquable par sa rigueur et se trouve déga-
o¢e de tout usage de considération d’infini.

Au début du XVII¢ siecle, G. P. de Roberval utilise la composition des vitesses
pour aboutir au méme résulrat.
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R S Ie calcul suivant illustre sa méthode avec des
notations contemporaines et la notion de vecteur qui est
plus récente.

Supposons, pour fixer les idées, que la demi-droite
Ox tourne autour de O a la vitesse constante de 1 tour
par seconde. Le mouvement du point A résulte d’un

mouvement linéaire représenté par le vecteur AT et de

la rotation de Ox représentée par le vecteur AR (voir la
figure 8 et la figure 9). I.a direction du mouvement du
point A, qui est la tangente a la spirale en ce pomnt, est
donnée par le vecteur A3 =AC +AR .

Les triangles rectangles (ACS) et (AOT) sont semblables, d’ou :

FIGURE O

G oaxSR orion
CA ~ OAX{E =2mx0A

Nous retrouvons ainsi le résultat démontré par Archimede il v a plus de deux
mille ans.

OT =0A x

4. Aire d’un segment de spirale.

Apres avoir étudié la tangente a la spirale, Archimede $'intéresse a Paire d’un
segment de spirale. Il énonce la proposition suivante

« Je dis, des lors, que l'aire comprise entre la spirale et la droite
revenie d sa position iniliale est égale au tiers du cercle décrit autour du
point fixe comme centre avec un rayon égal au segment de droite
parcouru par le point pendant une révolution de la drotte. » A

(Sur la figure 10, cette proposition se traduit par : Paire de
la surface hachurée est le tiers de laire du disque de centre
O et rayon OA)

FIGURE 10

Pour démontrer ce théoreme, Archimede partage le cercle en un certain nombre
de secteurs angulaires. 11 encadre alors Paire A a calculer par deux aires Z1 et 2, dont
la différence est aussi petite que on voudra. Puis par un double raisonnement par
Pabsurde, il en déduit le résultat.

L’exercice ci-dessous traduit la méthode d’Archiméde en udlisant les notations
contemporaines et, contrairement a Archimede, le recours 2 la notion d’infini.

Exercice 5 : calcul de P'aire d’un segment de spirale

Soit p un nombre entier quelconque, on partage le plan en p secteurs angulaires :
woOwi, wiOwo, ..., wp 20wy 1, wp 10wy (sur la figure 12, on a pris p = 9).
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Si 0 = n = p la demi-droite [Ow,, coupe la spirale en M;.
(pour les notations, voir la figure 12).
[ aire A a calculer est alors égale 4 la somme des aires des

p-1
segments de spirale (OMaMu+1)=-A, A=3A, .

n=0
O FiGUre H

Exprimer en fonction de P'angle 6 et du rayon r = OA = OB
Paire du secteur angulaire OAB (voir figure 11 pour les notations).

La réponsc est: 5 120

Exprimer en fonction de p et de n les angles otientés ([Own,|Own+1) et (JOx, [Owy).
En déduire la longueur OM,, et Paire des secteurs (OMuRo+1) et (OPoMy+1) .
Trouver un encadrement de 4 et en déduire :

W, p—1 p~1
CY &5 <4< YRR ou C désigne Taire du
/// n=0 n=0
// cercle de centre O et de rayon OA.
L1 , ' (p-Dp@p-1
/ !/ ZL/L ) Démontrer que nz—:r,ﬂb = 3
‘ \ P( ' > [= ‘n déduire Pencadrement suivant de A :
w/i/\\ (’(l-~'?“—-+—-]—-z)<A<(‘G+~2—-+-l-z)
NN 3 2p 6p )3 2p Op
\\ Que se passe-t-il lorsque p tend vers «plus

_____ ‘ Pinfini » ?
} FIGURE 12 En déduire le résultat annoncé par Archiméde.
Transcrit en algorithme moderne, Pobtention de ce résultat ne pose aucun pro-
bleme.
En effet, dans un repére orthonormé convenablement choisi, une équation de la spirale
OA

’)Tc'

L

d’Archimeéde en coordonnées polaires est : p = kB ot k =

L’aire de la premiére spire est égale a Iintégrale définie :

17 ok 8wk mOA?
:E{pAdG :-é-{eﬁe =510 = =5

o

A

Malheureusement cet algorithme nous fait oublier les raisonnements géométri-
ques qui sont les fondements du calcul intégral. Nous Pappliquons machinalement a
un grand nombre de courbes dont nous connaissons une équation sans nous préoc-

9
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cuper de la décomposition de Paire a calculer en tranches et de l'inscription et de la
circonscription de celles-ci. I1 n’en est pas de méme pour les Anciens pour lesquels
chaque probleme de quadrature est un probleme spécifique qui recoit une solution
particuliere.

5. Longueur d’un segment de spirale.

Au XVIIe siecle, a Paide de la méthode des indivisibles, les mathématiciens dé-
montrent que le probléme de la rectification d’un arc de la spirale d’Archimede est
¢quivalent a la rectification d’un arc de parabole (voir figure 13).

LL.a méthode des indivisibles étant contestée, Blaise Pascal démontre le résultat ci-
dessus a Paide de la méthode des Anciens: « [.../ ef sans marvéter, ni aux méthodes des
mouvements, ni a celles des indivisibles, mats en suivant celles des anciens afin que la chose piit étre
désormais ferme et sans dispute. Je lat donc Jait, et jat trouvé que M. de Roberval avait en raison,
et que la ligne parabolique et la spirale sont égales I'une a lautre; c'est ce que vous vervez. Ia de-
monstration est entiere ef exaclement accomplie, et vous pourra plaire d antant gu'elle est la seule de
cette espéce, aucune antre n'ayant encore paru d la mantére des anciens de la comparaison de deux
lignes de différente nature. Ainsi je puis dire avec certitude que la ligne parabolique est éoale a la
spirale et je m'assure que cette preuve arvétera toutes les contradictions. V'oila ce que vous aves; de-
rmande de mot : je souhaile gue cela vous agrée, et gue ce vous soit an moins une margue du désir
gue jai de vous satisfaire et de voius témoigner que je suis de tout mon caur, ele.

De Paris, ce 10 décembre 1658, » 3

La spirale (8) est donnée. M est un point
quelconque de (8) et I est le point de P'axe
des abscisses qui vérifie OM = OL Soit (P
une parabole, a 'angle formé par la demi-
droite |[OM et la tangente a la spirale en M,
B Pangle formé par P'axe des abscisses et la
tangente a la parabole en P. Lorsque la
parabole (P) est correctement choisie, les
angles o et B sont égaux et larc de spirale

OM 2 la méme longueur que Parc de

parabole op

FIGURE 13

(Par exemple si la spirale (8) a pout
¢quation polaire p = k6 | il faut prendre la parabole (P) qui a pour équation

cartésienne y = 5 x2 ).

19|~

S« Lettre de A DETTONVILLE [c’est-a-dire de Blaise PASCAL) g Monsieur A.D.D.S. » in Blaise PASCAL,

(Buvres Complétes, Bibliotheque de la Pléiade p. 314. La démonstration de PASCAL est jointe 4 la lettre.
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Exercice 6 : ‘Théodore et Archimede, deux spirales si proches
Montrer que lorsque n tend vers Pinfini, la spirale de Théodote est asymptote a
une spirale d’Archimeéde .

4. Les spirales de Albrecht Diirer

Dans son livre intitulé ,,Underweysung der messung / mit dem zirckel und
richtscheyt / in Linien ebnen und gantzen corporen / durch Albrecht Durer zu
samen getzogen / und zu nutz aller kuntstliebhabenden mit zu gehorigen figuren in
truck gebracht / im jar MDXXV:Y Albrecht Diirer nous montre comment cons-
truire quelques spirales. Les trois constructions ci-dessous sont extraites de ce livre.

1. Une ligne en escargot utile dans la réalisation d’une corne de bé-
lier pour les a chapiteaux.

« Je tracerai au compas wune ligne en forme d'escargot
[ éleve une ligne verticale dont

|- Jcomme suit.
Lexctrémité supé-
rieure par b. Je
ments  égaux.

rieure soif désignée par a, [extrémité infé-

devise celle-ci par trois points ¢, d, e en guatre seg-
Puss, je divise de par un point £ en deunx: seg- o
Je mets ensuite a droite de la ligne un g, un h a
prends un compas, dont je place une des pointes sur
Lautre sur le point a et je décris vers'h un demi-cercle Jusqu’an point b
sttué en bas. Je prends de nouvean le compas, je pose une pointe  sur e
point £, Lantre sur le point ¢ et je décris vers g un demi- b cercle allant jusqu’an point b.
Je reprends le compas, pose une pointe sur le point d et décris de lautre un demi-cercle situé vers h
allant du point ¢ vers le point c. Je pose ensuite une pointe du compas sur le point £ lantre sur le
point d et je décris du c61é g le demi-cercle s'arrétant au point €. Je pose enfin le compas sur la ligne
ab, une de ses pointes an milien de df et lautre sur le point d, et je décris du cote h le demi-cercle
sarrétant an point {. Cette ligne est ainsi achevée et servira dans de multiples onvrages. Entre an-
tres, elle sera utile dans la réalisation d’une corne de bélier pour les chapiteanx. Pour micus: me
Jaire comprendre, jai ajouté, ci-dessous, d main garuche de la ligne en escargot, deusc lignes droites
horizontales issues de ses points a ef c.»

ments égaux.
Qauche®, puis je
le point d et

! Instruction pour la mesure / a la régle et au compas / des lignes, plans et corps solides / réunies par
Albrecht Direr / et imprimées avec les figures correspondantes / a P'usage de tous les amateurs d’art / en
Pan MDXXV.

Une traduction de ce livre est paru en 1995 aux Editions du Seuil sous le titre « Albrecht Direr: Géométric »
Traduction de Jeanne Peiffer.

* Dans le livre d’A. Diirer, la figure gravée est inversée par rapport au texte.

11
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2. Construction d’une autre ligne en escargot ot ’on ne peut
s’empécher de penser a Archimeéde.

« Je me propose de construire au compas une ligne en escargot, mais par une autre voie. I'ix:

d'abord un centre a, puis décris un cercle que tu diviseras

comme ci-devant par 12 points en 12 parties égales.

Mene des lignes droites de chacun de ces points vers
le centre a. Ajoutes-y des nombres en commengant

a compter en haut, poses-y le 12, puis parcours
tous les points en les marquant par 1, 2, 3,
ete., jusqu’an 12. Divise ensuite la ligne al2

par 35 points en 36 parties égales et com- . .

mence d les compter en haut, an point 12,
puis en descendant 1, 2, 3, ete. Prends alors
R compas, pose une de ses ‘ /)az'm‘ey sur le centre
a et Lantre, sur la ligne 12a, sur le point 1.

Déeris de la un arc de cercle allant jusqu’an rayon

Ta. Garde une des pointes du compas immaobile sur le _ v .

centre a, déplace ['autre pointe sur le rayon 12a jusqn’an ' . FIGURE 1L
denxzeme point, 2, et décris avec elle un arc de cercle situé entre

les deusc rayons 1a et 2a. Déplace ainsi cette pointe du compas sur le rayon al2 de degré en degré et
décris de fagon ordonnée des arcs de cercle situés entre tous les rayons, et ce jusqu'd ce que tu ates fait
le tour trois fois. Par les déplacements successifs d’une des pointes, louverture du compas sera de
plus en plus faible jusqu'a ce gue cette pointe coincide pratiguement avec le centre a. Toute cette
construction ayant été effectuce au compas, tu pourras tracer la ligne en escargot en joignant un point
d Lautre. Commence avec le point 12 de la circonférence et fais le tour trois fois jusqu’d ce que tu

AIVEVeS du Centre d...»

3. Construction d’une spirale sans début ni fin.

« On peut concevoir une ligne éternelle qui s'envoute contindiment antour d'un centre et qui décrit

FIGURE 15

anssi d Lantre extrépité des vévolutions de plus en plus
amples, sans jamais s'arréter. On ne peut réaliser cette
ligne a la main, a cause de ses infinies grandenr et
petitesse. Car comme son début et sa fin n'existent pas,
is  sont  introwvables et concevables  mentalement
senlement. Mais je veux la représenter ci-dessous, tant
gu'tl est possible, avec un début et une fin. Je commence
avec un point a et je decris la ligne a laide d’arcs de
cercle comme si elle s’enroulait autour d'un centre, ef d
chague révolution jote une moitié de l'amplenr de la
ligne. e procéde de méme avec la ligne partant de a et

allant vers [exctérienr. 1 chaque révolution, j'ajoute une moitié de l'amplenr. Ainsi cette ligne, plus
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elle s'enronle, plus elle se resserre, et plus elle se déroule, plus elle se desserve, sans jamais s'arvéter,

ni en son cenire, ni en son contour, comme jen ai donné, afin de me faire comprendre, une repre-
sentation ..» (Durer, opus cité)

Les enseignants qui sont 2 la recherche d’exercices portant sur les suites (no-
tamment les suites adjacentes, les suites et les séries géométriques) sauront trer le
plus grand profit de cette construction d’Albrecht Durer.

Voici, par exemple, un exercice que I'on pourrait proposer a des éleves de pre-
miere :

Sur une droite orienté (d), on prend
un point Ag et on trace le demi-cer-
cle Co de centre Ao et de rayon 1
un?té qui coupe (d)en Avet Ay
puis le demi-cercle Cy de centre
Ay et de rayon 2 unités qui coupe
(d) en Az et Az puis le demi-cercle
Cz de centre Az et de rayon 4 unités
qui coupe (d) en Az et Ag puis le. ..

1. On appelle A, le centre et L, la
longueur du n-ieme demi-cercle Cn.
Calculer, en foncton de n, la somme
Sn = lotli+...+l, et Pabscisse a, de A, dans le repeére( Ao, AN ) -

2. Soit a présent I'1 le demi-cercle d’extrémités Ay et Ao (on appelle By son centre),
['> le demi-cercle d’extrémités Ao et By (on appelle B2 son centre), I's le demi-
cercle d’extrémités By et Ba (on appelle Bs son centre), ctc.

On appelle B, le centre et Ay la longueur du n-ieme demi-cercle ..
Calculer, en fonction de n, la somme Z,=A¢+A+...+A, et Pabscisse b, de By

dans le repere (Ao LAOA ) .

Calculer Im 2, et lim b, .

-+ o0 ni—»+0
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