JEU DE TAQUIN ET TABLEAUX DE YOUNG

Peter LITTELMANN

Quand on cherche le verbe taquiner dans le {Petit Larousse), on y trouve :
o taquiner un instrument — veux dire en jouer distraitement,
et, pour le Jeu de Taquin, on y trouve la définition suivante :

e Jeu de Taquin — Jeu de combinaison consistant a ranger par simple glissement des
plaques numérotées, étroitement juxtaposées.

Jeu de Taquin

1121314
516718
9110j11{12
13]14{15

Les Jeux de Taquin qu’on trouve dans les magasins n’ont presque jamais des plaques
numérotées, ils sont plutoét décorés avec 'image d’un animal ou d’un batiment. Sur un

carré on a place pour 16 plaques, mais pour avoir la possibilité de ranger les plaques par
simple glissement, on en enléve une.

Exemple.

1121374] [12] [1]2]3]4] 03 [1]2]3]4] r7] [L[2] [4] 2+ [A] [2]4
5[6]7]8 5]6]7]8 516]7]8 5/6]3]8 516]3]8
9 [1o[11]12 9 [10[11 9fto] i1 910/ 7]11 9[1o[ 711
13[14[15 13[14]15]12 13[14[15]12 13[14]15]12 13[14[15[12

De cette facon il est possible de (battre) les plaques numérotées. L’objectif du jeu est
de remettre les plaques en ordre, par simple glissement.

Pendant les années 70, Lascoux et Schiitzenberger ont défini un Jeu de Taquin pour les
tableaux gauches. Un tel tableau est un arrangement de cases, étroitement juxtaposées,
dont les cases sont remplies d’entiers strictement positifs. Les tableaux gauches tels que les
cases sont alignées sur la gauche sont appelés tableaux de Young, et I'objectif du Jeu de
Taquin de Lascoux et Schiitzenberger est de transformer un tableau gauche en un tableau
de Young, par simple glissement des (plaques) (suivant certaines regles).

Exemple. tableau gauche tableau de Young
[2l3 9|7 Jeu de Taquin 917
31618 —_—— |3]3(6|8
212[2]5] 2]12]2]2(5]|
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Ce (jeu) est devenu un outil trées important dans la théorie des représentations
complexes du groupe GL,(C), on en parlera un peu dans la derniére section. Nous ne
donnerons pas toutes les démonstrations concernant le Jeu de Taquin, pour les détails
nous recommandons article de A. Lascoux et M. P. Schiitzenberger [2].

Commengons avec la définition d’un tableau de Young.

1. Partitions, tableaux semi-standard et tableaux gauches pointés

Une partition p de longueur n est une suite de n nombres naturels, décroissante au sens
large : p = (p1,...,pn),0Up1 2 p2 2 ... 2 pn 2 0.

Exemples. Pour n = 3, les suites p = (7,3,0), ¢ = (4,4,1), et = = (0,0,0) sont des
partitions de longueur n. B B

Pour simplifier la notation, nous omettrons souvent les zéros dans les suites. Les
partitions ci-dessus s’écrivent donc : p = (7,3), ¢ = (4,4,1) et 7 = ().

Définition. Soit p = (p1,...,pn) une partition de longueur de n. Un diagramme de
Young D(p) de type p est un arrangement de cases, étroitement juxtaposées, les cases sont
alignées sur la gauche, et on a p; cases dans la premitre ligne, py cases dans la deuxiéme
ligne,..., et p,, cases dans la derniere ligne.

Exemple. Soit n = 4 et soit p = (6,5,3,1). Le diagramme de Young D(p) de type p
est formé de 15 = 6 + 5+ 3 + 1 cases. Les 6 premitres cases forment la premiere ligne (=
la ligne inférieure), la deuxieme ligne est formée de 5 cases, la troisieme ligne est formée
de 3 cases, et la derniére ligne (= ligne supérieure) est formée d’une seule case.

vy
4e ligne: 1 case
3e ligne: 3 cases
2e ligne: 5 cases
Ire ligne: 6 cases | <
Définition. Soit p = (p1,...,pn) une partition de longueur n. Un tableau de Young

de type p est un diagramme de type p, dont les cases sont remplies d’entiers pris dans
{1,2,3, . n}. On dit que le tableau est semi-standard si les cases sont remplies de sorte
que les nombres soient croissants au sens large dans les lignes (de gauche a droite) et
strictement croissants dans les colonnes (de bas en haut).

Exemple. Soit n = 7 et soit p = (p1,...,pr). Le tableau T ci-dessous est un tableau
de Young semi-standard de type p = (5,3,1,0,0,0,0) :

415

4[5 T = :
2[2[3]4]

2 [3]2]2]

4[5 T =
2[2[3]4]

T —

t\DCO'\]‘
I\DCO\]]
wwco|

Le tableau T” (aussi de type p) n’est pas semi-standard : la suite des entiers dans la premiére
ligne (2,2,3,2,2), n’est pas une suite croissante au sens large. Le tableau T” n’est pas un
tableau semi-standard parce que la suite des entiers dans la premiére colonne (2, 3, 3), n’est
pas une suite strictement croissante.
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Soient p = (p1,...,Pn) € ¢ = (q1,...,¢n) deux partitions de longueur n. Nous
définissons un ordre partiel sur 'ensemble des partitions de longueur n. On dit que

P=>q sl p124q1,p22G2,-.., €t Pn 2 qn.

Exemples.
) p=1(3,3,1) > ¢=(3,2,1) parce que py =q1 =3, pp =3 > g =2et pg=¢q3 = L.
i) p = (3,3,1) * q = (2,2,2) parce que p3 = 1 ¥ g3 = 2, et ¢ ¥ p parce que
n=2Zp =3
i) p=(4,2,2) >2g=(2) parcequepr =4>q1 =2, pp=2>q =0et p3=22>q3 =0.
Soient p, ¢ deux partitions de longueur n telles que p > ¢. Nous considérons D(q) comme
le sous-diagramme de D(p) formé des premicres g;-cases dans la premiere ligne de D(p),
des premiéres go-cases dans la 2e ligne, .. ., et des premiéres ¢,-cases dans la derniere ligne.

Exemple. Pour (3,3,1) > (2,1) on peut voir D(2,1) comme un sous-diagramme de
D(3,3,1) :

D(3,3,1) = D(2,1) = et D(2,1) C D(3,3,1) :

Définition. Le diagramme gauche D(p/q) de type p/q est le diagramme qu’on obtient
a partir de D(p) en supprimant les cases de D(q) C D(p).

Exemples. Pour p = (3,3,1) > ¢ = (1) on obtient :

D(p) = , D(g) =[], D(g) c D(p) = et D(p/q) =

Pour p=(3,3,1) > ¢=(2,1)on a:

D(p) = ,D(g) = K D(q) C D(p) = et D(p/q) =

Et pour p = (3,3,1) > ¢ = (3,2) on obtient :

D(p) = . D(g) = + Dlg) € D) = et D(p/g) = ol

La définition d’un tableau gauche semi-standard est semblable & la définition d'un
tableau de Young semi-standard :

Définition. Soient p = (p1,...,ps) €t ¢ = (q1,...,gn) deux partitions de longueur n
telles que p > ¢. Un tableau gauche de type p/q est un diagramme gauche de type p/q,

3
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dont les cases sont remplies d’entiers de {1,2,3,...,n}. On dit que le tableau gauche est
semi-standard si les cases sont remplies de sorte que les nombres soient croissants au sens
large dans les lignes et strictement croissants dans les colonnes.

Exemple. Soient n = 12, p = (5,4,2) et ¢ = (3,1). Les tableaux gauches ci-dessous
sont des tableaux gauches semi-standard de type p/q:

[5]7 [3]3 [1]2 [2]11
41475 2272 1]1]2 179712
3[4] 1]1] 1[1] 2]8]

La notion de tableau gauche pointé que nous introduison maintenant n’est autre qu’un
tableau gauche avec un (trou) :

Définition. Soient p = (p1,...,pn) € ¢ = (q1,...,¢») deux partitions de longueur n
telles que p > ¢. Un tableau gauche pointé de type p/q est un diagramme gauche de type
p/q, dont toutes les cases sauf une sont remplies par “des entiers de {1,2,3,...,n}. On dit
que le tableau gauche pointé est semi-standard si les cases sont remplies de sorte que les
nombres soient croissants au sens large dans les lignes et strictement croissants dans les
colonnes.

Exemples. Les trois tableaux gauches pointés ci-dessous sont semi-standard. Le premier
est de type (5,5,4,4,1)/(3,1, 1), le deuxiéme est de type (3,3)/(1), le troisieme est de type
(3,2)/(). On a marqué la case vide d’'un (- ).

1

-3
-3

T3:

; 2[3[3]
2

o
P&'
o ] ~3f oo

Soit T un tableau gauche pointé de type p/q, enlevons la case vide. On dit que la case
vide est enlevable si 'arrangement de cases qui reste est un tableau gauche. Par exemple,
les cases vides de Ty et Ty sont enlevables :

(]3] e o [112]3 BIA] sk o B2

Par contre, on ne peut pas enlever la case vide de 77, ce qui reste n’est plus un tableau.

Définition. Soit T' un tableau gauche pointé de type p/q. La case vide est appelée case
vide extérieure si la case est enlevable et le tableau gauche qui reste est de type p’/q (la
partition ¢ ne change pas!), et la case vide est appelée case vide intérieure si la case est
enlevable et le tableau gauche qui reste est de type p/q’ (p ne change pas!)

Exemples. T est de type (3,3)/(1), la case vide de Ty est une case vide intérieure,
T, est de type (3,3)/(2). T5 est de type (4,3)/(1), la case vide de T3 est une case vide
extérieure, Ty est de type (4,2)/(1).
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2. Le Jeu de Taquin

L’objet du Jeu de Taquin pour tableaux gauches est de transformer (suivant certaines
reégles) un tableau gauche semi-standard T en un tableau de Young semi-standard 7”.

Commencons avec un tableau gauche pointé semi-standard T, ol la case vide a été
marqué d’un (- ) :

m

a
T: dl-
flglh

| |

Parce que T est semi-standard, on sait que les nombres dans les cases autour de la case
vide, satisfont les inégalités suivantes :

a < b < ¢

<

Seules les valeurs de b et e sont importantes pour le
d < - < e Jeu de Taquin. S’il n’y a pas de cases correspondantes,
; i on pose b = 0o respectivement e = oo
f < g < h
Exemples. Nous indiquons pour les 5 tableaux gauches semi-standard ci-dessous les

valeurs de b et e dans une matrice b e) a droite du tableau :

[2]2]3]5]6 5 [1]3]5]6 .
e U R H LI O
1[1]1]4]5]8] ' 1[1]1]4]

1l —CO -0 H-C )
12]3]4] S 111 - oo 11 -2
L’objet du jeu est de bouger (le trou) dans la direction nord-est, c’est-a-dire de trans-

former un tableau pointé de telle sorte que la case vide du nouveau tableau soit «plus
extérieure) que la case vide du tableau pointé du début.

o
(%3]

[y

Les regles du Jeu de Taquin.

e Sib=e =00, la case vide est déja une case extérieure.

e Si soit b # o0, soit e # o0, la case vide n’est pas une case extérieure. Dans ce cas, les
transformations suivantes sont permises : on peut échanger

i) Eet@ sib>e et i1) E]et[E] sib<e

l l l l
albjc alble a c alelc
dle|e —_— dleje dlele — dlble
figlh flglh flg|h flglh
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Les nouveaux tableaux ci-dessus sont des tableaux gauches pointés semi-standard. De
plus, par réitération, on voit qu’on peut transformer un tableau gauche pointé semi-
standard en un tableau gauche pointé semi-standard tel que la case vide soit une case
extérieure.

Exemples.
213719 319 19 219 -
11217 — 1117 — 11317 — 11317
6 216 216 216
case vide est une
b=2<e=6 b=3<e=T b=oo>e=9 case extérieure
216 216 216 216
151517 . 1151517 . 1151517 . 115157} -
314 31-14 3141 - 31417
112]2]3] 112]2]3] 1]2]2]3] 1[2]2]3]
case vide est une
b=5>e=3 b=5>e=4 b=7<e=o00 case extérieure

Le Jeu de Taquin pour tableaux gauches semi-standard.

On peut transformer un tableau gauche semi-standard T en un tableau de Young semi-

standard a I'aide du Jeu de Taquin :

e Si T est un tableau de Young semi-standard, rien est a faire.

e Supposons que T est du type p/q avec q¢ # (). On transforme T en un tableau gauche
semi-standard T3 de type p’/ c_]’— avec q < g, comme indiqué dans le schéma suivant :

a a Q a
b C d ajouter une b C d Jeu de Taquin ble d omettre la b C d
i id our transformer id
el flg|h] == el flg[h] 2" =" e|flg] | o= e|flg
- case vide intérieure extérieure -
117 k 117 K len case vide extérieure i{k|h tklh
l [ jtl Jil
T s T’ — T" — Ty

Ire €tape. On ajoute une case vide intérieure & T pour obtenir un tableau gauche pointé
semi-standard T”. (Par exemple, soit j tel que ¢; > ¢;j41, ou soit j = n si ¢, > 0, on
peut ajouter une case vide dans la j™° ligne et ¢;'*™ colonne.)

2e étape. On utilise le Jeu de Taquin pour transformer T” en un tableau gauche pointé
semi-standard 7" avec une case vide extérieure.

3e étape. Ty est le tableau gauche semi-standard issu de T en omettant la case vide
extérieure de T". Notons que T est de type p'/q" avec ¢/ < ¢. On écrit

T =T

pour indiquer que le tableau gauche semi-standard T; est issu du tableau gauche semi-
standard T en utilisant le Jeu de Taquin.



Jeu de Taquin

Par itération, on peut transformer de cette maniere tout tableau gauche semi-standard
T en un tableau de Young semi-standard 7'

Dans les exemples suivants, nous transformons des tableaux gauches semi-standard T
en tableaux de Young semi-standard 7. Nous écrivons 2, pour ajouter une case vide
intérieure, — pour omettre la case vide extérieure, et — pour une transformation utili-
sant le Jeu de Taquin.

Exemple. -
113_3_)13_1_)-3_{)3-0
L 1 111 111 11‘
Exemple. -
[33_3__)33.,1;33_‘],3'_9_;3
B T 1]- 113 ]3]
Exemple.
[1]3 [1]3 [1]3 (13 3], []3
21 2T LT S T A e L e
1] 8 O N 3 e 1Y A £
3 3] 3] (3] 3] E
EEIN e ) BN e ) BN iy o) [ECAN e 1) I 1) o QA )
_1_ _L 11 111 111 ll[

Remarque 1. A 'aide du Jeu de Taquin on pousse les cases vides intérieures dans la
direction nord-est, puis, on pousse, en méme temps, les plaques du tableau gauche T dans
la direction sud-ouest. Si donc P est une plaque de T dans la i®me ligne, j1°®™e colonne, on
retrouve la plaque dans 7' dans la i"°™ ligne, j"°™ colonne avec i’ < i et j' < j.

Exemple. En général, on a plusieurs possibilités de choisir la case vide intérieure
qu’on peut ajouter & un tableau gauche semi-standard. Dans 'exemple suivant, on peut
commencer avec la case dans la deuxieéme ligne, premiere colonne :

[1T2]3 11213 1273 2113 213
NPENRRPENNNEENNRPIENR NP
1] 1] 1] 1] 1]
213 3 3 3 213

NS PN N P EN N P EN IR N

1] 1 1[1 111 1]1]
3 213 3 3 3]

2Aoarel Ll Lkl Lrikrl e
1[1] 1[1]1] 1[1]1] 1[1[1] 1]1]1]

ou avec la case dans la premiere ligne, deuxiéme colonne :

[1]2]3 [1]2]3 (17273 (1T 13 [1]3
121 T1irl-L T 171-L 1221 -L 12
1] I 11 11 11
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3 3
—s 11212 ——|-12|2]|—

111 17111

3] 3]
2 2

2] — 2

1]1 111 1[1[1]

o—awoo]

Notons que le Jeu de Taquin produit le méme tableau de Young semi-standard T !

En effet, le tableau T obtenu est indépendant du choix de la facon d’ajouter les cases
vides intérieures :

Théoreéme 1. (Knuth, Lascoux-Schiitzenberger) Le tableau semi-standard T est unique-
ment déterminé par le tableau gauche semi-standard T .

Pour expliquer les méthodes utilisées dans la démonstration du théoreme, nous intro-
duisons I'algebre des mots dans lalphabet {1,2,...,n}.

3. Mots et tableaux gauches
Considérons 'alphabet A = {1,2,3,...,n — 1,n} formé par les entiers entre 1 et n.

Définition. Un mot m (de longueur r) dans 'alphabet A est une suite finie d’éléments
de A (de longueur r) : m = (wy,ws,. .., w,).

Exemple. Soit n = 7. L’alphabet A = {1,2,3,4,5,6,7} est 'ensemble des entiers
compris entre 1 et 7. La suite (5,2,6,7,4,5,6,1,2,4,5,1,2) est un mot de longueur 13.

L’ensemble des mots dans Palphabet A est muni d’une multiplication (associative)
naturelle : le produit de deux mots n’est que la concaténation des deux mots. Pour
w = (wy,ws, ..., w,) et v = (v1,vV9,...,v;) on pose w-v = (W1, Wa,...,Wr,V1,V2,...,0t).

Exemple. Conservons le méme alphabet A que dans 'exemple ci-dessus, et soient
w=(526,74,56) et v=_(124,512),alorsw-v=(526,74,56,1,2,4,5,1,2).

Un mot m = (wy,...,w,) est dit strictement croissant si wy < wy < ... < w,. Une
décomposition d’un mot m = myms - - - M, en mots strictement croissantsm; (3 =1,...,7)
est une décomposition de m comme produit de mots croissants.

Exemple. Une décomposition de m = (5,2,6,7,4,5,6,1,2,4,5,1,2) en mots stricte-
ment croissants est m = mymomamgms avec m; = (5), mg = (2,6,7), mg = (4,5, 6),
mg = (1,2,4,5) et ms = (1,2), alors m = (5)(2,6,7)(4,5,6)(1,2,4,5)(1,2).

Définition. Soit T un tableau gauche semi-standard. Le mot wr = myms - - - m, associé
au tableau T est le produit des mots strictement croissants m; donnés par les inscriptions
dans les colonnes de T, de droite a gauche :

2]
ylw|r
x|v|q|m
U [ e Ny
T: ; gk }Zl g —swr=(a...e)(f...)J.. m)n...1)(s...w)(x...2)
sinlklg|c
JIf|0b
[
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Exemple.

a
-3

— wr = (5)(267)(456)(1245)(12)

o
O] = O
(o]

2]5]

4. L’algeébre plaxique I

Soit W := Q(1,2,3,...,n — 1,n) lalgebre des mots, c’est-a-dire W est l’algebre
associative libre & coefficients rationnels sur Palphabet {1,2,...,n}. Un élément de W
n’est qu'une combinaison linéaire (formelle) de mots, a coefficients rationnels :

ax* (wy,wy,...,wr) +bx(vy,ve,...,0s) + ... +d*(uy,ue,...,u)
Exemple.
3 11 103
L3631+ = (27,4221 435 (1,2,3,2,1) + o * (4,4,4)

La structure multiplicative de W n’est autre que Uextension linéaire de la multiplication
de mots : . , o
(Zai * mi) . (ij * nj) = ZZ(aibj) * (mgn;)
=1 7=1 i=1 j=1
Exemple.

[2%(2,2,1) +4%(5,1)] - [3%(2,5)+8%(3,1,1)]
=6%(2,2,1,2,5) 4+ 16 (2,2,1,3,1,1) + 12% (5,1,2,5) + 32 % (5,1,3,1,1)

Pour 1 < a < b < ¢ < n considérons les relations suivantes, appelées relations de Knuth,
et soit I I'idéal bilatere dans W, engendré par les relations :

(a,a,b) = (a,b,a), (c,a,b) = (a,c,b), (b,a,c)=(b,c,a), (bya,b)=1(a,b,b).

Exemples. (1,1,2) = (1,2,1), (3,1,2) = (1,3,2), (2,1,3) = (2,3,1), (2,1,2) = (1,2,2).
Définition. Le quotient W/I de W par I est appelé algébre plazique.

Pour un mot m € W notons 7 la classe du mot dans W/I. De méme, pour un tableau
gauche semi-standard T soit wy le mot associé, et notons Wy la classe du mot dans W/I.

Exemple.

214
Tl :l —*le :(37452):(372’4)’ etpour T2: ; 3[

3 "”E—Tg = (3»254)’
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alors, on a Wy, = wr,. Notons que T est le tableau de Young semi-standard qu’on obtient
a partir de T en appliquant le Jeu de Taquin.

Nous définissons une relation ~ sur les tableaux gauches semi-standard de la fagon
suivante : Ty ~ Ty s’il est possible de trouver des tableaux gauches semi-standard
S() = Tl,Sl,...,St =Ty tels que T = S() = Sl = SQ = e = Sz = SiJr-l = S,'+2 =
:>St__1 1¢St ZTQ.

M. Schiitzenberger [7] complétant un premier mémoire de D. Knuth [1] (& qui nous
devons les précédentes regles dites de Knuth) a prouvé le théoreme suivant :

Théoréme 2.
1) Soient T1, Ty deux tableaux gauches semi-standard. On a

wr, =W, sietseulement si Th ~Th

2) Pour chague classe w € W/I il existe un tableau semi-standard unique tel que W = Wr.
3) L’ensemble des classes {wr | T semi-standard} associées aux tableaur de Young semi-
standard est une base de W/I (comme Q-espace vectoriel).

Remarque 2. Notons que 2) et 3) sont deux assertions équivalentes, et 2) implique le
Théoréme 1. Il n’est pas tres difficile de déduire 2) (et donc 3)) de 1). La démonstration de
1) est {élémentaire)), mais pas {simple). En fait, 1) est lié & la démonstration de la regle
de Littlewood-Richardson (voir sections 5 et 6), publiée en 1934 [3] sans démonstration.
G. Robinson a donné une démonstration incomplete ([4],[6]), la premiere démonstration
correcte a été donnée par Schiitzenberger [7] en 1976. On trouve également un bel exposé
de cette regle avec une démonstration dans le livre de Macdonald [5].

5. L’algébre plaxique 11

Soit P espace vectoriel rationnel libre
P = Q(T | T tableau de Young semi-standard de type p,p partition de longueur n)

sur I'ensemble des tableaux de Young semi-standard de type p, oll p parcourt les partitions
de longueur n. Donc les éléments de P sont des combinaisons linéaires (formelles)

a1T1 + aQTQ + ...+ aTTr

ol les a; sont des nombres rationnels et les T; sont des tableaux de Young semi-standard.
D’apres le Théoreme 2, nous savons que cet espace vectoriel est isomorphe a ’algebre
plaxique et donc muni d’une multiplication. On peut définir la multiplication directement
en utilisant le Jeu de Taquin :
Pour deux tableaux de Young semi-standard Ty et T» de type p = (p1,...,pr) €t
q=(q,...,q) (avec pr,qs > 0 et 7,5 < n) soit Ty * T le tableau gauche de type

(pl‘*‘Qly--';pr+Q1th--~7Qs)/(Q1a---7QI)7
o’

T fois

10
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dont les premieres r-lignes sont remplies comme les lignes correspondantes de 17, et les
autres s-lignes sont remplies comme les lignes correspondantes de 15 :

y

,Tl*TQZ

H@NI
<

7]
[k
J
i

|

8 | ||
<

Le mot wr, .7, associé & T} * Ty dans W n’est que wr, - wr,.

) X o~

<l

blal

Définition. Le produit 71 o T3 de deux tableaux de Young semi-standard est 1'unique
tableau de Young semi-standard T tel que T ~ T3 * T5.

D’aprés le Théoréme 2 nous savons que T est 'unique tableau de Young semi-standard
tel que wr«r, = wWp. Donc lapplication P — W/I, définie par T +— wr, est un
isomorphisme d’algebre entre (P, o) et 'algébre plaxique.

Exemples. Nous utilisons les mémes notations que précédement. Pour

B

T1:?2|,T2=onaT1*TQ= 3 et
1{2]
P‘ 5] 3] B 3] B 3]
2 a |2 J |- J |3 0 a J
— — — — 1213 — 2|3 — 1213
5 2 2 T]2] 2] [1]-]7]
1]2] 1]2] 1[2] 1]2]
3] 3] 3]
ENDIE —O—>23,alors, TioTy = 12(3}.
12] ] 1]2 1]2
4]
B 4] 315
Pour Ty = T 2l,T2-—35 onaTy«T,=[2]4]4]6 et, apres un petit
2446 ] 3
1]2]
calcul, on trouve
415
T10T2 = 23
1{2]4]6]

11
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D’abord P est une algebre non-commutative, par exemple,

2
o2~ [ & Ee[-[112.

Elle admet une sous-algebre commutative intéressante : pour une partition p de longueur
n notons s(p) la somme (dans P) de tous les tableaux de Young semi-standard de type p :

s(p) = Z T

T semi-standard, de type p

Les sommes s(p) ont une interprétation dans la théorie des représentations du groupe
GL,(C), nous parlerons de cet aspect dans la prochaine section.

Proposition.
1) Soient p,q deux partitions de longueur n. Il existe des partitions ry,...,r, de longueur
n et a; € N telles que

s(p) o s(g) = Za@so

2) Le sous-espace vectoriel R C P engendré par les s(p), p partition de longueur n, est une
sous-algébre commutative de P.

Exemple. Soit n =3, p=¢ = (1). Ona s((1)) = + +, alors

s(yes() =Y [elil= Y [eli+ Y [elil

1<4,5<3 1<5<i<3 1<i<j<3

Pour 7 < 7 on trouve :
- - J a [7] J [J] o |J
D@ = et = B

et pour ¢ > 7 on trouve :

o:D__Z,J..iJ_ L il_%’

et donc

s(Wyos()= > [+ Z = s((1,1)) +s((2)) -

1<5<i<3 1<z<]<3

On peut donner un algorithme pour calculer les a;. Pour une partition p soit Y, 'unique
tableau de Young semi-standard de type p dont toutes les cases dans la premiére Tigne sont
remplies de 1, les cases dans la deuxiéme ligne sont remplies de 2
3]
Exemple. Soit p = (6,3,1), alors Y, =22 )
B ERBRRRER

12
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Le coefficient a; est la multiplicité de s(r;) dans le produit s(p)os(g) =Y T oT’, ol la
somme parcourt tous les tableaux de Young semi-standard T de type p et tous les tableaux
de Young semi-standard 7" de type ¢. Or la multiplicité de s(r;) est déja déterminée par
la multiplicité de Y, dans -

{T oT'| T, T’ semi-standard, T de type P, T’ de type q}
Donc
ai = ${(T,T") | T,T' semi-standard, T de type p,T’ de type ¢, ToT' =Y, }

est le cardinal de 'ensemble des paires (T, T”) de tableaux de Young semi-standard de type
p respectivement g telles que T o T =Y. .

Rappelons (remarque 2) que dans le Jeu de Taquin on pousse les cases d’un tableau
gauche dans la direction sud-ouest, c’est-a-dire que si P est une case de T dans la kiéme
ligne, £™e colonne, on retrouve la case dans T' = To T” dans la k"°™ ligne, £'°™ colonne
avec k' < ket V! < /.

Supposons T'oT’ =Y, . Le tableau T est un tableau de Young semi-standard, donc une
case P de T dans la k“’me ligne est remplie d’'un nombre N > k.

Supposons qu’on retrouve la case dans Y, dans la k' eme Jione. D’apres la définition de
Y;., la case est donc remplie de k', et on a N k'

"Mais plus haut on a vu que k’ < k,donc N > k > k' = N, ce qui implique que
k =k = N. On a prouvé : pour que T o T’ =Y, , on doit avoir nécessairement T = Y},
De plus, -

a; = §{T" | T' semi-standard de type ¢, Y, o T' =Y, }

Cette condition peut étre traduite en une condition sur le remplissage du tableau T”.
Soit ey, ...,e, la base canonique de Q™, et soit T un tableau de Young semi-standard
de type q. Notons wr = (w1, wa, ws, ..., ws) le mot associé a T.

Définition. Le vecteur v(T) := ey, + €y, + ...+ €y, € Z™ est appelé le poids de T
Soit p une deuxieme partition de longueur n

Définition. Le tableau T est appelé p-dominant si tous les vecteurs :

Yo =P,

V=P ey,

Vs ::]_2+ €y T Cuy

Vs ::Q—f— €w, T €y F €y

V, =E+ Curq + Cuwy + ..+ Cw, = 2+.I_/.(T)

sont des partitions (= les coefficients forment une suite décroissante au sens large).

Exercice. Prouver que cette définition est équivalente & la définition d’une (lattice
permutation) dans [5].

13
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Théoréme 3. (Reégle de Littlewood-Richardson) La multiplicité a; de s(r;) dans le
produit

s(p) o s(q) = Z ToT = Z a;s(r;)

T semi-standard, de type p g==1
T* semi-standard, de type ¢

est €gale au cardinal de ’ensemble des tableaux semi-standard de type q tels que T est
p-dominant et r = p+ v(T) :

a; = {T | T semi-standard de type q, p-dominant et r; = p+p(T)}.

6. Représentations et tableaux

Soit G := GL,(C) = {A € M,(C) | det A # 0} le groupe des matrices complexes
carrées inversibles d’orde n. Soit V' un espace vectoriel complexe de dimension m. Fixons
une base et identifions le groupe GL(V') des automorphismes de V avec GL,,(C).

Une repésentation de G sur V est une application
p: GL,(C) — GL(V) telle que p(gh) = p(g9)p(h) Yg,h € G.

Soit p;; : G — C les fonctions telles que p(g9) = (pi;(g)). La représentation est
appelée représentation polynémiale si les fonctions p; j sont les restrictions de fonctions
polynoémiales définies sur 'ensemble M,,,(C) (D G = GL,(C)) des matrices carrées d’ordre
n a coefficients complexes.

Remarque 3. La définition d’une représentation polynémiale est indépendante du choix
de la base.

Exemple. Soit {ey,...,e,} la base canonique de C™ et soit
{6£2=6i1 VANV AN 5 [ 1< <. <1, STL}

la base canonique correspondante de ATC™. Pour ¢ € G soit p(g) : ATC* — ATC"
Papplication linéaire définie par

p(g)(es) = (gei) A... Algei,)-

Il est facile & vérifier que p définit une représentation de G sur A"C". Soit g € G la matrice
g = (gk,1)1<k,i<n- Rappelons que

gilajl gilaj? et gilajT'
X ) /\ /\ . — d t CN\p . ~ L e gi27j1 gi?,j? R gi?;jr
(gei,) N ... A (gei,) = € (91,1)6_17 ou  gi; =
31310 dr) ) '
1<j1 <. <jr<n giryjl girvj? o g'iv‘yjr

Les éléments de la matrice de p(g) sont donc les mineurs de g d’ordre r. Cette représen-
tation est un exemple de représentation polynémiale.
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Le caractére Char(V') d’une représentation p : G — GL(V) est la fonction
Char(V): G — C, g+ trace de p(g).

Le nom caractére vient du fait que la représentation est completement déterminée par
Char(V), c¢’est-a-dire si Char(V) = Char(V’) comme fonction sur G, alors les représenta-
tions sont isomorphes.

Soit H C G le sous-groupe des matrices diagonales et soit p : G — GL(V') une représen-
tation polyndémiale. L’ensemble D des matrices diagonalisables est Zariski-dense dans G,
c’est-a-dire, que le seul polynéme f (défini sur M,,(C)) qui s’annule sur D est le polynéme
f = 0. En conséquence, pour une représentation polynoémiale nous savons que Char(V) est
déja déterminée par sa restriction & D. De plus, Char(V') est invariante par conjugaison :
Char(V)(g) = Char(V)(hgh~1). La trace est donc déja déterminée par sa restriction a H.
Pour le reste de cet article nous considérons donc Char(V) plutét comme une fonction sur
H : Char(V)(h) := la trace de p(h).

Une représentation de G sur V est dite irréductible si les seuls sous-espaces de V', stables
par p(g) pour tout g € G, sont O et V.

Notons que toute représentation polynémiale V de G (de dimension finie) est la somme
directe de représentations polynémiales irréductibles : V = V(ry) @ ... & V(r,). Pour
étudier les représentations polynémiales de G, il suffit donc de considérer les représentations
polynomiales irréductibles.

Le lien entre la combinatoire qu'on a traitée dans les sections précédentes et la théorie
des représentations de G est donné par la classification des représentations polynoémiales
irréductibles de G et leurs caractéres :

Théoréme 4. Les représentations irréductibles polynomiales sont en bijection avec les
partitions de longueur n.

Pour une partition p notons V(p) I'espace vectoriel correspondant & la représentation
polynémiale irréductible associée.

Exemples. V((1)) = C*, V((k)) est la k™ puissance symétrique S*C™ de C™, et
V((1,1,...,1)) est la r'®™° puissance alternée A"C™ de C™.
N’

M
Soit t = diag(t1,...,t,) un élément de H et soit p : G — GL(V) une représentation
polynoémiale. Pour ¢ € N™ notons

Ver={veV]p®)v)= (] -t )vVt e H},

le sous-espace des vecteurs propres communs des éléments de H, de valeur propre ¢{* - - - td.
On peut montrer que V est la somme directe de tels sous-espaces :

V = @Vi.

genr
Soit x; : H — C la projection définie par z;(t) := t,, alors le caractére Char(V) s’écrit :
Char(V) = Z (dim V)z{ ...zl

geN”
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Le caractere d’une représentation irréductible V' (p) peut étre calculé a I'aide des tableaux
de Young semi-standard de type p. Soit T un tel tableau et soit ¥(T) = (v1,...,vy) le

poids de T. Nous utiliserons Iabréviation suivante : g2(T) := itk
Théoréme 5.

Char(V(p)) = Z 22

T type p
semi—standard

Remarque 4. La théorie des représentations de GL,,(C) a été étudiée par I. Schur au
début de ce siecle. Les résultats donnés plus haut sont tous plus ou moins implicitement
dans les travaux de Schur. Implicitement, parce que, par exemple, la notion de tableau (de
Young) a été introduite par Young seulement pendant les années trente de ce siecle. L’idée
de représenter une partition par un diagramme a été introduite par Ferrers et Sylvester.
Le diagramme de {Young) D(p) est donc souvent aussi appelé le diagramme de (Ferrers).

Nous avons un homomorphisme d’algebre naturel de P dans 'anneau des polynémes
Clzy,...,z,), définie par T — zT) pour un tableau T de Young semi-standard. Le
Théoreme 5 nous dit que 'image de

s(p) = > T

T semi-standard, de type p

dans Clzy,...,x,] est le caractere Char(V{p)) de V(p).

Une fagon de produire une nouvelle représentation de deux représentations U, V données,
est de considérer le produit tensoriel U @ V. Soit By = {u1, ..., um} une base de U et soit
By = {v1,...,v;} une base de V, rappelons que B = {u; @ v1,u1 @ v2,...,Um @ v} est
une base de U @ V. On en déduit facilement que

Char(U ® V) = Char(U) Char(V).

La représentation V(p) @ V(q) est la somme directe de représentations irréductibles :
Vip)aVig = Z a;V(r;)
ol a; est la multiplicité de V(r;) dans le produit tensoriel. On obtient pour le caractere :
t
Char(V (p) ® V(g)) = Char(V (p)) Char(V(g)) = ¥ _ a; Char(V (r;)).

D’autre part, I'image de s(p) est Char(V'(p)), l'image de s(q) est Char(V(g)), et l'image de
s(p) o s(q) est le prodult Char(V(p p)) Char(V (g q)). Les multiplicités a; sont donc les mémes
que les multiplicités qu’on a calculées avec la régle de Littlewood-Richardson (Théoreme 3).
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Corollaire. La multiplicit¢ a; de V(r;) dans le produit tensoriel

Vip @ V(g = _}:ajvcv;j),

est égale au cardinal de Uensemble des tableaux semi-standard de type q tels que T est
p-dominant et r = p+v(T) :

a; = H{T | T semi-standard de type q, p-dominant etr, =p+ v(T)}.
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