CES GROUPES OU CES ANNEAUX
SONT-ILS ISOMORPHES ?

Raymond SEROUL

Parmi les trois groupes ou anneaux
A="712®DZLss ®ZLas, B =715 ZLizeo, C =Lz D Lgso,

lesquels sont isomorphes ? et comment construire un isomorphisme explicite ?

1. LANNEAU DES ENTIERS MODULO N

« Soient a,n > 0 deux entiers. L'équation homogene
ax =0, € Zn,

possede d = pged(a,n) solutions. En effet, si on pose a = da’ et n = dn/, on sait
que a’ et n/ sont premiers entre eux. La condition az = kn équivaut a o’z = kn’,
d’ou l'on déduit £ = hn' en vertu du lemme de Gauss. En revenant dans Z,,, cela
donne les solutions z; = n’,z, =2n/,..., zqg = dn’ = 0.

Soient a, b > 0 et A des entiers; intéressons-nous aux applications de Z, dans Z,,.

o La formule ®(z) = Az définit une application ® : Z, — Z, si et seulement si
ona ®(z + ak) = ®(z), ce qui équivaut a Aa = 0 modulo b.

o Lorsque a,b, \ vérifient la congruence précédente, & : Z, — Z; respecte la
multiplication si et seulement si A est un idempotent de Zj, c’est-a-dire A* = .

« Considérons les applications ®; : Z, — Z, définies par ®,(z) = Az, les \;
satisfaisant bien entendu les relations A\;a = 0 mod b. Alors l'application

D=, -+ Oy Ly — Dy
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est un homomorphisme d’anneaux si et seulement si les A; sont des idempotents
de Z; deux a deux orthogonaux :

X=X, AN =0, 1<4,5<k, i#].
Plus généralement, on peut associer a un homomorphisme de groupes additifs

@;Zal@...@z%_aZbl@...@qu

une matrice

my; Myo Ca mlp

Mo Moy ... Mo
M.;p - p

Mg Mgz ... Mgp

dont les coefficients satisfont les conditions a;m;; = 0 modulo b;. On remarquera
que la i-ieme ligne de cette matrice n’est définie que modulo b; puisque, en posant
y = Mz, on trouve

Yi = M1 Ty + MyaTo + -+ + MypTy € Ly,

L’application ® est un homomorphisme d’anneaux (i.e. ¢ respecte la multiplication)
si et seulement si, pour ¢ = 1,..., g, la i-iéme ligne de M contient des idempotents
deux & deux orthogonaux de Zy, .

Théoréme chinois. — Soient a,b > 1 deux entiers étrangers. Alors l'application
canonique

D gy — L D Zy,

définie par ®(z) = (z, z) est un isomorphisme d’anneaux. En outre, si u,v sont choisis tels
que au + bv = 1, I'isomorphisme réciproque est

O~ (z,y) = vz + auy.

Démonstration. — Commengons par montrer que
U(z,y) = bvr + auy

définit un homomorphisme de I'anneau Z, & Z;, dans 'anneau Z .
« Cette application est bien définie puisque a(bv) = b(au) = 0 modulo ab.
o Il est clair que bv et au sont orthogonaux dans Zgy.

« Sinous multiplions au-+bv = 1 par au ou bv, nous obtenons aussitot (au)® = au
et (bv)? = bu dans Z,y, ce qui prouve que au et bv sont deux idempotents de Zg;.

On déduit immédiatement de VU (P(2)) = bvz + auz = z que ® et ¥ sont des
isomorphismes réciproques.
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2. LES METAMORPHOSES D’UNE SOMME DIRECTE

Le théoréme chinois est l'outil révé pour répondre aux questions d’isomorphisme
qui nous préoccupent. I est facile de prouver que les anneaux A et B du début sont
isomorphes :

A="T1o DB Ligs D Lgs =g DLy P Ls B Ly ® Lgs
Z(ZsBZs)D (Zy B Ly ® Zys)
= Zyis ® Zyzeo = B.

En outre, la seconde partie du théoréeme chinois nous offre la possibilité de rendre
explicite cet isomorphisme.

En revanche, et bien qu’ayant le méme nombre d’éléments, les anneaux B et C
ne sont pas isomorphes car on trouve dans B un élément d’ordre 1260 alors que
I'on a 630z = 0 pour tout élément de C.

Nous allons voir comment généraliser ces idées de maniére a déboucher sur un
algorithme que nous pourrons programmer.

2.1. Forme réduite d’une somme directe

I1 est facile de modifier I'aspect d'une somme directe grace au théoréme chinois.
Pour inhiber ces métamorphoses, il faut considérer des groupes dont les ordres ne
sont jamais étrangers, ce qui conduit naturellement a la définition suivante.

Définitions

e Nous dirons que les entiers positifs d,d,...,d, vérifient la condition (D) si d;
divise d;q pour i =1,...,n — 1, soit en symboles :
(D) dy | dy|--- | dp.

o Nous dirons que la somme Zqg,® - - - ® ZLq,, est réduite lorsque dy,ds, . .., dy, vérifient

la condition (D).

Théoréme. — Soient ay,...,a, et by,...... by, des entiers > 1 et considérons les
groupes ou les anneaux

A:Zal@Zaz@-~-@Zan, B:Zbl@sz@m@Zi,m.

Si les suites (ay,...,apn) et (by,...... b, ) vérifient la propriété (D), on a I'équivalence

(L'isomorphisme est, au choix, un isomorphisme de groupes ou d’anneaux.)
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Démonstration. — Supposons A et B isomorphes; alors :
o ils ont méme cardinal, ce qui s’écrit a, - --a, = by -+ - byy;

o l'équation az = 0 possédent le méme nombre de racines dans A et dans B;
sachant que cette équation possede (a, ) = pged(a, ) racines dans Zg, nous avons
ici

(1) (o, a1)(a,a9) - (a,an) = (a,by)(a,by) - -+ (e, byy)-

Supposons un instant que l'on ait n < m. Le dénombrement des racines de
I'équation b;z = 0 montre que l'on a

(2) b;n:(blaa‘l)(blvan) Sb?7

ce qui est incompatible avec I'hypothése b, > 1. La symétrie du probleme interdisant
n > m, nous concluons que n = m.

Nous pouvons aller un peu plus loin : la relation (2) nous apprend que la
majoration (by,a;) < b, est en fait une égalité pour i = 1,...,n; en particulier,
(b1, a;) = b; montre que b; divise a,. Comme les a; et les b; jouent le méme rdle,
on en déduit que I'on a a; = b;.

Le dénombrement des racines de I'équation b,z = 0 montre que l'on a

(3) b;l_l = (b'Z’a'l)"'(b?’an)'
Les majorations (by,a;) < by et (3) exigent alors (by,a;) = by pouri=1,...,n— 1.
En particulier, (by, a,) = b, montre que b, divise a,. On montre pareillement que a,

divise b,, ce qui prouve que a; = b,.
On prouve ainsi de proche en proche que l'on a a; = b; pour tous les indices. (]

Remarque
Décomposons chaque d; en facteurs premiers

p— 1 4 &4
d; = pi"ps - pp*,  €i; 20,

et considérons la matrice des exposants

£11 €12 ... E1k (exposants de d, )
€91 €99 ... Eok (exposants de d5)
En1 €nz -+ Enk (exposants de d, ).

La condition (D) impose aux colonnes de cette matrice d’étre des suites croissantes.

4



CES GROUPES OU CES ANNEAUX SONT-ILS ISOMORPHES?

Lorsque (dy,d>, ds,ds) = (2,12,120, 1800), les ¢;; sont par exemple

2 3 5 d; = 223857
1 00 d, =2

2 1 0 dy =12
31 1 ds =120
3 2 2 d, = 1800

2.2. Un algorithme de décomposition-recomposition

Pour répondre a la question de 1'isomorphisme des groupes
A=74, ®Lo, B D®Za, e B=7Zp ®Zp, D DLy,

il ne nous reste plus qu’a apprendre a mettre ceux-ci sous forme réduite

Isomorphisme d’une somme directe de deux groupes

Théoréme d’échange. — Soient a,b > 1 deux entiers quelconques, d = pged(a, b) et
m = ppcm(a, b). On a un isomorphisme de groupes (et méme d’anneaux)

Za@Zngd@Zm-

Démonstration. — Commencons par fixer les notations.

o Les lettres grecques «, 3, A,... désignent des multi-indices, c’est-a-dire des
éléments o = (ay,...... ay) de NF,

e Si o, 3 sont deux multi-indices de N¥, on dit que I'on a o < 3 (resp. o < 3) si
l'onaa; < f; (resp. o; < By) pouri =1,...,k

e Sia=(ay,...... ai) et p = (pi1,...,pr), on note enfin p* = pi™* - - - pp*.

Décomposons maintenant a et b en facteurs premiers (notations condensées) :

a — pa’qa”T)\’ b= pﬁ’qﬁ”r)" o > ﬁ/, o < ﬂ”-

Leur pged et leur ppem sont
d:p /qa/lTA, m:palqﬂ//r)\'
On arrive au résultat en appliquant deux fois de suite le théoréme chinois :

Za @ Zb g Zpa/q"‘”'r‘)‘ {B Zpﬁ’qﬁ”r"
=~ Zpalr/\ @ an// @ Zpﬂl’r‘)‘ @ Zqﬁ//
=~ Zpﬁlqa”'r')‘ @ Zpo‘/qﬁ//’r')‘ = Zd @ Z7n. D
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Corollaire. — Les groupes ou les anneaux Zq, ® Zp, et Lo, ® Ly, sont isomorphes si et
seulement si on a a;b; = axb, et pged(ay, by ) = pged(asy, by).

Isomorphisme d’'une somme directe de plusieurs groupes

Commengons par examiner le cas particulier d’une suite (dy,...,d,-;) qui vérifie
(D); on se donne 6 = d,, > 2 et on cherche & définir la nouvelle suite (d},...,d,,,)

qui satisfait encore la condition (D) et
L4, @ ®Lg,_, DLs =Lg,® - D Lg_ D Ly,

e Le théoreme d’échange appliqué aux entiers d,,—; et {6 nous garantit qu’en
posant d, = ppem(dn—1,6) et ¢’ =d,,_, = pged(d,—1, ), nous avons

Z4,® - ® L, , DLs = Lay® - ®La,_, D Ls ® Lar,

» Nous sommes ainsi ramenés a la méme situation avec la suite (d;,...,d,—3) et
7

I'entier ¢'. En posant d, _, = ppem(d,_,,0") et " = d,,_, = pged(d,,_»,8"), nous
p n—1 n—2
avons 'isomorphisme

Liay® - ©Ld, , DLs ZLay® - S La,_5 © Ls © Lar,_| D Lay,-

Nous sommes certains que d), _; = ppcm(d,, o, 6") divise d], = ppem(d,,_1, §) parce

que d,,_, divise d,,, et ¢’ divise 6.

La nouvelle suite (d},...,d;,,d;_ ) s'obtient de proche en proche, ce qui revient
a employer l'algorithme :

for i := n downto 2 do begin
a:=d[i];
(A;) b:=di—1];

dli] := ppem(a, b) ;
d[i — 1] := pgcd(a,b)
end

Lorsque n = 2, cet algorithme se réduit au théoreme d’échange.

Si nous partons maintenant d'une suite (d, . . . , dy) quelconque, nous commengons
par appliquer le théoreme d’échange au couple (d;,d;) de maniére que d; divise
d,; cela fait, nous appliquons l'algorithme précédent a (di,d) et d3, puis nous
recommencons avec (d;, d,, ds) et dy, et ainsi de suite.

6
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L'algorithme employé est donc :

for k := 2 to n do begin

for i := k downto 2 do begin
a:=dli];

(Az) b:=d[i—1];

d[i] := ppem(a,b) ;

d[i — 1] := pgcd(a, b)

end

end

Voici une trace de cet algorithme avec la suite (36, 70,120, 150) :

36 70 120 150

2 1260 120 150
60 2520 150
60 2520 150
60 30 12600
30 60 12600
30 60 12600

o,

o o WWw N
B o N W
BN NN

Exemple
L’algorithme (A;) transforme (4, 6, 15,21) en (1, 3, 6,420) et (15, 21, 24) en (3, 3, 840).
On a donc les isomorphismes

A:Z4@Z6@Z15@Z21gZB@Z6@Z42O)
B =715 ® Loy B Zoa = Zs D Ly B Zgao-

On notera que l'on a éliminé le groupe Z; = {0} de la forme réduite de A. On
conclut que les groupes (ou les anneaux) A et B, bien qu’ayant le méme cardinal,
ne sont pas isomorphes puisque leurs formes réduites ne sont pas identiques.

3. RECHERCHE EXPLICITE DES ISOMORPHISMES

Nous nous sommes contentés jusqu’a présent de répondre par oui ou par non a la
question : «les sommes directes A et B sont-elles isomorphes?» Mais lorsque la
réponse a cette question est positive, nous sommes bien en peine d’exhiber un
isomorphisme. . .

L’examen de la démonstration du théoreme d’échange, Z, © Zy = Zgq D L,
montre qu’il est possible d’expliciter I'isomorphisme au prix de la décomposition
en facteurs premiers de a et b. Mais comme cette opération est algorithmiquement
tres cofiteuse, nous allons apprendre a la contourner.

7
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Définition. — Soient a,, a,,b,, b, quatre entiers > 0. Nous dirons que (a;,a,) et
(b1, by) sont bi-étrangers si tout entier d’indice 1 est étranger a tout entier d’indice 2,
c’est-a-dire si

ngd(a’h 0,2) = ngd(ala b2)
pged(by,a;) = ngd(bla b'z)

il

1,
1
Une application immédiate du théoréme chinois fournit le résultat suivant.

Théoréme d’échange (deuxiéme version). — Si les factorisations a = a,a, et
b = b, b, sont bi-étrangeres, on a des isomorphismes d’anneaux

LZaya, D Loy — Lay © Loy ® Ly, D Loy, — Layb, D Lbya,-
Plus précisémment, si les entiers u, v, w,t sont choisis tels que I'on ait
au+bv =1, ayw+bit=1,
le composé des deux isomorphismes est I'application

(z,y) — (bovz + ayuy, bitr + a,wy).

3.1. Détermination d’une factorisation bi-étrangére

Nous allons maintenant apprendre a calculer les factorisations a = a,a, et b = b;b,
telles que d = pged(a,b) = a;by,, m = ppem(a,b) = axb, et (ar,as), (b1,bs)
bi-étrangers sans étre obligés de décomposer a et b en facteurs premiers.

Définition. — Nous dirons que la boucle

d = pgcd(a,b) ;
while 4 > 1 do begin
(As) a:=a/d;
b:=bxd;
d := pgcd(a,b)
end

réalise le transfert des diviseurs communs de a vers b.

Exemple
Soient p, g, r trois nombres premiers distincts et ¢, § deux entiers non divisibles par
I'un des nombres p, ¢ ou r; considérons les entiers

a=p°¢iria, b=pg*r’p.
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La boucle (Aj) transfére des diviseurs communs de a vers b de la maniére suivante
(la troisiéme colonne contient le diviseur commun d qui se déplace de a vers b) :

a=apq'r®, b=pg’r°B, d=pg’r?
a=oap’¢®, b=p¢""B, d=7p°¢,
a = ap’, b=p'r"p, d=yp’
a=a, b=p"¢r"pB, d=1.

Insistons : l'algorithme de transfert n’utilise que la fonction pged; les nombres
premiers ne figurent ici que pour faciliter la compréhension de la dynamique des
calculs.

Soient a,b > 1 deux entiers, m = ppcm(a, b) et d = pged(a, b) ; posons
(1) a=day, b=db,.

Nous savons que a, et b, sont étrangers; cependant, ces décompositions en facteurs
ne conviennent pas encore car (d, a,) d'une part et (d, b,) d’autre part ne sont pas
étrangers en général.

C’est pour cette raison que nous transférons les diviseurs communs de d vers a,
et de d vers b, a I'aide de boucle (A43), ce qui donne

(2) a=aa,, b=Dbb.

Sid,,...,dy sont les diviseurs communs qui se déplacent de d vers a,, nous avons
a; =d/(dy---dg) et a, = d; - - - dray. Les notations by, bl, sont analogues (on notera
toutefois que ce ne sont pas forcément les mémes diviseurs qui se déplacent de d
vers by). Comme a, a requ des nombres qui le divisent et comme il en est de méme
de b, nous sommes certains que a;, et b), sont étrangers. En outre, a, est étranger a
a’, et b, est étranger a b,.

Mais il ne s’agit pas encore d"une factorisation bi-étrangere car, si nous échangeons
les facteurs a, et b, dans a et b, nous obtenons les entiers a,b), et byas; or a; et
b}, n’ont aucune raison d’étre étrangers. Pour remédier a ce dernier défaut, posons
6 = pged(ay, by), ce qui permet d’écrire

(3) a=a\éal,, b="b8b,.
Lemme. — Avec les notations précédentes, les décompositions
a=ay(ai6), b="0\(6b;)

sont bi-étrangeres. En outre, apres échange des derniers facteurs dans a et b, 'un des entiers
aly,(6b,) ou b (a)6) est le pged de a et b, 'autre étant leur ppcm.

9



Raymond SEROUL

Démonstration. — Décomposons a et b en facteurs premiers (notations condensées)
a=p*¢* r, b=p"¢ r, o >p8, o <ps
Leur pged est d = pﬂ/qo‘”V‘ et (1) devient

(1) a= "¢ ™E* ), b= ¢ )P ).

Comme o/ — 3’ > 0, les diviseurs communs qui passent de pﬁ'qo‘”rA dans po‘/_ﬂ/
sont ceux du produit p? ; de maniére analogue, le transfert déplace ¢ du premier
facteur de b au second facteur

(2') a= (" ™@E"), b=0E"r)@").
Le pged des premiers facteurs de a et b étant r?, il vient
(39 a= () ME™), b=E"))).

Il résulte alors de ce calcul que les décompositions

!

a=p® (qa”T)\)’ b= pﬂl(r)‘qﬁ”).
sont bi-étrangeres. Le pged et le ppcm s’obtiennent bien par échange des derniers

facteurs ¢ ™ et r*gf” puisque m = pa'(rkqﬁ”) etd = pﬁ,(q"‘"r)‘). 0

Exemple
Considérons les entiers

a=1792929600 = 2% x 3% x 5% x 73 x 113,
b =32683612500 = 2% x 3% x 5° x 7* x 112,

les décompositions en facteurs premiers facilitant la compréhension des calculs. Le
pged de a et best d = 37352700 = 2% x 3% x 52 x 73 x 112, d’ou les décompositions

a = 37352700 x 48 = (2% x 3% x 5% x 7* x 112)(2* x 3),
b=37352700 x 7= (2% x 3% x 52 x 7® x 11%)(7).

Transférons les diviseurs 2 et 3 du pgcd vers le second facteur de a et les diviseurs
7 du pgced vers le second facteur de b :

a=1037575 x 1728 = (5> x 7° x 11?)(2° x 3%),
b= 108900 x 2401 = (2% x 3% x 5% x 11%)(7%).

Isolons enfin le pged 3025 = 5% x 11? des premiers facteurs de a et b :

a =343 x 3025 x 1728 = (7%)(5% x 11%)(2° x 3%),
b =36 x 3025 x 2401 = (2% x 3%)(5% x 112)(7*).

10
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Les factorisations bi-étrangeres recherchées s’obtiennent en échangeant le premier
et le dernier facteur de a puis en effectutant le produit des deux derniers facteurs :

a = 1728 x (343 x 3025) = 1728 x 1037575 = (2° x 3%)(5% x 7° x 112),
b =36 x (3025 x 2401) = 900 x 7263025 = (22 x 32)(5% x 7* x 11?).

Vérification : nous obtenons bien le pged et le ppcm en échangeant les derniers
facteurs :

12550507200 = 1728 x 7263025 = (2° x 3%)(5% x 7* x 11?),
37352700 = 36 x 1037575 = (2° x 3*)(5* x 7° x 11?).

3.2. Implémentation du théoréme d’échange pour deux anneaux

Le programme qui construit explicitement l'isomorphisme entre Z, ® Zy, et Zq D Z,
est donc le suivant :

e On calcule d = pged(a,b), ce qui définit a = d X as et b = d X by, puis
on transfere les diviseurs communs de d vers a, et b, (nous avons a la sortie
a =0a, X ay etb=206b, X by):

d := pgcd(a,b) ;
da:=d; a, :=adivda;
transfert_diviseurs_communs(da, a,) ;
db:=d; by :=b divdb;
transfert_diviseurs_communs(db, by) ;
¢ On isole ensuite le pged 6 de da et db de maniére a obtenir les factorisations
a=a; X0 Xayeth=>; x§x by Cela fait, on échange les contenus de a, et ao,

de sorte que les factorisation bi-étrangéres désirées sont maintenant a = a; X ba, et
b = bl X 6b2 .

delta := pgcd(da,db) ;
a, := da div delta ; by := db div delta ;
swap(a,ay) ;
a, = delta x ay ; by := delta x b, ;
e On définit d = a,b, et m = a,yb;, qui sont, a transposition pres, le pged et le
ppcm de a de b; on recherche u, v, w,t tels que a;u + bov = asw + byt = 1, ce qui
permet de définir la matrice (m;;) de l'isomorphisme Zq & Zy — Zgq @ Loy

d:=a,xby; m:=by xay;
Bezout(ay, by, u,v) ; Bezout(by,ay,w,t) ;
My = byxv; My i =a, *u

Moy := by W Moy 1= ay %t

« Lorsque d ne divise pas m, ce qui correspond au cas d = ppcm(a,b) et

11
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m = pged(a, b), on échange les contenus de d et m, ce qui a pour effet d’échanger
les lignes de la matrice des (m;;) :

if m mod d > 0 then transposition := true else transposition := false ;
if transposition then begin

swap(d, m) ;

swap(myy, ma) ;

swap(mya, Moy ) ;
end ;

L’isomorphisme d’anneaux cherché est
D72y B Ly — Lig B Loy,
(z,y) = (M1 T + Mgy, Ma1 T + Maay)

o L'isomorphisme réciproque

V=01 1248y — Zeg DLy
(z,y) — (My1 7 + Moy, Moz + Myoy)

s’obtient en déterminant u, v, w, t tels que a,u + axv = byw + bt = 1:
Bezout(ay,ay,u,v) ; Bezout(by, by, w,t) ;
M i=a,%xv; My :i=a,xu;
My, i=by xw; Moy :=byxt;
if transposition then begin
swap(My1, M) ;
swap(May, Mas)
end

Exemple
Lorsque a = 350 et b = 980, on obtient les isomorphismes d’anneaux :
D : Zsso © ZLggo — Liro ® Lagoo,
(z,y) — (152 — 14y, 1176z — 1175y)

U =& : Zny & Zagoo — Zaso D ZLoso,
(z,y) — (—125z + 126y, 1962 — 195y)

3.3. Isomorphisme entre deux sommes directes quelconques

Nous savons maintenant que deux sommes directes de groupes ou d’anneaux sont
isomorphes si et seulement si leurs formes réduites le sont. Ce résultat nous autorise
donc a nous contenter d’expliciter les isomorphismes (direct et réciproque) entre
une somme directe et sa forme réduite. Considérons par exemple 1'anneau

Zizs @ Liyoo D Zyso-

12
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L'algorithme (A,) tranforme la suite (36, 120, 150) en la suite (6, 60, 1800) en passant
par les suites intermédiaires (12, 360, 150) et (12, 30, 1800) et le théoreme d’échange
fournit les isomorphismes

DY 1 Zisg © Liyoo D Zaso — Lo & Lgeo D Zaso,
Op : Lo @ Lzso D Laso — Lz ® Zzo ® Zisoo,
S Ly B Lo ® Zagoo — L B Leo D Zsoo,

de matrices respectives

-3 4 0 1 0 0 -2 3 0
Py=| -8 8 0}, =10 6 5 |, ®c=1]-15 16 O
0 0 1 0 —-575 576 0 0 1

L'isomorphisme composé
S =P obpody:Zys D Zioo ® Lyso — Le D Ligo © Zysoo

a donc pour matrice associée

—1434 1450 -15 0 4 3
O =oPpdy=1| —7635 7716 80 | = 45 36 40
46000 —46575 576 1000 225 576

puisque, la premiére ligne est définie modulo 6, la seconde modulo 60 et la troisiéme
modulo 1800.

Interlude
Comme les calculs deviennent compliqués, rassurons-nous en vérifiant directement
que cette matrice définit bien un isomorphisme d’anneaux :

« Les congruences a;m;; = 0 modulo b; sont respectées, ce qui montre que 9 est
une application.

» L'application ® est un homomorphisme d’anneaux puisque :

— 4 et 3 sont des idempotents orthogonaux de Zg;

— 45, 36 et 40 sont des idempotents deux a deux orthogonaux de Zjq;

— 1000, 225 et 576 sont des idempotents deux a deux orthogonaux de Z;gq.

e Comme Zss @ Ziso D Ziso €t Zg D Zigo D Zagoo ont le méme cardinal, nous
pouvons nous contenter de vérifier que ® est injective pour nous assurer que c’est
un isomorphisme d’anneaux. Si ®(z,y, z) = (0,0, 0), on voit facilement que :

— 4y + 3z = 6k implique y = 0 (mod 3) et z = 0 (mod 2);

— 452 + 36y + 40z = 60h implique z = 0 (mod 4), y = 0 (mod 5) et z = 0
(mod 3);

— 1000z + 225y + 576z = 18004 implique z = 0 (mod 9), y = 0 (mod 8) et z = 0
(mod 25).

Par conséquent, on a z = 0 (mod 36), y = 0 (mod 120) et z = 0 (mod 150).
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Le théoreme d’échange nous fournit aussi, en méme temps que les isomorphisme
directes ® 4, ¢, ®¢, les isomorphisme réciproques

Vi Zio® Lzso D Znso — Lz D ZLyao B Zyso,
Vg Ziy D Lo ® Zigoo — Loz D Lizeo D Zyso,
Ve 1 Ze ® Ligo © Lnsoo — ZLng B Lgg B Z1800,

dont les matrices associées sont

9 -8 0 1 0 0 4 -3 0
Wa=140 -39 0|, ¥p=|0 —144 145 |, Yo=|15 —-14 O
0 0 1 0 25 24 0 0 1

L’isomorphisme composé est donc
U =VUVpVc¢ : Ze® Lo ® Ligoo — Las ® Zazo ® Znso

et sa matrice est

0 9 28
U = \IJA\I’B\I/C = 40 96 105
75 100 126

Pour contréler ce résultat, on vérifie que I'on a ¥® = [ ainsi que ®V¥ = I (ne pas
oublier que les lignes de la matrice ¥® sont définies modulo 36, 120 et 150 alors
que celles de la matrice ¥ sont définies modulo 6, 60 et 1800).

3.4. Le programme

La transformation en programme de l'exemple que nous venons de traiter ne
présente pas de difficulté particuliere. On commence par saisir le nombre n de
facteurs puis le vecteur di,...,d,. La détermination des isomorphismes s’obtient
en greffant a l'intérieur de l'algorithme (A,), qui transforme la suite d;,...,d,, le
calcul de la matrice (a;;) de la matrice de 'isomorphisme d’échange

Za@Zg ”"")Z(S@Zu,
avec « = d;,, f = d;, § = pged(a,b), p = ppem(a, b) et celle de la matrice (aa;;)
de l'isomorphisme réciproque.

On enchasse ensuite les matrices (a;;) et (aa;;) dans des matrices unités de
dimension n pour trouver les matrices ® 4 et ¥ 4 des isomorphismes partiels

Lo, @ Lo ® Ly Ly, %L:—:z Zag, @ Ls DLy ® - Lg,.

On compose ces isomorphismes partiels, en multipliant au fur et a mesure les
matrices correspondantes. Il y a un petit piege a éviter : si nous examinons notre
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exemple, nous constatons que nous obtenons les couples de matrices (4, U 4),
(®5,¥pB), (Pc,¥¢e) dans cet ordre; comme nous désirons calculer ®-Ppd 4 et
V4 ¥ ¥, nous devons réfléchir un peu a l'ordre des multiplications.

Les boucles terminées, on affiche les matrices trouvées modulo les valeurs initiales
init_d et finales d.

initd :=d ; Phi:= unite(n) ; Psi:= unite(n) ;

for k := 2 to n do begin

for i := k downto 2 do begin

a:=dji—1]; g:=d[i];

8 :=pged(a,b) ; p = ppem(a, B) ;

dli] :==p; dli—1]:=6;

{— théoreéme d’échange —}

echange(cv, 8,6, b, 011,412,021, A22,8811, 012, 8021, Ad2s) ;
{— insertion des (a;;, dans une matrice unité —}
Phi_A := unite(n) ;

Phi Ali—1,i— 1] :=ay, ; Phi_Ali — 1,i] :=a;5 ;
Phi Ali,i — 1] :=ay, ; Phi_Ali,i] := aq ;

{— insertion des (aa;;, dans une matrice unité —}
Psi_A := unite(n) ;

PsiAli—1,i— 1] :=aay, ; Psi-Afi — 1,i] := aay ;
Dsi_Ali,i — 1] := aaqy ; Psi_Ali,i] := aay, ;

{— composition des isomorphismes —}

Phi := mult_mat(Phi_A, Phi) ;

Psi := mult_mat(Psi, Psi_A) ;

end

end ;

afficher_iso(Phi, init_d, d) ;

afficher_iso(Psi, d, init_d)

Exemple
Considérons les anneaux

Lo B Lyg ® Los B Lao €t Zoy D ZLys P Zioo-

Le programme précédent fournit les isomorphismes
Zo ® Ly ® Loy ® Lag — Ligo ® Lasoo — 2 Log @ Las D Lo

de matrices respectives

16 9

0 25 0 36
¢, = ( ), v, =1| 36 10
1000 0 576 225 95 76
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L’isomorphisme composé
Waody

Zig ® Lo ® Lios D Ziso ——— Ling D Lys ® Lo

a donc pour matrice

9000 400 5184 2601 0 16 0 9
v,d, = | 10000 900 5760 3546 | =110 0 O 36
76000 625 43776 18000 0 25 76 O

On trouve de méme les isomophismes d’anneaux
Loy B ZLys ® Zaoo 2 Zeo © Zasoo A Lo ® Lyg ® Los ® Lo

de matrices respectives

0 1
1 0 40 36 45

=10 1) ‘I'l‘<225 1000 576)’
16 25

ce qui donne l'isomorphisme composé

\111 O@g

Ling ® Lys ® Loy ——— Lo ® Lo D Lins D ZLa

de matrice
225 1000 576 0 1 0
. P — 40 36 45 _ 4 0 9
2Tl 225 1000 576 | |l 0 0 1
6265 25576 15120 25 16 0
Remarques

o On peut facilement contréler que les matrices définissent des homomorphismes
d’anneaux a l'aide des résultats suivants :

anneau  idempotents anneau idempotents
Zg 0,1 Ziny 0,1,9,16

Ly 0,1,4,9 ZLys 0,1,10, 36
ZLas 0,1 Zyoo 0,1,25,76

Lo 0,1,16,25

o Il est facile de s’assurer que les matrices ¥V, @, ¥, P, et ¥, P,V,®; sont des
matrices unités.
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