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Introduction

D’apres ma petite enquéte aupres de quelques probabilistes strasbourgeois, ils
ignoraient 1'inégalité élémentaire mais intéressante, qui figure dans la proposition
(2). La probabiliste d’opérette que je suis, a néanmoins réussi a la découvrir et &
fournir plusieurs démonstrations!

Merci a ‘L’Ouvert’ de diffuser ce résultat auprés de son lectorat.

Proposition 1.— Soient un espace probabilisable (0, T') et un couple d’événements
(A,B) € TT; alors il existe au moins une mesure de probabilité P 4 gy sur (Q,T)
telle que le couple (A, B) soit indépendant.

Preuve : Considérons les “atomes” A; de la partition générée par (A, B) :
A1 =ANB, Ay,=ANB, As=ANB, A44=ANB

et soit une mesure quelconque P = (py, p2, p3, ps) telle que

4
(1) pi=PA); 0<p;<1; ) pi=1

i=1
Calculons “I’écart a I'indépendance” pour (4, B) :

e(A,B) = P(AN B) — P(A)P(B) = P(A1) — [P(A1) + P(A2)][P(A1) + P(A3)]
=p1 — (p1 +p2)(p1 +p3) = p1(1 — p1 — p2 — p3) — P2p3

e(A, B) = p1ps — p2ps.

L’indépendance du couple (A, B) est équivalente a : e(A, B) = 0 (2). Il existe, en

général, une infinité de mesures P4 p) qui réalisent (2) sous les contraintes (1) :

—pq — 1—py—
e p1+p2 #0 = Pap = (p1,p2,p3 = %&27% = ﬁ'(';,5';%3';9—2£2'l); cas
particulier équipondéré : P4 gy = (1/4,1/4,1/4,1/4)

o p; =py=0=> Py p = (0,0,p3,ps =1 —p3).
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La mesure P4 py est unique si P(A) = P(B) = 0; elle vaut alors P4 gy =
(0,0,0,1)

Proposition 2.— Pour tout espace probabilisé (2, T, P), pour tout couple d’événements
(A,B) € TT, l’écart a l'indépendance e(A, B) = P(ANB)— P(A)P(B) est encadré
somme suit :

Preuve (1) : Optimisons la fonction e(A, B) = f(P) = f(p1,p2,P3,P4) =

P1P4 — p2ps3 sous les contraintes (1).

Le maximum f(Py) = 1 est attelnt pour Py = (3,0,0, 3).

Le couple (A, A) avec P(A) 3 réalise ce maximum.
Le minimum f(P,,) = ———— est attemt pour P, = (0, é, 5,0)
Le couple (A, A) avec P(A) = 1 réalise ce minimum.

Preuve (2) : Appliquons l’inégalité de Schwarz aux variables aléatoires indicatri-
ces:14etlp

Ccov (1A»1B) =E(1A13)—E(1A)E( ) (lAnB)—E(lA)E(lB)
= P(AN B) — P(A)P(B) = e(A, B)

L’écart a I'indépendance du couple (A, B) s’interprete donc comme la covariance
du couple (14,15).

var (14) = cov (14,14) = P(A)[1 — P(A)] = P(A)P(A)
var (15) = P(B)P(B).

Vpelo, 1](3) ‘Donc, d’apres 'inégalité
Jlvar (1p)] < £ = 0< |e(4,B)| < 1.

Or, il est immédiat que: 0 < p(1—p) <
de Schwarz : [cov (14,15)]? < [var (14

NN

Preuve (3) : elle est élémentaire et laissée au lecteur; il suffit d’utlhser la
majoration : P(AN B) < Min [P(A), P(B)] ainsi que la propriété (3).

Proposition 3.— Pour tout couple d’événements (A, B) tel que (P(A), P(B)) €
10,12, le nombre
P(ANB) — P(A)P(B)

¢P<A (B)P(B)

est une mesure de dépendance normalisée : 0 < |p(A, B)| < 1.

p(A,

Preuve : C’est la propriété classique du coefficient de corrélation affine appliqué
ici aux variables aléatoires 14 et 1p.

cov (14,1p) _ e(A, B) _ P(ANB)— P(A)P(B)
01,4-01p \/B(A,A)G(B,B) \/P(A)P(Z)P(B)P(—B_)

p(la,1p) = = p(A, B)
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Remarques :

1) Le cas p = 0 implique la non-corrélation des variables aléatoires dans le
cas général; pour le cas particulier des variables indicatrices, les propriétés
d’indépendance et de non-corrélation sont équivalentes. On dispose donc bien ainsi
d’une mesure de dépendance du couple (A, B).

2) Le cas |p| = 1 correspond & une dépendance fonctionnelle affine entre les

variables
p=+l<=ly=1p<= A=18

p=—-le=14=1-15 < A=B.

3) p(A, B) n’est pas une fonction “bi-croissante” ; on a le contre-exemple suivant :
soit une suite d’événements (A;);=1234 telle que

AiCAH_l Vi=1,2,3
O<P(A)<1 Vi=1,234 (4)
O<PAiz1NA)<1l  Vi=1,23.

Il est immédiat que :
P(A;)P(A,;
oAy A7) = [ AT
P(A:)P(4;)
donc, avec (4) : 0 < p(4;,4;) < 1 V(E, i)l <i<j<3.
De plus : p(A1, A3) = p(A1, A2).p(Az2, A3). Donc : 0 < p(Ay, Ag) < p(Ar, Az) avec
Az D As.

Conclusion : Je laisse au lecteur le soin de trouver de mirifiques propriétés pour
cette mesure de dépendance p(A, B), d’imaginer des applications stimulantes et
de les diffuser. Merci.
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