PROBLEMES POUR NOS ELEVES (...et leurs professeurs)
ACTIVITES EN T.S. OU POST-BAC

Jean-Pierre FRIEDELMEYER

1l s’agit, dans cette rubrique, de présenter des problémes historiques ou classiques, dont la solution
ne requiert pas d’autres connaissances que celles enseignées au lycée (voire au college) et qui par
conséquent, peuvent faire I’objet de travaux dans nos classes.

Le but du probleme qui suit est de démontrer que le polynéme X = z* + az + b
avec a et b réels, se factorise en produit de deux polynémes du second degré, &
coefficients réels (méme dans le cas ot X n’a pas de racine réelle). Nous chercherons
ensuite a expliciter cette factorisation par une méthode spécifique. L’ensemble du
probleme est inspiré des idées de Gauss (cf. le premier article de ce n® de ‘L Ouvert’

p. 1).

I. Soit f la fonction numérique réelle qui &  associe

X = f(z) = 2* + az +b.

1. Etudier les variations de f et en déduire que X n’a pas de racine réelle lorsque

3,8/&
b>4a -

2. Effectuer le produit
(2% = 2rzcos + r?)(x?sin ¢ + rz sin 20 + 2 sin 3p)
et en déduire que le polynéme P(z) défini par :
P(z) = 2" sing — r’zsin4p + r*sin 3¢

est divisible par 2? — 2rz cos ¢ 4 r2.

3. Démontrer que si r et ( sont deux réels vérifiant simultanément

(1) :r*cosdg +arcosp+b=0 et (2) :r*sindp +arsing =0
alors X sin ¢ est identique & P(z). |

4. En déduire que si I'on prouve lexistence de r et ¢ tels que (1) et (2) soient
vérifiés simultanément, alors :

—ou bien X admet deux racines réelles (éventuellement confondues),

- ou bien X admet le facteur 2 — 2rz cos ¢ + r2.

© L’OUVERT 81 (1995)

47



J.-P. FRIEDELMEYER
II. Relativement & un repére orthonormal (O, i, j ), on considére la courbe U
ensemble des points de coordonnées polaires (r, ) tels que

()r*cosdp +arcosp+b=0

et la courbe T ensemble des points tels que (2) : r*sinde + arsine = 0. Soit T' le
cercle de centre O et de rayon R tel que

(3) R>1et R > v2(|a] + |b]).

Enfin, on désignera par u et ¢ les fonctions de la seule variable réelle o définies par

a b
u(p) = Rcosdyp + Tz COS Y + 3
. a .
et t(¢) = Rsindyp + Tz Sing.

1. Etudier les variations de u pour ¢ appartenant a l'intervalle [136—, 821, En déduire,
a laide des inégalités (3) que u((p) s’annule une et une seule fois sur [-1-%, -?—g]
Montrer de méme que u(y) s’annule une et une seule fois sur chacun des intervalles

(4k+D) 7w, (4k+3) 7
6 16

Vérifier que () ne s’annule jamais sur ces intervalles.

] (cf. fig., arcs de cercle épais).

2. Etudier de méme les variations de ¢ sur chacun des intervalles [%’R‘; i—%—’g—zﬂ et
en déduire que #(y) s’annule une et une seule fois sur chacun de ces intervalles,

alors que u(¢) n’y est jamais nul.

3. Conclure que les courbes U et T coupent I' chacune en huit points placés en
position alternée sur le cercle I'. Comme ¢ = 0 donne un point commun & T et &
I', numérotons les seize points d’intersection de 0 & 15. de sorte que les points de
T portent un numeéro pair et ceux de U un numéro impair (cf. fig.).

4. Dans cette question X = 2% — 9z + 18.
a) Exprimer cos4p et sin4y en fonction de cosy et siny. En déduire que les
courbes U et T ont pour équation cartésienne respectivement

(U) zt —(3172g12~}—y4 ~9z +18 =0
(T) y(42® —42y® - 9) = 0.

b) Dessiner les courbes U et T en les ramenant aux représentations graphiques des
fonctions

vy =+v322 4+ 822 1 9z — 18 (quatre fonctions, pour U)

ety = 0 ouy = +£,/22 ——f; (trois fonctions pour 7).
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5. On revient au cas général X = 2* + az + b.

En admettant que, comme pour l'exemple ci-dessus, les courbes U et T sont
formées de plusieurs branches et que si I'une de celle-ci rentre dans le cercle T’
par I'un des points numérotés, elle en ressort nécessairement par un autre de ces
points, démontrer par I'absurde que U et T ont au moins un point d’intersection
dans la partie supérieure (respectivement inférieure) du cercle T,

III. On se propose de factoriser X = 2*+az+b sur R. On supposera b # 0. D’apres
la démonstration ci-dessus il s’agit de trouver r et ¢ tels que simultanément

(1) :r*cosdp +arcosp +b=0 et (2) : r*sin* ¢ + arsing = 0.

1. Quelle conséquence entraine pour X le fait que sinp = 07?
On n’étudiera dans la suite que les situations ot siny # 0.

2. Montrer que pour ¢ # (k€ Z) on a

sin ¢ ot 1 — _é sin 4¢p

4
=} . .
" sin 3 a sin3p

En déduire que ¢ vérifie 'équation

a*sinp(sin 3¢)® = b3(sin 4¢)*.

3. Calculer sin 3¢ et sin4¢ en fonction de sin ¢ et cos .

. in3 ;. , .
Soit y = %’%—f Montrer que y vérifie I’équation

(3) o'y’ =0y - 'y + 1)~
Pour y # 0, posons z =y + % Montrer que z vérifie ’équation

at

(4) 23—-222~4z+8-—33—20.

‘ . at
Nous poserons dans la suite p = =
Montrer que y n'existe que pour z tel que |z| > 2.

4. Etudier les variations des fonctions 8, et § définies par
0r(z) =2"—22" —4z 4 8 et O(z) = 6:1(z) — p.

En déduire que dans tous les cas, I'équation (4) ne fournit qu’une valeur de z, donc
deux valeurs de y solutions de (3).

5. Factoriser sur R les polynomes
Xy=2"-92418; X, =2+ 52+ 5.
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Indications pour la solution

1.2. Le produit est égal a

z* sin ¢ + 2rz®[sin 2 — 2sin ¢ cos ] + r2z?[sin ¢ + sin 3 — 2 cos  sin 2¢]
+r22[sin 2p — 2 cos @ sin 3] + r sin 3¢

et l'on vérifie que les coefficients de z* et 22 sont nuls, et que :
sin 2¢ — 2 cos ¢ sin 3¢ = — sin 4.

Le produit est donc exactement égal & P(z).

3. Xsing = az*sinp + azsing + bsine.

Comme asing = —r® sin4¢p (relation (2))

et bsinp = —asinp(r cos ) — r* cos 4y sin ¢ (relation (1))
= r*cospsinde — r* cos 4o sing = r*sin 3.

On a bien X sin¢ identique & P(z).

4. Conséquence

Ou bien singp = 0

sir =0;b=0alors X = 2! + az = 2(2® + a)

sir #0 ¢ =kmcosp =F1;cosdp =1

done X s’annule pour z = rcosg = +r.

Ou bien sin ¢ # 0 alors P(z), donc aussi X est divisible par 22 — 2rz cos @+71%en
vertu de 1.2.

IL.1. La dérivée u'(¢p) = —4Rsindep — 77 sing est négative pour ¢ € [X; %’6—’-]
car sindp > \/1;|frsing| < |a| car R > 1 et 4Rsindp > 4R\/—% > 4la| car

R > /2(|a| + |b]). Par ailleurs

b
v) cos( ) }-z—?;>0

37 1 a b
u(—l——6 = —~R[+ Fcos(—-——-)+ 7 <0

toujours en tenant compte des hypotheses sur R. Donc u(y) continue, décroissante
d’une valeur positive & une valeur négative, s’annule une et une seule fois sur
(755 15)-

Le meme type de raisonnement s’applique pour les autres intervalles et les autres
propriétés.

I1.5. Supposons que U et T n’aient aucun point commun. Comme le point n° 0
est relié au point n° 8 (tous deux sur Paxe), le n° 1 est relié & un n° ny avecny < 7
le n° 2 est relié a un n® ny avec ny < n; done ny < 6le n° 3 4 un n° ns < ny donc
g S 3.

Alors le n° 4 est relié & un n° z par une courbe de T qui forcément coupe U.
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ITL.5. PourAl-—:L ~—97:+180nap 94-—-2
L’ equatlon (4) : — 22 — 42 + % 3% = 0 admet la solution z = donc y = 2 ou
Yy = qu1 donnent la factorlsatlon

Xy =2 - 92+ 18 = (2 — 3z + 3)(z® + 3z +6).

Pour X; = 2* + 5z 4+ 5 on a p = 5. L'équation (4) : 2% — 222 — 4z 4+ 3 = 0 admet
la solution z = 3 donc y = 3+2\/g = (\/5;” Y ouy= 3"‘2‘[5- = (\/52—1)2

Xo=2a*+524+5= (2% - \/_+5+\/—)(2 \/5x+5—2\/5)

ou

e

2: 2 3
X5 = (22 —2[cos g+cos —g]x+2[1+cos %])(:c2+2[cos —g—}-cos %]m)+2[1+c08 -571])




