SUR LES CONIQUES A CENTRE
TANGENTES AUX TROIS COTES D’'UN TRIANGLE

Jacques DAUTREVAUX
Comme nous 'annoncions dans le n® 73, M. Dautrevaux nous a fourni, a propos du probleme 25
de “A vos stylos”, une étude trés détaillée sur les centres des coniques tangentes a trois droites
données; il utilise deux méthodes (équations affines ponctuelles ou tangentielles).

Voici la partie de ce travail traitée par la méthode tangentielle. (Nous laissons aux lecteurs ’étude
ponctuelle analogue, nous contentant de l'indication suivante : écrive I'équation de la conique sous
la forme

ale — A+ 202 — My — p) +cly — > +d =0,

ot A et u sont les coordonnées du centre.)

1. GENERALITES

Solent dans le plan trois droites déterminant wn vrai triangle ABC. O un point
quelconque du plan. S'il existe une conique de centre O tangente a ces trois droites
elle T'est aussi a leurs symétriques par rapport a O, soit au total a six droites deux
a deux paralleles, formant une figure ayant un centre de symétrie O.

Inversement, s1 on se contente de cing de ces droites, il est clair que O est déterminé
comme centre de symétrie de I'ensemble des quatre droites deux a deux paralleles;
sous réserve que la cinquieme droite ne soit pas parallele a I'une des quatre autres
et qu’elle ne passe pas par I'un des points communs a deux quelconques des quatre
aufres, il existe une conique unique tangente a ces cing droites: cette conique a
naturellement pour centre O et elle est aussi tangente & une sixieme droite, la
symétrique de la cinquieme par rapport a O. Ainsi quil a été dit. le probleme
n'a pas de solution si trois de ces six droites sont paralleles ou passent par un
meme point. D’apres le mode de construction de cet ensemble de droites a partir
du triangle ABC, le premier cas d’exception ne saurait se produire, mals en ce
qui concerne le second on voit aisément que les points par o1t sont susceptibles de
passer trois droites sont les sommets 4. B. €' du triangle et que par suite les points
du plan a exclure pour le choix de la position de O sont ceux des droites joignant
les milieux des cotés du triangle ABC.

On en retiendra le résultat suivant :

Tout point O du plan non situé sur I'ue quelconque des droites passant
par les milicux des cotés du triangle ABC est le centre d'une. et d'une
seule conique tangente aux trois cotés de ce triangle,

Le probleme posé se résume done en un probleme de régionnenment du plan.
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2. ETUDE ANALYTIQUE

Le probleme posé étant d’essence typiquement affine, on rapportera le plan au
’*‘) . . . . ’

repere [A: ZAB AC, ce qui se traduit par un systeme d’axes de coordonnées

(Ax. Ay) dans 1equel les coordonnées de B sont (2,0) et celles de C' (0.2). On se

donne en outre le point O(\, ).

Dans ce repere les cing droites auxquelles doit étre tangente la conique cherchée
sont les droites d’équations :

r=0. =2\ y=0, y=2pu et ax4y=2

et leurs coordonnées tangentielles respectives [(u, v, w), triplet de réels non tous
nuls tel que I'équation ponctuelle de la droite s’éerive uz + vy +w = 0 — la droite
de coordonnées (0,0,1) est la droite de 'infini | sont :

(1.0,0), (1,0.—2\), (0.1,0), (0,1,—2u) et (1.1,-2).

L'équation tangentielle de la conique cherchée s'en déduit. car ces cing conditions

permettent le calcul facile des six coefficients homogenes non tous nuls de la forme
LN A2 ¢ : ¢ ¢ 2

générale p(u, v, w) = Au® + 2Buv + Cv? + 2Duw + 2Evw + Fu? = 0.

On trouve alors aisément -

AN+ = Tue + 2 uw + 2pvwe + w? = 0.

solt p(u, v, w) = 0, qui est I'équation tangentielle de I'unique conique de cente O
tangente aux trois cotés du triangle ABC.

On vérifie sans peine que la symétrique par rapport & O de la droite BC (d’équation
v+ y = 2) est tangente a cette conique car ses coordonnées tangentielles sont
(1,1, =2(A+p—1)) [obtenues a partir de I'équation ponctuelle x4y = 2(\ + 1)
de cette (h‘oit(?}.

Silu est une droite tangente a la conique, u. v et w vérifient olu,vow) =0
b

t les Comdonne(\s du point de contact. rendues h(nnooonos sont ¥ =

oL W)
i L= D \ . .
Folu,vow)et T = s=(u.v,w). SIT =0 le point de contact est & l'infini dans

\I

dw
ld dne( tion de vecteur directeur le vecteur de (*()11’11)0%2111“\&‘ (7.7). tandis que si
Z # 0 les coordonnées ponctuelles du point de contact sont + = . y = £
] ¢ O ‘ , D¢ E |
lex, [(»Z =4 A+ p— 1D +2\w, === HA = Du+ 200, et 5= = 20 u+ po+w).

Ce poim de contact est a I'infini lorsque ;L—(u cw) o= 0 soit lorsque \u+ o +w =
0, c’est-a-dire lorsque la droite ur + vy + Zz‘ = () passe par le centre O de la (()mquo
En effet, les seules tangentes & une conique dont le point de contact est & I'infini
sont les asymptotes d'une hyperbole.

S}
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Dans les autres cas le point de contact de la droite (u, v, w) avec la conique a pour
coordonnées ponctuelles :

20 4+ 0 — 1ie + Aw 200+ p— Dyu + pw

r= Loy =
AU+ pro 4w v Au A+ o 4w

Ainsi par exemple les points de contact de la conique avec les trois ¢6tés du triangle

sont :
droite AC': =0 (fu=10v=0w=0) By :ax=0.y= i(i\i%i—’
droite AB: y =0 (u=0,v=1w=0) Co:ia= M.y =0
"

2{p—1) _2(A—=1)
/\—HL—‘Z’y T A p—2

droite BC': v+ y=2 (u=1lv=1w=-2) Ay:z=

et on voit apparaitre des singularités lorsque A = 0, ou g = 0 ou A\ + pu = 2,
c¢’est-a-dire lorsque le centre O de la conique a été choisi sur 1'une des trois droites
portant les cotés du triangle : cette droite est alors une asymptote de la conique
obtenue, qui est nécessairement dans ce cas une hyperbole.

Nature de la conique

Elle est conditionnée par l'existence de tangentes passant par O. S'il en existe
deux, ce sont des asymptotes et on a affaire & une hyperbole: s'il n'en existe pas.
la conique est une ellipse.

L’équation tangentielle de la conique peut aussi s'écrive
AN+ = Dyue + (Au+ pe +w)? — (Au+ ) =0
soit. apres transformation :
2.2 ID) ! 2.2 ‘ ; ; V2
ATt = 220N + = 1) = ApJue + et = (Au+ pe 4w ) = 0.

Le triplet (w.v.w) représentant une tangente passant par O (de coordonnées
o \
ponctuelles (X, 1)) satisfait aux deux équations homogenes

Au A+ jir 4w =10
N = 22N+~ 1) — ApJue + 202 =0

Le discriminant de la deuxieme équation est :

RN+ =1 =] = N =N+ p =17 — DN+ —1) =
— A+ =1 Ap = A+ pu=1))= =4 A+ p—1)A—=1)(p—1)

A= 4\ = 1) = 1A+ —1)

s01t
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Selon le signe de A on obtient un régionnement du plan par les droites @ = 1,
y =1, 2+ y =1 qui sont les droites passant par les milieux des cotés du triangle

ABC.

\ Y
\\;@
y \\

x=1
® 51 A <0, il n'existe pas de tangentes issues de O. La conique est une ellipse. O
se trouve dans I'une des zones E du diagramme ci-dessus.

* SiA =0, c’est-a-dire si O se trouve sur 'une des trois droites (A'B'), (B'C"), (A'C")
formant la frontiere des zones précédentes, on est en présence de singularités.

® 51 A > 0, il existe deux tangentes distinctes issues de O (ce sont des asymptotes)
et la conique est une hyperbole. O se trouve dans I'une des zones marquées H.

L'équation tangentielle A*vu® — 2[2() + p — 1) — ApJuw + 0% = 0 représente deux
droites d’équation ponctuelle u(z —A)+v(y —p) = 0 ot u et v, satisfont la relation
précédente. L'élimination de w et v, par : u = k(y — pu),v = —k(z —\)ouk # 0,
donne alors par substitution :

pA = AP 420200 + = 1) = Apl(e = M)y — @) + Ay — p)? =0

qui est 'équation ponctuelle de 'ensemble des deux asymptotes de Ihyperbole
obtenue lorsque A > 0.
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Remarque : Lorsque A < 0, 'expression trouvée a la suite du calcul précédent
représente 'ensemble des asymptotes (droites imaginaires) de ellipse.
Dans tous les cas, on vérifie que I'équation ponctuelle de la conique cherchée s’éerit :

e = AP 22N+ = 1) = Mtl(x — My =)+ Ny - +A=0,

ce qui met en évidence le centre et les asymptotes (éventuelles).
Examen des différents cas

1) Cas singulier : A =0
Ce cas se produit lorsque A = 1 ou g = 1 ou A + p = 1. c'est-a-dire lorsque O
est choisi sur 'une des trois droites passant par les milieux des cotés du triangle

ABC.

o A+ =1.0 est un point de la droite (B'C')
L’équation tangentielle de la conique devient :

w(2Au + 200 + w) = 0.

La conique est dégénérée en deux points :

w = 0, équation tangentielle du point 4 (0,0)

2Au + 2pv 4w = 0, équation tangentielle du point A; (2, 24) situé sur la droite

d’équation @ + y =2 (car A+ p = 1) et il est clair que O est le milieu de A4,

o A =1ouu =1 ces cas se traitent de facon analogue. Donc :
Lorsque O est choisi sur I'une des droites (B'C"). (A'C") ou (A'B') contenant
les milieux des cotés du triangle 4BC, la conique est dégénérée en deux
points, respectivement 4, B ou C et son symétrique par rapport a O.

2) Ellipse : A <0

a) Domaine E; intérieur au triangle A'B'C".

Alors, 0 < A< L O0< pu<let 1< A+p<?2

Il s’ensuit que les coordonnées des points de contact A, By et Cy vérifient. comme
on s'en assure aisément :

—pour Ag:0< e <2et0<y<?2

“pour By 1 0 <y <2
—pour Cp : 0 <z < 2.

Ces points de contact sont donc situés respectivement sur les segments BC, AC

~J

et AB. Des lors. en vertu de la convexité de Uellipse. courbe fermée. celle-ci est
mtérieure au triangle ABC, aux cotés duquel elle est tangente en Ay, By, Cp. 11
s'agit done d'une ellipse inscrite dans le triangle.

b) Domaine Ea, angle extérieur de sommet A’

Alors, A > 1et u > 1.

On s’assure comme précédemment que les coordonnées des points de contact
:i(). BO* Cv() \'(él‘iﬁ@llt :

=pour 4y 0<r <2et 0 <y <2

=pour By 1y > 2

b
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= pour Cy : = > 2.

Ces points de contact sont situés respectivement sur le segment BC et sur les
prolongements du c6té opposé a A des cotés AC et AB. Une ellipse de ce type est
done exinscrite dans 'angle 4 du triangle.

De meéme pour les domaines Ej et E, définis de facon analogue.

Puisque les centres des ellipses forment les quatre domaines E;, E,, Ej et E,.. ceci
montre que I’ensemble des centres des ellipses inscrites dans un triangle
ABC est le domaine E; intérieur au triangle ayant pour sommets les
milieux des c6tés du triangle ABC'; I’ensemble des centres des ellipses
exinscrites dans Pangle 4, (respectivement B.() du triangle ABC est
le domaine E, (respectivement E,.E.) intérieur au secteur angulaire
extérieur au triangle A'B'C’, de sommet 4’ (respectivement B'.(").

3) Hyperbole : A > 0

On obtient dans le plan trois domaines Ha, Hb, He contenant respectivement les
points A, B, C. Par raison de symétrie, il suffit d’étudier I'un de ces domaines. Hb
par exemple, dans lequel on a :

A>lip<let Adpu>1.

Comme une hyperbole comporte deux branches. deux configurations sont possi-

bles : ou bien les trois points de contact Ay, By, Cy se situent sur la méme branche.
0- 0.0y

ou bien on a deux des points sur une branche. le troisieme sur 'autre.

Nous savons caractériser deux points situés sur une meéme branche d’hyperbole
par le fait que les tangentes en ces points se coupent dans la région du plan limitée
par les asymptotes contenant la courbe.

Par suite la disposition des trois points de contact Ay, By, Cjy sur une seule ou bien
sur les deux branches de I'hyperbole dépend de la position des points de concours
des tangentes en ces points par rapport aux asymptotes.

Les tangentes en By et Cy sont les droites AC et AB cui se coupent en A.
g 0 0 1 I

les tangentes en Ay et Cy sont les droites BC' et AB qui se coupent en B,

les tangentes en 4, et By sont les droites BC et AC qui se coupent en (.

e Les trois points de contact sont sur la méme branche d’hyperbole si, et seulement
si, 4. B, C' sont tous trois dans la région limitée par les asymptotes et contenant
la courbe;

¢ Deux des points de contact sont sur une branche d’hyvperbole et le troisieme sur
Pautre si, et seulement si. un seul des trois points 4. B, (' se trouve dans la région
limitée par les asymptotes et contenant la courbe, les deux autres se trouvant dans
Pautre.
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Pour un point M(z,y) du plan on pose :
FIM) =p*(z = N>+ 22 +pu—1)— M = My — )+ Ay — p)*.

La quantité f(M) s’annule sur les asymptotes de I'hyperbole. Elle prend la
valeur —A sur 'hyperbole puisqu’ainsi qu'il a été vu précédemment 'équation
de 'hyperbole s’écrit :

FIMy+A=0.

Par suite f(M) < 0 dans toute la région limitée par les asymptotes et
contenant la courbe.
Remarque : Ce résultat pouvait étre trouvé en I'absence des propriétés évoquées
ci-dessous, puisqu’on connait trois points situés sur 'hyperbole, les points Ao, By
et CVQ.

Choisissant By, puisque nous sommes assurés que A # 0 (car A > 1) dans le
domaine étudié on a :

* coordonnées de By : v =0, y = &yf:-l—l
* F(Bo) =N =22+ p— 1) = M2+ 2N+ p—1) — Ap)?

=M = 2\ 4+ p— 1) = Ap)?
=[A A+ 200+ 0= 1) = Ap[2A 0 — 2(\ + i — 1))
=4(AN+pu— D Apg—N=p+1)

soit f(Bg) =4A—=1)(pp—1)A+p—1)=—A < 0.

* Il en résulte bien que f(AM) < 0 dans toute la région limitée par les asymptotes
et contenant la courbe.

Discussion : Deux configurations sont possibles.
L- Ou bien Ag, By, Cy sont sur une méme branche d’hyperbole. Alors A, B. C' sont
0, Co \ :
tous trois situés dans la région limitée par les asymptotes et contenant la courbe.
Cette configuration est caractérisée par :
f(A). f(B). f(C) sont tous trois négatifs.

I1.- Ou bien Ay, By et Cy sont. deux d'entre eux sur une branche et le troisieme
sur une autre. Alors, des trois points A, B, C. 'un seulement est situé dans la
région limitée par les asymptotes et contenant la courbe. Cette configuration est
caractérisée par :

Seul I'un des trois nombres f(A), f(B), f(C) est négatif.

On calculera done f(A), f(B) et f(C). La caractérisation des configurations I et
IT se réduit alors a :

¢ On a la configuration II, si et seulement si un et un seul, des trois nombres
fLA), f(B) et f(C) est négatif.

¢ On a la configuration I si. et seulement si les trois nombres flA), f(B)et f(C)
sont négatifs.

(8]
~1
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1) Coordonnées de A :z =0,y = 0.
FIA) = N242% 4+ 20200 + o = 1) = ] + 2% = 20 + 20+ — 1) — Mg
FlA) = 4Ap(A + 10— 1).
2) Coordonnées de B :x = 2.y = 0.

f(B) = 2 (2= \)? = 2u(2 - M2 4 = 1) = M) + A p?
= 12X = 2)% + 4u(\ = 2)(\ + p— 1) = 20\ = 2)p% 4 A%P
=4 +4ph = 2)( A+ —1)

soit par un calcul simple :

F(B) = 4pu(X = D)\ +p — 2).

3) Coordonnées de C': v = 0.y =2
FC)=Nu? =202 = )2\ 4+ — 1) — A+ A2 = p)?
Un caleul analogue donne :

FC) = 4Mp = 1A + 1 = 2)

On note que :

FIAVABAC) = 640 1 (N + 5 = 22 (A = 1) — 1A + o — 1)
= —(4A (A + 11— 2))*A < 0 comme il était & prévoir

Le domaine H étudié satisfait a : A > 1.0 < 1,A + > 1. Il est partagé (voir
figure) par les droites y = 0 et @ +y = 2 en quatre parties notées @ . @ .
Dans les domaines @ et @ onapu>0dou f(A4) > 0. On a done alors la
configuration II.
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Eb

Dans les domaines (T) et ® ona:A+p<2don f(c) >o.

On a aussi la configuration II.

Dans le domaine @ onapu<OetA+p>2 Dou f(A) < Oet f(B) < 0: clest
la configuration I.

On subdivise donc le domaine Hj en deux parties : H; (limitée & la région (4) )
correspondant aux trois points de contact sur la méme branche, et Hy (réunion

des régions @ , @ et @ ) correspondant & deux points de contact sur une
branche et un sur Uautre.

Remarque : Dans la région (1) , on a f(B) < 0 : ce sont les points Ay et Cj
qui sont sur une branche d’hyperbole, By sur lautre.

Dans la région @ ,ona f(C) < 0: cesont les points Ay et By qui sont sur la
meme branche, C sur Pautre.

Dans la région @ ,ona f(A) < 0: les points By et Cy sont sur la meéme
branche, Ay est sur 'autre.

Une étude plus poussée permet en outre de préciser la position des points
de contact sur les cotés du triangle ABC, en utilisant leurs coordonnées déja
déterminées.

On raisonnera, ce qui n’est pas compliqué, dans la totalité de la zone (A4 p—
1)(pe— 1) < 0 (qui englobe aussi les régions Ey et E;).

1) Le point de contact By a pour coordonnées = = 0,y = 2% douy—2 =
D) =1
28
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SiA+pu—1<0alors g—1>0et donc A < 0.
SiA+pu—1>0alors p—1<0 et donec A > 0.
Ilenrésultey >0et y—2 <0 donc 0 <y < 2.
Dans tous les cas By est situé sur le segment AC.

2)\+Il—l

y=0dour—2 =
poo

2) Le point de contact Cy a pour coordonnées v =

aA—1
255

e SiA+pu—1<0alors gt —1>0eton se trouve dans Eb. Il en résulte 2 < 0 et
Cy se trouve sur la demi-droite Ax’.

e SiA+pu—1>0alors p—1<0douaussi A > 0.
- 510 < A <1, on se trouve dans E;. On voit que A —1 < 0, d'ott ;> 0 et on voit
que x >0 et v —2 <0, s0it 0 <a<2: Yy se trouve sur le segment AB.
~SiA>lonaiA—1>0
Ou bien 0 < g < 1 et on se trouve dans Hb, ou Hb,;

comme z — 2 > 0, Cy est situé sur la demi-droite Bz.
Ou bien p1 < 0 et on se trouve dans Hbj ou Hb;

comme v < 0, Cy est situé sur la demi-droite Ax’.

o ot d ot A oo dos 1 — 9 _t=1 — 5_A-1
3) Le point de contact 4y a pour coordonnées & = 2 g R 2 P

et, pulsque
r+y=2onazr—2=—y.

® SiA\+pu—1<0alors p—1>0 et par suite A < 0. On se trouve dans Eb et,
comme A+ —2<0onax<0et Ay est située sur la demi-droite €=,

e SiA+pu—1>0alors g—1<0etdone \> 0.
- S51 0 < A < 1 on se tronve dans F;. A\ — 1 < 0 entraine g > 0, et
Adtp—=2=A=-1)+(p—1) < 0donne » > 0 et y > 0, soit + < 2. On a
done 0 < < 2 et 4, se trouve sur le segment BC'.
~S1A>lonal—1>0
Oubien A+ 1 —2 < 0 et on se trouve dans Hb) ou Hby:;
onay<0donca>2: A4, est sur la demi-droite B>
Ou bien A + 1 —2 > 0 et on se trouve dans Hb, ou Hb;
onazx <0, et 4y est situe sur la demi-droite C'z'.

Les schémas ci-dessous résument les résultats obtenus sur la disposition des points

30
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ZI
z’ \% z' /y Yy
c C C
Eb Ei Hb
A B A B A B\
\\
, \ \
v z vy’ z y z
z )y Z\ y z' Y
C c C
Hb" Hb'2 Hb'3
¥ xl xl \
A B\ A B\ A B
\
y: z yl Z y' z

On pourra remarquer, ce qui ne présentait aucune évidence a priori, que les points
de contact situés sur une méme branche d’hyperbole se trouvent sur des segments
ou demi-droites contigués.

Cas particulier

Il a déja été noté que, si on choisissait O sur 'une des trois droites contenant les
¥

milieux des cotés du triangle, la conique correspondante était dégénérée en deux

points dont I'un est toujours I'un des trois sommets 4, B ou C' du triangle.

Mais trois autres sépératrices interviennent, qui sont les trois droites portant les
trois cotés du triangle ABC. Si par exemple on choisit O sur la droite AB on a
p = 0 et Péquation ponctuelle de Pensemble des deux asymptotes devient

4N =1z =Ny + 22 =0
soit y[A*y +4(\ — 1)(z — \)] = 0,

c’est-a~dire qu’on a effectivement une hyperbole dont I'une des asymptotes est la
droite AB. Bien entendu, si on choisit O en B, la conique de centre O (c’est-a-dire
B), tangente aux trois cotés du triangle est une hyperbole dont les asymptotes
sont les droites AB et BC', résultat au demeurant fort logique puisque dans une
conique, les tangentes passant par le centre sont les asymptotes (qui ne sont réelles

que si la conique est une hyperbole).
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» =

Régionnement complet du plan

En permutant circulairement les sommets A, B, C' aux deux autres secteurs angu-
laires, de sommets A'[(A 4+ p—1)(A—=1) > 0] et C'[(A—1)(pr — 1) < 0] les zonages
obtenus dans les secteurs de sommet B'[(A + p — 1)(e — 1) < 0] et Pensemble
recouvre bien le plan avec une partie commune E1.

Le zonage est représenté page suivante et doit étre lu de la facon suivante : si le
centre O de la conique est choisi :

— sur 'une des droites joignant les milieux des cotés du triangle ABC, la
conique est dégénérée en deux points dont 'un est 4, B ou C,

~ dans Et la conique est une ellipse inscrite dans le triangle;

~ dans Fa, Eb ou Ec la conique est une ellipse exinscrite;

— dans Ha, Hb ou He la conique est une hyperbole telle que les trois cotés
du triangle soient tangents a la méme branche;

- dans Hal, Hb,, Hc! (i € {1,2,3}) la conique est une hyperbole telle que
deux cotés du triangle soient tangents a une branche, le troisieme a lautre.
Pour ¢ = 1 les deux c¢6tés du triangle tangents a la méme branche sont issus
du sommet du triangle intérieur a la zone;

~ sur I'un des cotés du triangle, la conique est une hyperbole dont 'une des
asymptotes est le cotés considéré.

Dans les régions H' ou deux points de contact sont sur une branche et le troisieme
sur I'autre, les considérations précédentes permettent de déterminer dans chacune
des zones Hb} le point de contact isolé et par suite, par permutation circulaire,
dans les autres zones. Ce point est indiqué sur le régionnement.
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3. Approche géométrique

Une approche géométrique du probleme proposé, déja esquissée dans la partie
, est certaimement beaucoup plus mtuitive, mais la rigueur mathématique

n’est pas nécessairement au rendez-vous.

La conique cherchée doit étre tangente a six droites deux a deux paralleles, dont
trois quelconques d’entre elles ne sauraient étre paralléles ni passer par un méme
pomt, cet ensemble de six droites ayant un centre de symétrie O (centre de la
conique cherchée). La premiere exclusion ne saurait se produire, mais il est clair
que la deuxieme nécessite que O soit choisi en dehors des droites joignant les
milieux des cotés du triangle ABC.
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Les deux premieres paires de droites
paralleles se recoupent en définis-
sant un parallélogramme de centre
O, point imposé comme centre de
la. conique. On peut alors suppo-

ser, moyennant éventuellement des
symétries affines adéquates, que la
figure obtenue présente la disposi- /
tion ci-contre par rapport a la di-

rection Oz du troisieme coté, les
droites en trait plein étant les supports de deux des cotés du triangle, se coupant
en A et celles figurées en trait tireté étant leurs symétriques par rapport a O.

La troisieme paire de droites paralleles est formée de deux droites paralleles a
Oz, symétriques par rapport a O, dont I'une est le troisieme coté du triangle et
I'autre son symétrique par rapport a . Ces droites ne doivent pas passer par
un sommet du parallélogramme, et nonobstant cette restriction six configurations
sont possibles, représentées ci-dessous :

1)

Dans ces deux configurations, les six droites se divisent en deux groupes de trois,
chacun délimitant une figure convexe, les deux étant symétriques par rapport a O.
On se trouve la dans le cas de 'hyperbole dont une branche est tangente a deux
cotés du triangle, Uautre au troisieme coté.
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2)

Dans les configurations III et IV, les six droites délimitent un hexagone convexe de
centre O. On se trouve donc dans le cas de 'ellipse, inscrite pour I1I, exinscrite
dans Pangle A pour IV.

3)

/ / Ay
Ainsi qu’on le voit les configurations V et VIsont des cas d’hyperboles : hyperbole

dont une branche est tangente a deux cotés et U'autre au troisieme coté dans V,
tandis qu’en VI les trois cotés sont tangents a la méme branche.

Ces différentes configurations ont été établies, pour O donné, en fonction de la
disposition du coté BC (on s’est limité ici au secteur délimité par les demi-droites
AB et AC et a son opposé). Il faut les traduire par un régionnement du plan en
fonction de la position du point O par rapport au triangle ABC.

On voit que les conditions d'intersection font intervenir les trois droites A'B’,
B'C' et C"A" joignant les milieux des c6tés du triangle ABC. Ainsi, dans la
configuration I, O est en dessous de A’B’ et & droite de A’C’, donc intérieur
au triangle BA'C’. Les autres cas se verront facilement de facon analogue. On
obtient alors dans le plan un régionnement figuré ci-dessous, regroupant dans la
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portion de plan limitée par un surlignage les zones précédemment dénommeées
(voir fin du @ ): Ei,Ea,Ha,Ha, Hb|, Hb,. En permutant 4, B, (' de toutes
les facons possibles, on obtient (grace aux zones communes a deux ou plusieurs
découpages) un recouvrement complet du plan, reproduisant finalement le zonage

exposé a la fin de la partie

\\
\\\
™~ C

iy &

e : \“\‘\

\\ VA //C'\\;
/ N
/ S
/ ~

Par exemple, en laissant A fixe et en échangeant B et C on obtient les zones
Ei,Fa,Ha, Ha, Hc', Hcly et ainsi de suite.

On ne reviendra pas sur ce qui se passe lorsque O est choist sur 'un des cotés
du triangle mais la géométrie ne nous dit rien sur la dégénérescence de la conique
lorsque O est choisi sur I'une des droites joignant les milieux des cotés du triangle

ABC.
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