SUR LES POLYGONES ENTIERS OU RATIONNELS

Eugene EHRHART

Minkowski est connu surtout pour avoir introduit son espace-temps a quatre
dimensions, utile en théorie de la relativité. Mais vers 1900 il crée aussi de
toutes pieces la “géométrie des nombres”. De nos jours le jumelage fécond de
Parithmétique et de la géométrie s’est considérablement développé et s’appelle
maintenant I’ arithmo-géométrie. Elle a récemment donné naissance a de nombreux
fravaux.

Nous limitant en gros a la géométrie plane, nous abordons un chapitre de cette
jeune branche mathématique, qui s’occupe des systémes diophantiens linéaires ho-
mothétiques. Nous exposons quelques résultats essentiels, éclairés par des exemples
numeériques simples. Pour les démonstrations, trop longues pour figurer ici, on peut
consulter nos publications [1], [2] et [3].

Dans un plan rapporté a des axes orthonormés un point est dit entier ou ratronnel
si ses coordonnées sont des nombres entiers ou rationnels. Un polygone (convexe
ou non) est dit entier ou rationnel si ses sommets le sont.

I.— Polygones entiers

Un résultat classique est la formule de Pick :

p

ol 7 et p sont les nombres de points entiers intérieurs ou périphériques du polygone
entier P. Cette relation ramene la mesure de 'aire S de P a deux dénombrements.
Nous en avons déduit une formule qui ramene par contre un dénombrement & deux
mesures.

Soit P, le dilaté de P par rapport a 'origine dans le rapport n, entier positif.
Soient i,, et j, les nombres de points entiers de P, ouvert (sans le bord) ou fermé

(avec le bord). Alors
¢ , \
in :5”2‘5"+1 Jn = Sn% 4 g0+ 1(%)

(*) ou S est laire de P et ( la “longueur réticulaire” de son bord, obtenue en
comptant pour 1 la distance de deux points entiers consécutifs.

(*Y NDLR : Ona S=1i+ % —1=j- 121 — 1 dans une homothétie de centre O et de rapport n,
p—npet S—n’S.

1 i=S+4%4+1
n+ 1 j,L:S%+§n+1
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Exemple :
o
2
2X -Y >0 2Y-Y >0
X +Y <3n X+Y <3n
X —-Y <3n 0 3 % X ~Y < 3n
X+4+2Y >0 \ X +2Y >0.
-1

Le trinéme ¢, ou j,, donne le nombre de solutions entiéres du systéme strict ou
large :

) 9 5 ) 9 5

iy = §n2--2—n+1 In :5722+§7’L+1.

Pour tout polygone entier on a aussi

tg—213+1  Ja—251+1
2 2

Z

S =

II.— Polygones rationnels

P étant un polygone rationnel, le nombre 7, de points entiers de P, est alors un
“trinéme arithmétique” en n :

(1) iy = Sn? — bn +a.

S est encore l'aire de P, mais a et b peuvent présenter des “nombres périodiques”.
Un nombre de période 3, par exemple, s’écrit

a sin=1mod3
[a,b,c] =< b sin=2mod3
¢ sin=0mod3

St les droites supports de cotés du polygone sont toutes “réticulaires” (c’est-a-dire
passent par deux points entiers et donc par une infinité), le coefficient b dans (1)
est constant.

(**) NDLR :
p+1 J2=45+p+1
S—L+1 i=8+L+1
19— 241 41 jo—27141
done S = L__Q_'”li‘_ — /_2_27_1_1&_
2
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Exemple 1 :
P4
X>Y
X -+ Y < 2n 1 [1;1]
X +2Y > 2
243;
0 2 X

Le domaine primitif P; est un triangle, dont un sommet rationnel a pour dénomi-
nateur 3. Son aire est S = % et les supports des cotés sont des droites réticulaires.

Par suite 4, est de la forme (***)

2
%mm+mmﬂ

2) in =
(F55)

On dénombre directement 7; = 19 = 0,43 = 1,74 = 2. En écrivant (2) pour n de 1
a 4, on obtient quatre équations pour calculer b, a, #,~. D’ot

n? 2.2,3
= e 228

" 3

)

ou ||A]| désigne l'entier le plus proche de A.

La “loi de réciprocité” j, = i(—n) donne immédiatement le nombre de solutions
entieres du systeme large (les > remplacent les >) :

2T

vl

Exemple 2:

1 1:1)

X >Y
X <n (143
X +2Y > 2n

} (112:112)

0 1 2 X

(***) NDLR : On comprend mieux Papparition d’un nombre périodique dans I'expression quand
on réfléchit au fait que si d est le pged des sommets rationnels, alors le dilaté de rapport kd
(k € N) est & sommets entiers. On peut lui appliquer la formule de Pick.

Si on a toujours S, = n’S et p, = np, les formules trouvées dans le cas des polygdnes entiers
ne sont valables que pour n multiple de d sinon il faudra sans doute modifier le terme constant
ce qui fait apparaitre un nombre périodique de période d.
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Le domaine primitif est un triangle P;, dont deux sommets rationnels ont pour
dénominateurs 2 et 3, de sorte que le dénominateur de P est 6. Son aire est S = —11-2-
et les supports des cotés sont des droites réticulaires. Par suite le trinome ¢, est
de la forme

2

(3) in:?—bn+[al,ag,ag,cz4,a51a6].

On dénombre directement iy = iy = 13 = 14 = 15 = 0,76 = 77 = 1. En écrivant (3)
pour n de 1 & 7, on obtient sept équations pour calculer b et les six a,. D’ou

, n? —6n +[5,8,9,8,5,12] I
In = =

12

(n—3)°
12

Par la loi de réciprocité le nombre de solutions entieres du systeme large est donc

jo = 122

In =0T

Généralisation. Pour un polyedre entier on peut également calculer le volume V
par des dénombrements :

13 — 32+ 31y — 1

V =
6

Suivant que le polyédre est entier ou seulement rationnel les dénombrants v, et j,
sont des polyndmes ou des polygdmes arithmétiques débutant par Vn®. Ils vérifient
une “loi de réciprocité” élégante et efficace :

Jn = —i(=n)
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