EQUATIONS DIOPHANTIENNES

Marc HiNDRY (*)

INTRODUCTION

Si on se donne une équation polynomiale a deux variables P(x,y) = 0, on peut
considérer cette équation comme celle d'une courbe (C) dans le plan affine AZ.
La recherche des solutions en nombres rationnels se traduit par la recherche des
points a coordonnées rationnelles de (C). C’est un exemple fondamental d’équation
diophantienne.

Il est préférable, d’un point de vue géométrique, de se placer dans le plan projectif
P? (que l'on peut définir comme P’ensemble des droites de A* passant par l'origine).
Pour cela, si le polynéme P s'écrit &, ja; ja'y? et si d est son degré total, on
construit le polynéme homogene associé : P(X,Y,Z) = %, ja; ;] X'YIZ4777,

Léquation P(X,Y,Z) = 0 définit alors une courbe dans le plan projectif qui
contient d’ailleurs la courbe affine de départ mais a laquelle on a rajouté des
“points & 'infini” (les points de P? avec Z = 0).

L'étude diophantienne de ces courbes mélange arithmétique et géométrie. En
particulier, les travaux sont guidés par 'analogie entre corps de nombres et corps
de fonctions. Par exemple on construit @ a partir de Z et de méme on construit
C(T), 'ensemble des fractions rationnelles & coefficients dans C a partir de C[T]
lanneau des polynomes. Cette analogie féconde n’est d’ailleurs pas entierement
comprise bien que largement exploitée.

I.— GENRE D'UNE COURBE ALGEBRIQUE

Les points complexes du plan projectif P%(C) = {(X,Y,Z) € C* — {(0,0,0)}/
{(X,Y,Z) = (AX,\Y,\Z)} forment un espace compact et la courbe P(X,Y,Z) =
0 est également compacte. On est obligé de constater le conflit de deux vocabu-
laires : pour le géometre algébriste il s’agit d'une courbe alors que pour le géometre
différentiel c’est une surface de Riemann! Comme telle, ¢’est une sphere a ¢ trous.

On distingue trois cas selon que ¢ =0, g =1 ou g > 2.
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droite ou conique cubique quartique
dans P? dans P? dans P?

1) ¢ = 0. Voici deux exemples :

X24v:P-22=0(Cy)
X?4+Y?-322=0(Cy).

D’un point de vue diophantien, I’étude de ces courbes est bien comprise; on dispose
du théoreme suivant :

Théoreme : 51 (C) est une courbe de genre 0 alors ou bien (C) ne posséde
aucun point rationnel ou bien (C) admet une infinité de points rationnels que
lon peut paramétrer explicitement.

On peut voir aisément par une étude modulo 4 que la courbe C; ne posséde pas
de points rationnels (le point (0,0,0) est interdit!). Quant & la courbe C; on peut
la traiter de maniere arithmétique : on éerit Y2 = 72 — X% = (Z + X)(Z — X)),
on peut supposer que pged(X,Y, Z) =1 et on voit facilement que Z est impair et
X, Y de parités opposées. Quitte & échanger X et ¥ on peut supposer X pair et ¥’
impair. Ensuite si d = pged(X + Z,2Z — X)) alors d = 1. En effet d divise X + Z et
Z — X dont 2X et 27 et donc 2. Mais d = 2 est impossible car X + Z est impair.

Ainst Z + X et Z — X doivent étre des carrés et on obtient :

X = 1/2([]2 — Vz)
ou encore Y =UV

Z =1/2(U% +V?)

Z+X=U?
Z-X=V?

avec U et V entiers impairs premiers entre eux.

De maniere plus géométrique, si la conique C; posseéde un point rationnel A. le

) 1 )
faisceau de droites passant par A et de pente rationnelle recoupe la courbe en un
point rationnel et tous les points rationnels s’obtiennent ainsi :
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En prenant 4 = (1,0,1) et en coupant par la famille de droites Dy v
U(X — Z)+ VY =0 on retrouve les mémes solutions.

2) g = 1. Ici encore on distingue deux cas : ou bien la courbe n’a pas de points
rationnels ou bien elle en a un (au moins). Dans le deuxiéme cas il existe une loi
de groupe naturelle sur ’ensemble des points rationnels que 'on peut mettre en
évidence ainsi :

On démontre que ’on peut transformer la courbe pour obtenir une équation dite
de Weierstrass :

V27 = X3 +aXZ%+02°

avec 4a® + 27b% # 0. L’élément neutre est le point a l'infini ¢ = (0,1,0). On
construit le point P € Q ainsi : on trace la droite passant par P et Q (si P = Q)
on choisit la tangente en P & la courbe); elle coupe la courbe en un troisieme point
R. Le point P Q est le symétrique de R par rapport a I'axe des X. On peut
tracer la courbe affine (ot le point e est a l'infini) :

54

A

Q

Y

- m g .

(la loi de groupe sur la courbe y* = z® 4+ ax + b)

Il est facile de voir que les coordonnées de P () s’expriment rationnellement en
fonction des coordonnées de P et de (.
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Théoréme (Mordell 1922) Le groupe des points rationnels est de type fini;
¢’est-d-dire que toutes les solutions s’obtiennent & partir d’un nombre fini de
points par le procédé des cordes et tangentes.

Malheureusement on ne sait pas, a 'heure actuelle, trouver a priori les générateurs.

3) g > 2. Dans Darticle de 1922, Mordell avait conjecturé le théoreme suivant :

Théoréme (Faltings 1983). Soit C une courbe de genre > 2, alors elle posséde
seulement un ensemble fini (éventuellement vide) de points rationnels.

Exemple : pour n > 4 ’équation de Fermat X" + Y™ = Z" ne possede qu'un
nombre fini de solution. Malheureusement, on ne sait pas déterminer effectivement
les solutions dont le théoréme garantit la finitude. Une curieuse application est la
remarque suivante die & Heath-Brown : Soit F l’ensemble des entiers pour lesquels
le “grand” théoréme de Fermat est vrai alors si p est un nombre premier, il existe
mg (dépendant de p) tel que pour m > mg on ait mp € F. Moyennant quelques
calculs on s’apercoit que :

lim X! cardinal {n < X tel quen € F} = 1.

X —oc
C’est-a-dire : “le grand théoreme de Fermat est vrai avec probabilité un”.

II.- ANALOGIES ENTRE 7 et C[T].

Tout nombre entier non nul peut s’écrire (dans 7)

n=ept

my

...Dy

olt les p; sont des nombres premiers, les m; sont dans N* et ¢ vaut +1 ou —1.
De la méme facon tout polynéme non nul de C[T] s’écrit : P = epi™ ...p*" ou les

p; sont des polynomes unitaires du premier degré p; = T — «;, les m; sont dans
N* et ¢ est une constante non nulle.

Sur Z on dispose de la valeur absolue usuelle que nous notons |n|.. On peut aussi

définir pour chaque p un ordre de divisibilité

ord,(n) = max{m/p™ divise n}.

Sur C[T] on dispose du degré noté deg et pour chaque o € C de lordre de
divisibilité

ords(P) = max{m|(T — a)™ divise P}.

Pour un entier nous avons la formule du produit :

log [n]se — Z ord,(n)logp = 0.
P
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Analogue de celle valable pour les polynomes :

deg(P)— > orda(P) = 0.

o4

Si l'on pose |n|, = p~ o' (W) 1 formule du produit s’écrit
Z log [n], =0
v

ou v est soit le symbole oo soit un nombre premier. Dans Z, sauf pour v = co on a
o+ bl < masx (|aly, [bl,)

ce qui montre que |.|, est une norme ultramétrique. Par contre dans C[T], la
relation d’ultramétricité est vraie méme pour le degré. En fait on peut interpréter
le degré comme 'ordre en un certain point en se placant sur la droite projective
P! = CU {oo}. Alors deg(P) = orde(P).

On trouve ainsi certaines limites aux analogies. En fait on peut dire que travailler
sur Z est plus difficile que sur C[T.

La théorie de schémas de Grothendieck permet de considérer P = {p premier}
comme les points d’'une courbe appelée le spectre de Z, mais les recherches dues
notamment a Arakelov permettant de travailler sur l'objet P U {oc} sont encore
bien incompletes!

III.— THEOREME DE FERMAT POUR LES POLYNOMES

Nous choisissons d’illustrer la puissance que donne d'une part 'ultramétrisation
et d’autre part l'existence d’'une dérivation dans C[T] en donnant la preuve du
théoréme suivant, ot r(P) désigne le nombre de racines distinctes d’un polynome

P.

Théoréme (Mason) Si P+ Q + R =0 oi P,Q, R sont des polynémes non
constants premiers entre euz de C[T] alors :

max(deg P,deg Q,deg R) < r(PQR) — 1.

Voyons d’abord comment ce théoreme entraine “Fermat pour les polynémes”.
Supposons que A, B,C soient des polynémes non constants premiers entre eux
tels que :

An _+_ Bn + Cvn — O

alors comme deg A" =ndegAet r(A")=r(A)on a:
n max(deg A,deg B,deg C') < r(ABC)—1<deg A+ degB +degC —1
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ce qui est clairement impossible dés que n > 3 puisque par hypothese deg A >
1,deg B >1,degC > 1.

Venons-en & la preuve du théoréme, écrivons :

P(T) = aoIl’_ (T — ;)" avec donc p = r(P)
Q(T) = BoIli_, (T — Bi)™ ¢ =r(Q)
R(T) = 301l (T — 7)™ s=r(R).

Considérons alors le déterminant A = lg gi] Il est clair que deg A < deg P +
deg @ — 1 et il est facile de voir que A est non nul. D’autre part II7_, (T — o)l
divise P et P' et donc A. De méme II¢_ (T — ;)™ ! divise Q et Q' et donc A et
de méme H?_ (T — ;)™ 1 divise R et R’ et donc A.

-Q-R-Q'-R'y _ R R
7o e I=lg ol

Par suite, comme les trois produits sont premiers entre eux, on obtient que A est

Pour ce dernier pas, observer que P = —@Q — R donc A =

divisible par
T, (T — @)=L, (T — Aoy L, (T — 7)™
d’ot une inégalité de degré
(deg P —p) + (deg Q — q) + (deg R — s) < deg P+ degQ — 1

dotdegR<p+qg+s—1=r(PQR)-1.

En procédant de méme avec P et (} on obtient I’énoncé du théoreme.

L’analogue immédiat sur Z serait de penser que si a+b+c = 0 avec pged(a, b, c) =1
alors max(|al, |b|, [¢]) < constante xr(abc) avec

Y

r(abe) = Ip
/!
p premier

p divise abe.

Ceci est faux (voir 'exposé Oesterlé a Bourbaki) mais on peut conjecturer avec
Oesterlé et Masser.

Conjecture a - b - ¢ (Oesterlé-Masser).
Il existe deux constantes v et § telles que st a + b+ ¢ = 0 avec pged(a,b,c) = 1

alors
max(|al, |], ¢]) < ~yr(abe)® ?

Une preuve de cette conjecture serait un grand progreés; par exemple il est facile
d’en déduire le théoréme de Fermat asymptotique (id est pour n assez grand).

NB : Apres cet exposé, Wiles a annoncé le preuve de la conjecture de Tariyama-
Weil qui entraine Fermat. Cela donne de I'espoir de démontrer la conjecture a—b—c
(affirmation optimiste bien str).
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AUTO-REFERENCE!

Le contraire du vrai peut étre vrai comme le montrent les deux phrases suivantes :
@,

Cette phrase comporte ezactement diz lettres “e
Cette phrase mne comporte pas ezactement diz lettres “e”.

De méme le contraire du faux peut étre faux comme le montrent les deux phrases

suivantes :
§oo»

Cette phrase comporte exactement treize letires “e
Cette phrase ne comporte pas ezactement treize lettres “e”.

Deux expressions contradictoires peuvent étre vraies simultanément :

Cette phrase comporte ezactement diz lettres “e”.

Cette phrase comporte exactement onze lettres “e”.

Ou bien encore fausses simultanément :
Cette phrase comporte ezactement douze letires “e”.

Cette phrase comporte ezactement treize letires “e”.
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