SUR LES CARRES DANS CERTAINES SUITES DE FIBONACCI

Maurice MIGNOTTE (*)

Résumé.— Chacun connait la suite de Fibonacci 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,
89, 144...En 1964, J.H.E. Cohn a démontré que les seuls carrés de cette suite sont
0,1 et 144, démonstration que nous reproduisons au ler paragraphe.

La suite de Fibonacci vérifie la récurrence F,, = F,,_1 + F,,_, pour n > 2. On
considere ici les suites u, = u,(a) définies par up = 0,u; =1 et u, = aup_1—Up—2
pour n > 2, ol a est un entier > 3. (On notera que u,(3) = Fy,.) Nous montrons
que pour a > 4, alors u, n’est ni un carré, ni le double, ni le triple d’'un carré, ni
six fois un carré pour n > 3, sauf si @ = 338 et n = 4. Ce travail a été réalité en
collaboration avec A. Petho.

Dans toute la suite, on notera par [J le carré d’'un entier non nul. Les lettres p et
q désigneront toujours des nombres premiers.

0.— Rappel sur les suites récurrentes linéaires sur deux termes

e On définit une telle suite par

Up = @ Up—q — b Uy—2, pour n > 2,
ug, up donnés,

a et b dans C.

On démontre que si a et 3 sont les racines complexes de 'équation (dite équation
caractéristique) r? = ar — b alors Pensemble des solutions est donné par :

a)sia# B :u, =Aa"+ B " A et B étant obtenus a l'aide des conditions
initiales ug = A+ B et u; = Aa + Bj;

bysia =8 :u, = (An + B)a™, avec, pour les conditions initiales ug = B et
P 3 Y

uy = (A+ Bla.

e Dans le cas particulier ol a et b sont entiers : avec A, discriminant de I'équation

caractéristique, positif (a> — 4b > 0) on a : a = *£ 2 et f= i‘——'izl/——g

n — n
Siwug = 0 et uy =1 on trouve alors u, = = 8% L’exemple fondamental est alors
0 a—f3

la suite de Fibonacci : F,, = Fo,_y + F,,_», Fy, =0, I} = 1.

Siuy =2 et u; = a on trouve alors u,, = a" + J". L'exemple fondamental est
alors la suite de Lucas : L, = L1 +Lp_o, Ly =2, Ly = 1.
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e Voici les premiers éléments de ces deux suites :
F,:0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144 ...
L,:2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,199,322...

Ces suites présentent des propriétés remarquables dont voici les plus utiles pour
le présent article :

L} —5F% = (-1)"4
Lym — L12n = (f“l)mﬂz
Fom = FnLnm
2Lty = 5FnF, + L L,

2Fmip = FuL, + L F,

dont les démonstrations sont immédiates en remplacant F), et L, par leur valeur
[( 1+2\/5)”—( 1_2\/5)"]——% et [( 1+2\/§ ) +H( 3"2‘/5)”]. Ces formules permettent

de donner un sens a F, et L, pour n négatif.

respective

1.— Les suites de Fibonacci et Lucas

Nous allons d’abord montrer que les seuls carrés de la suite de Fibonacci (F},) sont
0, 1 et 144 et que les seuls carrés de la suite de Lucas sont 1 et 4.

Modulo 4, ces deux suites sont de période 6 :

n 0 1 2 3 4 5 6 7
F,mod4 O 1 1 2 3 1 0 1
L,mod4 2 1 3 0 3 3 2 1

De la relation L2 — 5F2 = (—1)"4 et de la table ci-dessus, on déduit que

[ 1, sin# (mod3),
(Fn Ln) = {2, sin = (mod 3).

a) Considérons d’abord la suite de Lucas. La relation Ly, = L%, —2(—1)™ montre
que L, ne peut étre un carré lorsque n est pair. Supposons donc n impair. On
peut se limiter & n > 0, sinon L, est négatif. On supposera de plus n > 5 (on
notera que L; = 1 et Ly = 4 sont des carrés). On peut écrire n = ¢ + 2tk, avec
t=23". k>0, k=22 (mod 6), ce qui prouve que k est pair, et enfin ¢ =1 ou 3.

Les formules
Lok = 5FmFop + LinLoy = 5FFi Ly 4+ Lyy(Li — 2) = —2L,(mod Ly)

jointes au fait que Ly est impair [puisque k = £+2 (mod 6) implique L; = 3 (mod
4)] montrent que, par simplification par 2 :

L,=Leyyy=-L.=—-1ou —4 (mod Ly).

o
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Si L, est un carré, alors -1 est donc un carré modulo L, mais, comme Ly = 3
modulo 4, ceci est impossible. Donc L,, ne peut étre un carré pour n > 5.

b) Passons maintenant a la suite de Fibonacci.
e Sin =1 (mod 4). Supposons n # 1 (sinon F,, = 1 est un carré). Comme plus
haut, écrivons n = 1 + 2tk, avec t = 3" et k = £2 (mod 6). Les formules

OFyok = FpLog + Ly Fop = Fop(L} — 2) + Fy Ly L,,, = —2F,, (mod Ly)

et le fait que L est impair, impliquent

F, = -1 (mod Ly).

Comme nous 'avons déja vu, cette congruence implique que F;, n’est pas un carré.
¢ Si n = 3 (mod 4), le changement de n et —n nous ramene au cas précédent.
o Si n = 2m est pair, alors F,, = F,,L,, = [ et on peut supposer n > 0.

e Sim # 0 (mod 3) on a (F,,,Lp) = 1et donc F, = et L, = [, ce qui
impose m = 1 ou 3; le seul carré pour F), est 1.

e Sim =0 (mod 3)ona (Fn,Ly)=2etdonc Fj, = 2y? et L,, = 2z%. Si m est
impair, on a z* — 5y* = —1, ce qui est impossible modulo 8. Si m = 2m/, alors
Foy Ly = 2y%. Sim' est impair, on a F,y =2 et L,y = O, done m' =1 ou
3; dout F,, = 1 ou 144. Si m/ est pair alors F,, = Oet L,y =20 ...0n voit
ainsi que les nombres de Fibonacci d’indices n/4, n/16...sont des carrés. Mais,
comme Fy et Fyg ne sont pas des carrés, ce dernier cas est impossible. [Il n’est pas
nécessaire de calculer Fyg : si Fyg = [0 alors Fpy = 2 O, puis Lo = 2 [, mais
ng - 322]

Nous avons donc démontré le résultat suivant di & J.H.E. Cohn, [C].

THEOREME 1.~ Les seuls carrés de la suite de Fibonacci sont 0, 1 et 144, tandis
que les seuls carrés de la suite de Lucas sont 1 et 4.

2.— Enoncés des nouveaux résultats

. . . o
Soient a et b deux entiers non nuls premiers entre eux. On suppose A = a* —4b > 0
et on pose

P 5 T T3 JA

o = ,up = a"+8" (nentier > 0).

a+\/£8 a,m\/Z‘ ﬁa”-——ﬁ"_a”—ﬁ”
2 o

Récemment, McDaniel et Ribenboim [McD-R] ont étudié les carrés et les doubles
de carrés parmi les valeurs des suites u et v. Ils ont démontré des résultats tres
précis qui impliquent en particulier I'énoncé suivant.

THEOREME 2.~ S7 a et b sont impairs et premiers entre euz et s1 u, est un carré
ouw le double d’un carré alors n < 12.
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Dans ce travail, nous ne considérons que le cas ou b = 1 (1), mais nous supposons
a quelconque et nous indiquons une méthode pour démontrer le résultat suivant.

THEOREME 3.~ Soit a un entier > 3, et soit A = a?> — 4. Nous posons o =
(a + \/E)/Z et f = (a — \/Z\_)/'Z, et nous considérons la suite de Fibonacer
U, = up(a) = (" — p™)/(a — B). Alors, pour a > 4, u, n'est ni un carré, ni
le double, ni le triple d’un carré, ni siz fois un carré pour n > 3, sauf st a = 338
etn = 4.

Dans la suite de ’article, nous nous proposons de donner les principales étapes de
la démonstration sans entrer dans tous les détails techniques.

3.— Réduction au cas d’un indice impair

Lemme 1.- Soit p > 5 un nombre premier. Alors, tout diviseur premier de u, est
> p. De plus, st pluy, alors p divise A.

Schéma de la démonstration : Si ¢ est un diviseur premier de u, alors ¢ ne divise
pas u, pour 0 < n < p. De plus, p divise ¢+ (—‘q}-) (2), donc g > p—1. Ainsi ¢ > p,
avec égalité seulement si ¢|[A. CQFD

Si p est un nombre premier et x un entier non nul, on désignera par w,(z) le plus
grand entier k tel que p* divise .

Lemme 2.~ Soit m un entier dont le plus grand diwviseur premier est ¢ > 3. Si

Uy = O ou20 ou3 O oubl, alors ug = O ouuge = 0.

Schéma de la démonstration : On remarque d’abord que u, est impair et que
Ug U

Soit r un diviseur premier de u,. Soit s = w,(u,) (3), alors retly, si, et seulement
s1, rqjn. D’apres le Lemme 1, r > ¢.

. _ _ . . Lo
Sir > g, alors w,(um) = s et s est pair. Il s’ensuit que u, est un carré si ¢ fA.

Reste le cas ou ¢|A et ol u, n'est pas un carré. Alors w,(u,) est impair et
wy(u,2) =14 w,(u,) est pair. Les autres diviseurs de u,2 sont > ¢ et 'argument
g2 est un carré. CQFD

Lemme 3.— Soient a > 3 et m = 233" avec s,t > 0 et s+t > 2. Il existe alors un
nombre premier p > 5 tel que wy(uy, ) soi1t impair, excepté pour a = 338, m =4 et
Uy, = 62142 et pour a = 3 et m = 6, auquel cas u,, = 122,

précédent montre que u

Démonstration : Plus tard, nous démontrerons que l'assertion est vraie pour
m = 4,6 et 9. Supposons qu’elle soit vraie pour toutes les paires (s,t) avec
2 < s+t < S Solent s et t tels que s +1 = S et soit m = 2°3". Si s > 0
soit m' = m/2, sinon soit m' = m/3. Dans le premier cas, Uy, = Uy Uy, tandis
que U, = um/(vfn, — 1) dans le second cas (ces deux formules sont immédiates en

(1) On notera qu’alors v et 3, solutions de 'équation caractéristique, sont inverses I'un de l'autre.
(2) Le symbole (%) est le symbole de Legendre, caractére quadratique de z modulo ¢.
(
-

3) Si r est un nombre premier et z un entier non nul on désigne par w,(x) entier h tel que
]"[m et rhtl Az
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utilisant les définitions de u et de v).

L’hypothese de récurrence prouve qu’il existe p premier > 3 avec w,(uy,, ) impair.
Comme (U, V) =1 0u 2 et (umr,vfn, —1)=1o0u3,onaw,(tm)=wy(tn)et
I’assertion est démontrée pour la paire (s,t) considérée.

Considérons d’abord le cas m = 4.

Siug = O alors a(a® — 2) = [. Si a est impair, (a,a? —2) =1et a®* —2 = [,
ce qui est impossible. Si a est pair alors a = 222, a* — 2 = 2¢y%, donc 22 — 1 = y?,
et Ljungreen [L] a montré que ceci implique (z,y) = (1,1) ou (13,239). Donc
a = 338.

On a toujours vy # O, de plus v4(338) # 2 0, donc un,(338) # O et # 2 0 pour
s > 2. On constate que wy13{u12(338)} = woeo1{us(338)} = 1.

Siuy = 2 O, a doit étre pair. Et on a a = O, a*> — 2 = 2 [J, soit a = 422 et
162* — 2 = 2y? : impossible modulo 8.

Siuy =3 0 ou 6 O alors, comme uy = a(a? —2),ona3laet a> —2= ou 2.
Il est clair que la premiére relation est impossible, et la seconde est impossible
modulo 9. D’ou le résultat pour m = 4.

Supposons maintenant que ug = 0,2 0,3 [J ou 6 L. Il est facile de voir que

wg = uz(vi — 1) = (a®* = 1)(a® = 3a + 1)(a® — 3a - 1).

Le nombre vZ — 1 est toujours impair.
3

. 5 . . . P
Si 3la alors (us, vy —1) =1 et 3 fug, donc, si ug = O alors uz = O et siug = 2 [J
alors v3 = [, ces deux cas sont donc impossibles.

Sia=1mod 3 alors ni 2, ni 3 ne divisent ¢® —3a+1et a® —3a+ 1= [ est
impossible modulo 3, il existe donc p premier > 3 avec wy(a® — 3a + 1) = wy(ug)
impair.

Sia = —1mod 3 alors ni 2 ni 3 ne divisent a® —3a —1. L’équation a®> —3a—1 = 22
impose a = 1 mod 4. Si a® — 3a + 1 = y? alors 2% — y? = 2, ce qui est impossible.
Donc a® — 3a + 1 = 3y?, et ainsi (%) = 1. Mais, puisque ¢ = 1 mod 4, on a
(2)=(%4)=(5) = —1: contradiction.

Enfin, supposons que ug = [, 2 [, 3 [0 ou 6 . Notons que ug = uzvsg et
2 2
uz =a” — 1,v3 = a(a”® — 3).

Siug = Oalors us = 20et vy = 2. Donc a impair, a? —1 = 222, a(a®—3) = 2y2.
Ce qui donne a = 322 et a> — 3 = 6t2. D’ou les conditions 9z* — 1 = 227 et
9z%* — 3 = 6t2. On a la solution évidente z = 1, le lemme 4 ci-dessous montre que
c’est la seule. Ainsi, a = 3. On constate que wr{u12(3)} = wir{u1s(3)} = 1.

Si ug = 2 O alors ugvy = 2 [0, avec uz # U, donc vy = 0O, ug = 2 [ et
a impair. Comme vy = a(a®? —3) et que > —1 =20, ¢* =3 # 20, on a
a=32%2a> -3 =92*—-3=3t20:* — 1 = 222, Modulo 5, ceci implique z Z 0 et
done 2* = 1, puis 6 = 3t%, ce qui est impossible.
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Restent les cas ug = 3 [ ou 6 L.

e v3 = [Jimplique a = 1. Dans ce cas 3jug, ainsi 3 fu et donc 3 fvz. Donc a = [J
et a® —1 = [, ce qui impose a = 1.

e u3 = [ n’est possible que pour a = 1.

o vy =2, uz3 =3 O ou us = 6 [J ne peuvent avoir lieu que pour a = 2. En effet
3 , U3 3 q

3 Ja, et donc a® —3 = [ ou 2 0. La premiére équation possede la solution unique

a = 2, la seconde est impossible modulo 3.

e uy = 222 vy = 3 [0 ou 6 [J. Alors a est impair et divisible par 3. Donc
ws(a? —3) = 1 et a = y% On aboutit & équation y* — 22* = 1 qui, d’apres
Ljungreen [L], ne posséde que la solution triviale y = 1. On constate que
wr{u12(3)} = let que uys = ug(vg—1) = ugx 103683, o1 103683 = 3x17x19x 107.
Ce qui achéve la démonstration du lemme. CQFD

Lemme 4.— Le systéme d’équations en nombres entiers positifs
327 ~1=2Y%et 92> —1=2X"

n’a que la solution banale Z = 1.

Démonstration : La premicre équation implique 6Z% —(2Y)? = 2. Or dans l’anneau
Z{\/é], 2 admet la décomposition : 2 = (5 — 2\/6)(2 + \/6)2 ot 5 — 26 est une
unité (4) et 2 + V6 est un élément premier. Or dans cet anneau toutes les unités
sont de la forme +(5 + 2v/6)F, k € Z. Par suite la premiere équation s'écrit aussi

(VBZ +2Y)(V6Z —2Y) = (2 + vV6)2(5 + 2v6) ™!
et donc il existe un entier s € Z tel que
oV +V6Z = (2 +V6)(5 + 2V6)*

et par conjugaison 2Y — V6Z = (2 — \/6)(5 — 2\/6)8 ce qui conduit a

_ 24+ VB)(5 +2V6) — (2 - VB)(5 — 2V6)°

z
26

De la méme facon avec la seconde relation, en se placant dans l'anneau Z[\/E] ou

les unités sont de la forme +(3 + 2\/5)" on trouve:

37 +V2X = (3+2V2)
et 37 —V2X =(3-2V2)"t €1,

(4) dans un anneau une unité est un élément inversible.

6
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7 = (3+2vV2)' +(3-2/2)"
- 6

ce qui conduit a : . L’égalisation des deux expressions

permet d’écrire :
(34 V6)(5 +2v6)" _ 14 (3 —2/2)*
(3 + 2V/2)! 14 (5-2V6)(5 —2V6)%

Il en résulte que la quantité
A = slog(5 + 2v/6) — tlog(3 + 2v/2) + log(3 + V/6)

vérifie |A| < 4(5+2v/6)72%. Une application de I'estimation de M. Waldschmidt [W]
fournit la borne ¢t < 10?!. Ensuite, on procéde comme et Davenport en [B-D] : une
premiere application du lemme ci-dessous avec ¢ = 337472905923410699064273181
conduit & la nouvelle borne # < 30. En choisissant cette fois ¢ = 264 on trouve
t < 4. Puis on vérifie que la seule solution est t =1, d’ou Z = 1. CQFD

Lemme 5.— (Baker-Davenport, [B-D]).~ Soit ¢ = a1&1 + &2 + az, ot les a; sont
entiers, 0 < a; < B, et les & réels, tel que || < e, X > 0. Soit ¢ un entier
posutif tel que |qp| < 1/q et € = ||¢&a|| — B/q > 0, alors a; <log(g/e)/A (ou ||z]|
est la distance a Uentier le plus proche).

4.— Principes de la démonstration du théoréme
4.1. Etude de certaines unités
Les racines du polynéme X? —aX + 1 sont a et 3. On considere le polynoéme

X* 4+ AX? — A dont les racines sont 6 = iv/aVA, —6, 6; = 1/BVA et —6;.

Le corps I{ = Q(6) est un corps quartique ou les conjugués de 8 sont —6,6; et
~6; et qui admet exactement deux plongements réels. D’apres un théoreme de
Dirichlet (voir, par exemple, [P-K]), le rang du groupe des unités de I est donc
égal a deux. On remarque que «a et ¢ = 1 4 8 sont des unités de I (c’est-a-dire
des unités de I'anneau des entiers de I{).

On peut montrer que {«, £} est un systeme fondamental d'unités de 'anneau Z[6)].
4.2. Utilisation de la théorie de Baker

Supposons que le nombre u,, = (o™ — ")/(a — ) soit le carré d’un entier z, alors
a1l = av/Az? + a™. Lorsque n est impair, n = 2m + 1, cette relation implique

a?(m—*—l) — (GQT + ,Bm)(—gl + /3m)
donc fx + ™ est une unité. D’ou l'existence d’entiers u et v tels que
Oz + B™ = B4, —fx + " =370 b +a" =a el et — b+ =ate).
En eliminant = entre ces relations, il vient

015" (" — &™) = Ba (e} — &),

T
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D’ou Pon tire facilement

-1 log 2 -1 log 2
une l <1 _ % ) et m=~ 0 (1 + 08 )
2 log a 2 log a

Il existe un entier k tel que
A =vlog(e/é) — ikm

vérifie [A| < 438%™ Par ailleurs, en utilisant les résultats de [M-W], on peut minorer
la “forme linéaire” |A| par

|A] > exp(—270 x 2* x log(a?) x (7.5 + logv)?).

Il en résulte que v <V = 1.1 x 10%. En développant log(¢/&), on obtient

2v 1 1
A=i ( I T I _.;,3).
T\ TS <9 + 362 +)
On voit que pour v = k on a |A| > 1/(2a), ce qui contredit la majoration précédente
de A; on a donc v # k, ce qui implique |[v| > 7(a — 4)/2. Par ailleurs, |v| > 1.9m
pour a > 700000. Donc a < 800000.

Un caleul sur ordinateur montre que |[A] > 3a¢™3v™? pour 16 < a < 800000 et
0 < v < V. Pour ces valeurs de a, il s’ensuit que I'on a v < 5. Dot a < 7 :
contradiction.

Pour 4 < a < 16, on a [A] > 1/(27000%) 51 0 < v < V. D’ott v < 15, puis m < 9,
et une vérification directe montre qu’il n’y a pas de solution.

Le théoréme est alors une conséquence directe des lemmes 2 et 3. (On peut
2 . . 4
remarquer que uz = a° — 1 n’est jamais un carré.)
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