A VOS STYLOS

PROBLEME 25
Enoncé

Etant donné un triangle, trouver tous les centres

a) des ellipses inscrites dans le triangle,

b) des ellipses ex-inscrites dans le triangle,

¢) des hyperboles dont une branche est tangente aux trois cotés du triangle,

d) des hyperboles dont une branche est tangente & deux cotés du triangle et 'autre
branche au troisieme.

Solution

M. Dautrevaux nous a fait parvenir deux solutions tres completes et détaillées,
qu’il nous a promis de synthétiser en une véritable petite monographie sur les
coniques & centre tangentes aux trois c6tés d’un triangle. Nous espérons étre en
mesure de vous en faire profiter deés le prochain numéro.

Voici en attendant une trés élégante solution de M. Renfer (Strasbourg), qui se
situe dans le cadre de la géométrie projective.

I.— Détermination du centre d’une conique tangente aux droites du
triangle

Pour obtenir des calculs élégants et symétriques, on plonge le plan affine dans le
plan projectif.

On choisit le repeére projectif de sorte que les sommets A, B,C ailent pour
coordonnées homogenes (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) respectivement et que la droite
de 'infini ait pour équation : z +y + z = 0.

Une conique a une équation du type :

a'z? + Vy? + 2% + 2ayz + 2bza + 2cay = 0.

Si elle est tangente a la droite (AB), d’équation z = 0, elle a un unique point
d’intersection avec cette droite, donc : ¢* — a'b’ = 0 (c’est le discriminant de
Iéquation : a'z? + b'y? + 2cxy = 0). En utilisant les relations analogues avec les
tangentes (BC) et (CA), on obtient : a'a® = b'b* = ' = d'l'¢.

Si la conique est non dégénérée, le produit a'b'¢’ est non nul; car si @, par exemple,
était nul, alors b et ¢ seraient nuls aussi, ainsi que le déterminant de la matrice de
la conique, dont la premiere ligne est (d', b, ¢).

Quitte a diviser tous les coefficients de I'équation de la conique par la racine
cubique de a'b'¢’, on peut donc supposer a'b'¢’ = 1. K

Alors : a' = & b = 45 ¢ = &% avec abe = 1.
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On peut exclure le cas : abe = 1, qui correspond a une conique dégénérée, car, en
multipliant la premiere ligne de son déterminant par a, sa seconde ligne par b et
sa troisitme par ¢, on obtlent :

L, 111

AR B R

[ B2 a | = = -§ 21 =0

b o % i1 1

c? a b ¢
Au contraire si abec = —1, alors la conique est non dégénérée, car :
1 . B et § - —
a? g b ST T 1 ! ! !
c = a|l=|= + =|=—|-1 1 =1|=4
g o4 b abe
boa L] |22 1 S R |
C a [

Le centre d’une ellipse ou d’une hyperbole est le pole de la droite de 'infini. La
polaire d'un point (z,y,z) a pour équation en X, Y, Z :

Y

T
FERR

Y+ 524 a(yZ +2Y) + b(zX +22) + c(zY +yX) =0.
C

C’est la droite de I'infini si les coefficients de X,Y, Z sont égaux, c¢’est-a-dire si :

T / I oy I b
-;L-é-+cy—}—)z-——+az+ca:—;5+w'i—ay.

b2
En posant : u = £,v = £ w = £, le systéeme s’écrit :
a b c?
1 o1 .
—(u—v—w)=-(v-—w—-—u)=—(w—u~—v),
a b ¢

ou encore :
(a+byu—(a+dv+(a—bw=0
(b+c)o—(b+c)w—(b—cju=0.

En éliminant w, on obtient : (a + ¢)u = (b + c)v.
Par permutation circulaire, on obtient donc, comme péle de la droite de l'infini, le
point (z,y, z), avec :

r=alb+c), y=>blc+a), z=cla+Dd).

En posant : @ = =1, § = 51, 7 = =L, on peut éexive 1z =y + 4,y = a+7,
2= 3+ a, avec afy = 1.

II.— Nature de la conique

La conique est une hyperbole, une parabole ou une ellipse, suivant que la droite
de Pinfini la coupe en 2, 1 ou 0 point(s).
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Pour obtenir les points (z,y, z) & U'infini sur la conique on remplace z par —(z +vy)
dans 'équation de la conique et 'on obtient :

Az? + 2By + Cy? = 0 avec :
1 1 1

1
> —2b, C =5 +—5 —2aq, B=—=—-a-b+c

1
A=—
a? + b2 2 c

&

Le calcul du discriminant A’ donne :
1 1 1,1 1.
[ Q—A/’:—-— —b 2 e N2 a2
A'=B C=(5—a +¢) ((L+C)(b+c)

1
:(%—a—b+c¢)z—(—C~b—a+§)2

:40(—}2— —a—b) :4(1%—%%—}-): —4(a+ B+ 7).
¢ a c
La conique est donc :
— une ellipse, si a + g +~v > 0,
— une parabole, si a + 8+ v =0,
— une hyperbole si « + 5 + v < 0.

II1.- Régionnement

Soit M = (z,y,z) un point du plan affine.

On peut supposer : +y+z = 1 (M est alors le barycentre de (A, z), (B, y),(C, 2)).
Le point M est centre d’une conique tangente aux cotés du triangle ABC, sil'on
peut trouver a, 3, tels que f + v,v + a,a + § soient proportionnels a z,y, z et
tels que afy = 1.

La proportionnalité s’exprime par :

{1’(7+a):y(/3+'r)
ylo+ B) = z(y + a).

En additionnant, on obtient : (r +y — z)a = (—z + y + 2)y. Par permutation
circulaire, on trouve :
St E=(~a2+y+z2)z—y+z)(x+y— z)est non nul alors :

a= M-z+y+z) =A1-2r)

B= Mr—y+z) =XM1-2y) avec : \*=FE
v= Mz4+y—z) =A1-22)

Tout point est donc centre d'une et d’une seule conique, sauf les points des
trois droites d’équations 2z = 1, 2y = 1, 2z = 1 (il s’agit des droites
(B'C"y, (C'A", (A'B"), ot A, B', C' sont les milieux de [B'C"], [C'A"], [A'B'}).
La somme « + 3 4 7 est égale a A. Son signe est celui de E.

La zone hachurée est celle des centres d’ellipses (E > 0) (on discerne facilement
les ellipses inscrites et exinscrites). La zone non hachurée est celle des centres

d’hyperboles (E < 0).
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zone (@ : ellipses inscrites,

zone (B : ellipses exinscrites,

zone (© : hyperboles, dont une branche est tangente aux trois cotés,

zone (@ : hyperboles, dont une branche est tangente a deux cotés et Pautre au

troisieme.

2 N

Pour distinguer les deux zones (©) et (@ du cas hyperbolique, on remarque
qu'une hyperbole tangente aux trois c6tés a les trois points de contact
sur une méme branche si et seulement si le centre de I’hyperbole est
dans un angle opposé par le sommet & I'un des angles du triangle. En
effet, si 'on trace trois tangentes 77,75, T3 a une méme branche d’hyperbole, les
points de contact My, M, et M3 se suivant dans cet ordre, le centre est dans 'angle
limité par 77 et T3 qui ne contient pas la branche, et c’est I'angle opposé par le
sommet & 'un des angles du triangle limité par 11,7, et T3. Réciproquement, si
une hyperbole tangente & BC,C'A et AB a son centre dans l'angle opposé par le
sommet a 'angle A, la branche tangente a BC (respectivement C'A, AB) est dans
le demi-plan P, (respectivement Py, P.) limité par BC' (respectivement CA, AB)
ne contenant par A (respectivement : contenant B, contenant C'). Si les trois cotés
n’étalent pas tangents a la méme branche, la branche non tangente a BC serait
dans Py, ou P, par exemple Py et dans le demi-plan symétrique de P, par rapport
au centre; par symétrie par rapport au centre, I'autre branche (tangente a BC')
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serait dans 'angle opposé par le sommet a I'angle C' du triangle; mais aucune
branche ne pourrait donc rencontrer la droite AB, ce qui est absurde.

PROBLEME 26
Enoncé

Etant donnés n points distincts sur un cercle, on trace un polygone ayant ces points
pour sommets. On suppose que p couples de cotés, et p seulement, ont un point
commun autre qu’un sommet, et qu’aucun triplet de c¢6tés n’a de point commun.

1) Ce polygone partage l'intérieur du cercle en r régions. Caleuler r en fonction
de n et de p.

2) Pour un nombre n donné de c¢6tés, déterminer la valeur maximum du nombre
p des points d’intersection des cotés.

Indication

Deux cas, selon que n est pair ou impair

PROBLEME 27
Enoncé

Soient « et zy des nombres strictement positifs. On définit une suite (2, ),en par

o
Tptl = Tn + -
Tn

Donner un équivalent de x,, quand n tend vers 'infini.

PROBLEME 28
Enoncé

Etant donné un ensemble fini S a n éléments (sommets) et 'ensemble A des parties
de S & deux éléments (arétes), trouver Ueffectif maximal d’une partie G de A telle
que, pour tous z,y et z de S,

{z,y} e Get {y,z} € G= {z,2} ¢ G.

Autrement dit, exprimer, en fonction du nombre n de sommets, le nombre maximal
d’arétes d’un graphe sans triangle.
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