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1. — Introduction

Dans ses précédents articles de I’'Ouvert, et dans la these qu’il vient de soutenir
[F], Jean-Pierre Friedelmeyer a remis a '’honneur les travaux du mathématicien
alsacien Arbogast, et en particulier son Calcul des dérivations [Ar], qui était encore
connu et cité par les membres de I'Ecole britannique de calcul symbolique au XIXe
siecle (Cayley [Ca] etc.), mais qui depuis était, semble-t-il, tombé dans 'oubli.
Dans cet article, nous voudrions rappeler comment Arbogast calcule directement
les termes successifs du développement de (a12 + az 22 vazxd + -+ a;xt + - )"
sans supposer qu'il a préalablement calculé ceux du développement de la méme
série portée a la puissance k—1 (ce que tout un chacun aurait tendance a faire) et
sans supposer non plus la moindre connaissance des coefficients dits multinomiauz.
La méthode d’Arbogast présente plusieurs avantages : d’abord on ignore les
coefficients numeériques, on calcule seulement sur les «; en les traitant comme des
variables formelles, et en utilisant des regles de différentiation et de substitution,
ce qui d’ailleurs se pratique de plus en plus de nos jours en Combinatoire (cf. [Ch]
et le paragraphe 4 du présent article). En outre il n’est pas exclu que la méthode
d’Arbogast présente un intérét du point de vue de la complexité algorithmique,
qu’elle puisse constituer un outil supplémentaire pour les algorithmes de calculs
formels actuellement implantés sur ordinateurs, car elle est trés économe de
mémoire, et tres performante en temps de calcul.

Pour introduire la méthode d’Arbogast il nous suffira d’exploiter une notion
combinatoire bien classique [An] [Co] [MM] quoique peu enseignée, celle de
composition de I'entier n.

2. — Compositions de ’entier n.

Définition. Etant donnés deux entiers n et k tels que 1 < k < n, on appelle
composition de l'entier n en k parts un k—uplet (xy,z9,...,2) d’entiers x; > 1
tels que

Ty F 2o+ xp =0

Par exemple, 1 + 3 + 1 = 5 est une composition de Uentier n = 5 en k = 3 parts.
Le k—uplet étant ordonné, on considere par exemple la composition 3+1+1 =15
comme distincte de la précédente.

Lorsqu’on impose la condition supplémentaire de croissance des parts : r; < 9 <
... < 21 la composition porte le nom de partition.
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On dira de deux compositions qu’elles sont équivalentes si elles se déduisent I'une de
Pautre par permutation des parts (nos deux exemples sont donc deux compositions
équivalentes). Il est clair que chaque classe d’équivalence contient une partition et
une seule, dans le cas présent cette partition est 1 4+ 143 = 5.

A une composition (z1, 24, ..., 2 ) de I'entier n on associe le monome a,, ay, - - -y,
de degré total k. Par exemple, on associe a 1 + 3 + 1 le monoéme a;aza;. Mais ce
mondme sera considéré comme commutatif, une composition équivalente conduira
done au méme monéme, qui, dans notre exemple, s’écrit a?as, quand il est ordonné
selon les indices croissants.

Proposition 1. Dans le développement de (a;z + ay2?® + azz® + -+ + a;a* + - - -)k,
le coefficient A, ; de 2™ est égal a la somme des monémes associés aux composi-
tions de entier n en k parts.

Ezemple.— Considérons les compositions de U'entier 5 en 3 parts. On a d’une part
1+1+4+3,14+3+1et3+1+1,et dautrepart 1 4+2+2,24+14+2et24+241.
La somme des monomes associés est As 3 = 3(1.%(1,3 + 3(1,1&%, et on a :

(ayz + asz? +aze® + -+ aiw"’ + - -)3 =+ (Bafag + 3(1,1a§)m5 + e

Démontrons cette proposition. Pour calculer le produit de k exemplaires de la
série a1z + asax? +asa® + -+ a;a’ + - - -, il faut par distributivité additionner tous
les produits possibles obtenus en multipliant k facteurs : un terme choisi dans le
premier exemplaire, de rang 7y, un terme choisi dans le deuxieme exemplaire, de
rang iz, etc. et un terme choisi dans le k—ieme exemplaire, de rang ¢;. En faisant
le produit, on obtient a;, a;, - --aik;ri1+i2+”'+i’“
comportant x™, on obtient exactement tous les monomes associés aux compositions
(i1,72,...2%) de Pentier n en k parts, d’ou le résultat.

Voici les premiéres valeurs des polynomes A, j :

. En rassemblant tous les termes

n\k 1 2 3 4 5 6
1 a
2 as a%
3 as QCL]F as (li];
4 1y 2a1az + a.% Sa%ag aj
5 as 2a1a4 + 2aqa3 3(1,%(13 + 3ay (L::; 4(1?02 a‘?
6 ag  2ayas + 2aza4 +ai  3adag + Gayazas + a% datas + 6(1,%0% 5(1‘%(1,2 a?

Table des coefficients d’Arbogast A,

La proposition nous permet de calculer les A,  en dénombrant les compositions
dans chaque classe d’équivalence, ce qui se fait assez facilement tant que n et k
sont assez petits. Mais si nous voulons poursuivre le calcul, il va se compliquer.
Par exemple supposons qu’on veuille pousser assez loin le caleul de (ajz + azz? +
asz® 4 -+ a;2" 4 ). Le coefficient de 212 est déja une somme de 13 monomes,
car il existe 13 partitions de I'entier 12 en 5 parts (parmi ces 13 monomes figure par
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exemple 60a;,a3azay, car le nombre de compositions équivalentes & 1+2+2+3 44
est égal a 60, et aussi 20ajaqal, car le nombre de compositions équivalentes &

1+2+43+3+3est égal & T = 20).

La question qui se pose est la suivante : si I'on veut obtenir la suite des coefficients
de la 5—ieme colonne, doit-on recommencer tout le calcul & chaque étape, ou existe-
t-11 une récurrence permettant de calculer un coetficient a partir du précédent et
de bénéficier ainsi des calculs déja faits? Dans le cas présent, il y a 10 monomes
dans le coefficient de z!!, peut-on les utiliser pour calculer nos 13 monoémes & la
12—ieme ligne? C'est a ce probleme que répond la regle d’Arbogast énoncée plus
loin.

3. — Représentations graphiques des compositions.

Nous en retiendrons deux (le lecteur en trouvera une troisieme, fort intéressante
pour d’autres usages, dans [An][MM]) :

- la représentation “linéaire”, qui consiste a dessiner n points sur une ligne, puis a
délimiter les parts a ’aide de barres de séparation. Comme il y a k parts, on met

k — 1 barres de séparation. Par exemple,

341444441 donne ocoofo|loooojoooolo

- la représentation en “histogramme” :

34+1+44+4+1 donne

Proposition 2. Le nombre des compositions de I'entier n en k parts est égal au

coefficient binomial (}~]) (ou CAZ

] E . . .
., dans I'ancienne notation).

En effet, dans la représentation linéaire il existe n — 1 interstices entre les n points,
et la composition est définie par le choix de k —1 d’entre eux ot I'on met une barre
de séparation, d’ou le résultat.

Cette proposition nous conduit a considérer le tableau d’Arbogast comme une
extension polynomiale du triangle de Pascal, puisqu’on obtient le triangle de Pascal
quand on remplace tous les a; par 1.

4. — Prolongements des compositions.

Le probleme posé a la fin du paragraphe 2 peut se reformuler de la maniere
suivante : comment peut-on, connaissant les compositions de l'entier n — 1 en k
parts, en déduire les compositions de 'entier n en k parts? On concoit qu’'il suffit
d’ajouter 1 a 'une des parts. Mais nous devons définir une application (a quelle
part ajoute-t-on 17) qui soit injective (plusieurs compositions de n — 1 peuvent
aboutir a la méme composition de n). Nous devons donc étre plus précis. Etant
donnée une composition v = (2,29, ...2y), posons m = max{xy, xa,... 2} Une
part x; est dite mazimale si x; = m, et sous-mazimale st x; = m — 1.

Exemples : parmi les compositions de 'entier 12 en 5 parts,
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3+ 143+ 3+ 2 contient trois parts maximales et une sous-maximale.
1+4+ 3+ 1+ 3 contient une part maximale et deux sous-maximales.
2+ 242+ 4+ 2 contient une part maximale et aucune sous-maximale.

A présent, nous définissons deux types de prolongements d’une composition v de
Pentier n — 1 en k parts contenant ¢ parts maximales de taille m et p parts sous-
maximales en une composition v’ de Uentier n en k parts (penser a I’histogramme ) :
- prolongement mazimal : on choisit une part maximale 2; de v et on 'augmente
de 1, on obtient ainsi une composition v’ possédant une seule part maximale de
taille (m 4 1) et ¢ — 1 parts sous-maximales de taille m.

- prolongement sous-mazimal : on choisit une part sous-maximale de v et on
laugmente de 1, on obtient ainsi une composition 4’ possédant (¢ + 1) parts
maximales de taille m et p — 1 parts sous-maximales.

Le prolongement maximal établit une bijection entre les couples (v, ;) formés
d’une composition v de U'entier n — 1 en k parts et d’une part maximale z;, et les
compositions 7' de 'entier n en k parts ne possédant qu'une seule part maximale.
Le monome associé & v s’écrit - - - a,, c’est-a-dire se termine par la lettre maximale
am a la puissance ¢, donc il existe ¢ prolongements maximaux de v aboutisant a
¢ compositions 4/ ayant chacune un monéme associé se terminant par a4 la,, 4.
En revanche, le prolongement sous-maximal établit une bijection entre deux
ensembles de couples : les couples (v, ;) formés d’une composition v de l'entier
n—1 en k parts et d'une part sous-maximale x; de 7, et les couples (', 2}) formés
d’une composition v’ de 'entier n en k parts dont au moins deux sont maximales, et
d'une part maximale z} de 4'. Le mondme associé a v se termine par ---al _ a4,
il existe p prolongements sous-maximaux de v aboutisant a p compositions ~'
P— a8F! Mais une composition '
contribue a (g+1) couples (v, z}), c’est-a-dire qu’elle est atteinte (¢+1) fois par des
prolongements sous-maximaux issus de compositions de l'entier n — 1 en k parts.
Nous devons donc diviser par ¢ + 1 pour trouver le nombre exact de compositions
~'" dont le mondme se termine par af, ' afF!.

En résumé nous aboutissons au résultat suivant :

ayant chacune un mondéme se terminant par a

Proposition 3 (Reégle d’Arbogast). Soit D, I'opérateur défini sur chaque
monome de la maniére suivante :

. +1
1 J p—1 a(‘r’n 0

J 1 i p
a +]JCL Ay« + 0 a,
m+1 1+2 m—1 m+1+
g+1

Pl oo qP T N B -
Da(ala?. (Lmr-lama’m%-l) - (1(1,1(12 a‘m—lam

autrement dit on additionne le monéme qu’on obtient en dérivant par rapport a la
lettre a,, et en intégrant par rapport a la lettre a,,41, et le monome qu’on obtient
en dérivant par rapport a la lettre a,,_; et en intégrant par rapport a la lettre a,y,.
On prolonge D, aux polynémes par linéarité. Dans ces conditions, on a

z’i,hk = Da(fin-—l,k)'

Remarques.— 1) Bien entendu, on peut si 'on préfere supprimer dans cette écriture
b

le terme af, | et énoncer qu'on multiplie par ap4q, et non qu'on intégre par

rapport a la lettre a,,4+1, mais alors 'énoncé perd en symétrie.
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2) L’opérateur D, n’est pas a proprement parler un opérateur de dérivation,
car 1l ne satisfait pas la formule de Leibniz. On a par exemple D,(ajas) #
DQ(CLl)(lQ + alDa((lQ).

3) Le résultat qu’énonce cette proposition (semble-t-il tombé dans I'oubli?) était
bien connu de Cayley [Ca] qui 'appelait Arbogast’s rule of the last and the last
but one.

Ezemple d’application.— Revenons au probleme formulé a la fin du paragraphe
2. Supposons qu’on connaisse le coefficient de z'!, qui contient en particulier le
monéme 30a;a3a3. On obtient directement

D, (30aja3a3) = 60aiajazay + 20a;asa;

(car 30.2/3 = 20). La regle d’Arbogast permet donc de calculer successivement
les termes d’une colonne du tableau par une récurrence qui n’utilise que le terme
précédent. En outre on a le résultat suivant :

Proposition 4 (Arbogast). En prenant la dérivée partielle par rapport a a; de
Ap 1 on obtient
7]

—Apk =kAn_1 k1.
(9(11 NS 1,k—1

Démonstration.— Nous dirons qu'une part z; est minimale si 2; = 1. Considérons
la bijection (7,1) — (6,1) qui, & tout couple formé d’une composition v de 'entier
n en k parts possédant au moins une part minimale et de l'indice I d’une part
minimale z; de v, fait correspondre le couple formé de la composition ¢ de l'entier
n—1en k —1 parts obtenue en supprimant z;, et du méme entier [. C’est bien une
bijection, car l'entier [ représente pour ¢ le numéro de la place ot 'on insere une

part minimale pour retrouver Y- Le 11101101116 associé a 7y commmence par 0,1 Cl'é

(avec 1 > 1) et celul de 6 commence par aj laé . Chaque v contribue 7 fois a un
, . J fx'i—lf..‘—f’ .
couple (v,1), done chaque monome aja; - -+ donne 1a;” " a; = aiaj---. Mais

chaque composition é de I'entier n — 1 en k — 1 parts correspond a k couples (6,1)
car comme elle possede k& — 1 parts, il y a k places d’insertion de numéro [ pour
une nouvelle part minimale. D’ou le résultat.

Ezemple.— (1 4+14+2,1)— (1 4+2, 1), (1 +14+2,2)— (1 +2,2), (1 +2+1,1)
(2+1,1), (14241,3) = (1+2,3),( 7+1+1 ‘) (2+1,2), (2+1+1.3) — (2+1,3).
Dans cet exemple, n = 4, kb = 3, 1 = 2. Chacune des trois compositions =

correspond a deux couples (~,1) et chacune dos deux compositions 6 correspond &
trois couples (6,1). On a bien : ~;—}—-(3a1ag) = 3(2ayasy).

Ce résultat permet de calculer deux lignes successives du triangle d’Arbogast sans
supposer connue les précédentes, en procédant de droite a gauche en zigzag :

SV
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Corollaire (deuxiéme régle d’Arbogast). L'entier n étant donné, on déduit
les Ay i et Ay i en faisant décroitre k den —1 a1 et en utilisant :

1 2
n n-1 ; ‘ ) _
An,n = day, An—-l n—1=40d; -, «"ln,k - Da,(An—l,k)-, A‘n——l,k—l = Z"é&"‘l’insb
d 1

\

. . RS LN » (
Ezemple.— Voici comment on calcule les 4—-1em0 et S—ieme hone‘b On part de a‘l a

droite sur la 5-ieme ligne, et de a?, puis D, (al) = 4a}a,y, puis < 1 aa (4a3ay) = 3ata,,

puis D,(3a%ay) = 3a?az + 3a,aj, puis 52%—(3(5 as + 3a;a3) = 2a,a3 + a3, puis
D,(2ayaz + a}) = 2a a4 + 2aza3, ete.

L’intérét de calculer les coefficients d’une ligne provient de la question dont est
parti Arbogast originellement, celle du développement d’une fonction composée,

question que nous allons aborder a présent.

4. — Le développement d’une fonction composée
Soient
f‘) n '7 ,,‘1)/
pt) =aittaag o taamt e )= Yo+ 1z +yasr TR (e

deux séries formelles sous forme dite exponentielle (on met des n! en dénomina-
teurs). Nous substituons la premiere, qui est sans terme constant, a la variable de
la seconde. Nous obtenons ainsi la composée des deux séries

~r(f2 x(t)"

y(x(t)) =yo + yiz(t) + yo

Nous cherchons un algorithme simple pour calculer le développement de cette série
selon les puissances croissantes de t. Récemment, William Chen [Ch] a proposé la
méthode suivante. Considérons 2¥)(t), la dérivée k—ieme de z(t), que nous notons
simplement X}. De méme, notons simplement Y}, pour désigner la fonction obtenue
en substituant x(t) a x dans J(")( x). A présent, calculons les dérivées successives
de Yy = y(z(t)) par rapport a t, en appliquant la regle bien connue pour une
dérivée de fonction composée :

d ; ' .

y((t)) = y'(a(t))z'(t) = 1.X4

& . ' Wyt 17 NFRY v -2
c;fr’ y(z(t)) = y'(z(t))a" (1) + y" (2(t)2'(1)* = V1 Xy + Yo X}
1 R .
—Fu(a(t)) = Y1 X + V(31 Xy) + Ta.X]

Il est clair que

i d.. d . -
%k = X1, (—];5“k='(71:2/m($(¢)) y D (a(t)).2' (1) = Vi X
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Pour obtenir le développement cherché nous devons, d’apres la formule de Taylor-
Mac Laurin, porter t = 0 dans les dérivées successives de y(z(t)). Or les X} et
Y% sont des fonctions de t telles que X1 (0) = x et Yi(0) = yx. Considérons alors
lopérateur différentiel D défini sur l'alphabet

{51?17‘/’?27"1?33 s Yo Y1, Y2, Y3, - }

par D(x1) = a2, D(x2) = a3, D(x3) = x4, ete., D(yo) = y121, D(y1) = ya21,
D(y2) = yszz1, D(ys) = yazi, ete. Nous étendons cet opérateur aux monémes a
laide de la regle de Leibniz : D(uv) = D(u).v + u.D(v), puis aux polynomes par
linéarité. Voici les dérivées successives de la lettre yo selon cet opérateur :

D°(yo) = yo

Dl(@/o) =1L

D*(yo) = y122 + Yo}

D3(yo) = 123 + y2(32122) + Y327

D*(yo) = y124 + ya(dayzs + 323) + ya(62322) + yaa]

Nous sommes ainsi conduits au résultat suivant, qui est la forme que Chen propose
pour la formule dite de Faa di Bruno [Co, p.148].

Proposition 5 (W Chen)[Ch]. On a I'identité

' . f2 ‘t3 , tn
y(x(t)) = y0+y1x1t+(y1;z:z+y2:zrf)—7-'+(y13;3+y2(3171;r2)+y3x§’)g%—- --+D "(‘?Jo);;,“**' X

out D est 'opérateur différentiel défini ci-dessus.

Les polyndémes D"(yg) s’appellent les polynomes de Bell, mais la définition qu’en
donne Chen est beaucoup plus agréable que la définition classique ([Co] p.144 et
184) car elle permet d’éviter d’avoir a écrire les coefficients numériques. Notons
en passant que l'interprétation combinatoire classique des polynomes de Bell en
termes de partitions d’ensembles s’obtient également de maniere immeédiate ([Ch]).
Ce calcul littéral est assez apparenté a celui d’Arbogast. Nous allons d’ailleurs
retranscrire le calcul de Chen dans le contexte des séries formelles ordinaires, qui
est celul étudié par Arbogast.

Posons en effet ay = & et by = 4. Par suite, le calcul de y(x(#)) devient celui de

y(z(t)) = bg+b;l(a1t+a2f2+' . -‘)+b2(a1t+a2t2+~ . ')2—{~‘ . -+bk(alt+agf,2+~ . -)k+- .

Soit A, le coefficient de t" dans ce développement. D’aprés la proposition 5,

A, = %’/—Ol D’apres la proposition 1,
Ay = biay ok by b Do
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Faisons le changement de variables pour l'opérateur D. On a

L X YL Y )
D(ar) = D(73) = =L = (k+D)ags et D(by) :D(-ﬁ- = Jl};lxl = (k+1)bgsrar.

En outre,
; D7y Dn+1 ] ;
D(4,) = p(2W)) Wo) _ (1 4 1) .

n! n!

Nous aboutissons ainsi au résultat suivant que nous appellerons formule de Chen-
Faa di Bruno pour les séries ordinaires :

Proposition 6. Soit l'alphabet {ay,as,as,...,by,b1,b2,b3,...} et soit D I'opéra-
teur différentiel défini sur cet alphabet par D(ay) = 2a2, D(ay) = 3as, D(az) =
day, etc., D(bg) = bray, D(by) = 2byay, D(by) = 3bgay, D(by) = 4bsa,, etc. Alors,

o1n a
botbi(art+ast®+ - Jtby(arttast® o) e b(agttagti o)=Y AT

ou A, est donné par la récurrence :
1
‘40 = b() et .4,1 = ;{D(/‘ln_l).

Remarques.— 1) On peut donner une preuve combinatoire directe de ce résultat
en utilisant la représentation linéaire des compositions, avec points et barres de
séparation (en ajoutant une barre a chaque extrémité), que voici, schématiquement
sur un exemple :

|[oco|o|looocloooo|o] donne bsasajaqagay

(bs parce qu’il y a 5 parts, donc 6 barres) Il y a deux types d’insertion d'un nouveau
point : soit au sein d'une part a; de taille 7 (il y a j + 1 places d'insertion dans
cette part et il faudra remplacer a; par a;4; dans le monome) soit en tant que
nouvelle part et a la place d'une barre, ce qui signifie qu’on remplace une barre
| par | o] : il y a k + 1 places d’insertion de ce type, et il faut remplacer by par
bre1ay. Notons enfin qu'une composition de l'entier n sera atteinte n fois, car elle
posséde n points.

2) Du point de vue du calcul, cet algorithme est plus facile a programmer que
celui d’Arbogast car il comportera moins d’instructions conditionnelles, la loi
de dérivation étant uniforme. Mais le fait qu'on doive différentier par rapport
a toutes les variables de 'alphabet, au lieu de se contenter de le faire par rapport
aux variables maximales et sous-maximales, rend le temps de calcul plus long.
L’algorithme est également moins économe de mémoire, car on doit opérer ligne par
ligne et non coefficient par coefficient comme on le fait par la méthode d’Arbogast.
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