A VOS STYLOS

RETOUR SUR LE PROBLEME 14

Ce probleme, qui avait été proposé par D. DuMoNT fait décidément couler

. 2 . * . n
beaucoup d’encre. Il s’agissait de montrer 1'égalité des séries 3. L

n>1 1527 ©F

2n41)?nt? C s s , . .
Y om0 ( ?fl)n —, ce qui a été résolu dans le numéro 62, mais surtout de comparer
les vitesses de convergence de ces deux séries et de voir comment croit la somme

S(z) quand z tend vers 17,

Dans le numéro 63, M. KRIER démontrait la double inégalité

(14+2)%(1—2) s Sle) s (1+a)(1—2a)

Dans le numéro 65, D. DUMONT, reprenant la méme idée que M. KRIER, aboutis-
. 2
. . N . P 1 —_ . 5 .
salt, sans aucune rigueur, a S(z) =~ Ersor en 17, Cependant, il s’interrogeait

toujours sur la nature des restes R,(x) de chaque série pour z fixé.

C’est un plaisir que d’avoir requ pour le présent numéro de ‘L’Quuvert’ cette
démonstration de E. KERN qui acheve presque la résolution de ce probleme.

Soit 0 < z < 1. Posons

. L2 ,
fal=sh+im+t = ga=th+mt
n , n—1)z?"=!

Fale) = g bt B ga(e) = e Bl
ra(z) = f(x) = fa(z) Ry(z) = g(a) — gn(2)

(L(x):m+2x2+--- b(17):;17+3:£3+~--
ap(z) =2z + -+ +na® bo(z) =2+ 4+ (2n — 1)1
ap(2) =a(x) — ap(x) Bulx) = bla) = by(x).
On a

1 ; o

i—m—o‘n(l) Sralz) < an(r)

donc
rp(n) ~ ap(z) quand n — +oc.
Oran(z)=a2(l+22+4+ - -+nz" H=axcd(z)avececp(z) =142+ - +2" =

1"‘1‘”+1

~—, d’ou
ne"tl —(n 4+ 12" +1

(1—x)?

cdn(z) =
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et par suite

T

an(a:) = m[l e (n + 1).17n -+ 77r.'l7n+1] — -(—]i-—-—x—g[? = (L(.Z')
donc aussi
T zntl ;
an(z) = m[(n +1)2" —na"*] = m[(n +1) — na]
et par suite
g nat!
ro(a) ~ ap(x) ~ S
quand n — +oo.
On a aussi .
Bn(x) < Rp(z) < T 71 % Balx)
donc
R, (z) ~ fn(z) quand n — +oo.
Or ,
bo(z) = %(an(r) — asn(~2)) (partie impaire de as,(2))
b(z) = i(a(z) — a(—z)) (partie impaire de a(a))

donc 3,(z) = %[02,,(:1:) — agp(—a)] = —(1’—3%-2'[(271 + 1) — (2n — 1)2?] et par suite :

n ’2n+1
Rn(x) ~ (Bn(:v) ~ %
quand n — +o0.
Supposons maintenant —1 < z < 0.
On a
T 323 (2n — 1)x2n! 22 4zt 2na
an(T) = + e + +-+
fle) = (s vt e ) Tt e 1+ a2
= —gn(]z]) + 2fn(1'2)
donc ron(z) = —Ryu(|z]) + 2r,(2?). Or
2n 5 2ng?ntl
Ry(|x]) ~ — el =2«
o I 1‘2n+2 mn 1,21)—%1
21, (22) ~ - -
() 1—a? 1— 22
et comme x + 1 # 0 on a aussi
2n pintl 2n p2ntl
ran(2) ~ — 5 (1+a)=—— -
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Par ailleurs on a

2n z*"
ron—1() = [Ty + ron(2)
of 2n+1
; 2n " 5, z
ron(®) ~ ——— =2n 2°" X
1—ua 1—ua
et )
2n x°"
- ~2n 2% x 1
14 a=n
- o
et comme 2= + 1 # 0 on a aussi
9 2n (2n — 1) 2n
r nx 2n T
2n =~
ron—1{x) ~2n 2 (1+1_x)= I

. . +1
En conclusion, si |z| < 1 on a r,(z) ~ “1’2!

Pour g(z) (si =1 < < 0) on peut écrire :

. || 3|a)?
aglar) — — . — s
9 = T m T T+ ap
yoio) = -7 (2n = Djepr!
n T ) = e s 0 4 4 e
g 1+ ] 1+ [z]2n1

et on peut alors écrire

1
7 : < b < _— /- T
'(371(’T[) _Rn(t) - 1+[:l:]2n+1 ﬂfl([Tl)
donc )

2n|z[Pntl 2n g?ntl

1— 22 11— g2

Ry(x) ~ “,Bn(l;l‘,}) ~ —

. . 9 In41
En conclusion, si [2| <1ona Ry(x) ~ 2t

Pour terminer, quelques mots a propos de la conjecture de DUMONT :

Pour démontrer cette conjecture, il suffit de montrer que la fonction h(z) =

(1- :r)Q[ﬂ;ﬂ] possede une limite quand # — 1 — 0 et cette limite est alors égale a
2 \
5 (regle de 'HospITAL).

Un tracé sur micro-ordinateur du graphe de cette fonction donne une fonction
positive décroissante sur [0,1] ce qui démontrerait la conjecture. Toutefois une
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tentative de démonstration de la décroissance de h(z) risque de réserver quelques
surprises.

Signalons enfin que, en utilisant f(z) = g(z), on montre aisément que ’on a

1

S[F(@) + f(=2)] = f(a?)
et on aurait donc

2

flz) ~ 13 % e quand z — 1 -0

et

72 1

flz)~ —— X ——— quand 2 — —1 + 0.

24 (142)?

RETOUR SUR LE PROBLEME 17

Nous avions posé la question de savoir si on pouvait trouver une partition de N*
en trois parties A;, Ay, Ag avec 4;{[ka;]/k € N*}. Nous avons recu la réponse
négative suivante de A. TROESCH :

Solution (de M. TROESCH) :
Il n’existe pas de partition (4, B,C) de N* telle que

A = {[nd]ln e N*}, B = {[nb]|n € N*},C = {[nc]|n € N*}

ou a, b, ¢ sont des nombres réels strictement positifs.

On peut procéder comme dans la démonstration géométrique de M. ADELMANN
pour les partitions en deux sous-ensembles :

a) En posant a = %,B = %,7 = '15 et Ay = (ka, k3, kv) on montre ainsi que
k€A <= 3neN"tel que [Af, Arsq] rencontre le plan X = n

k€ B <= dn € N* tel que [Ay, Apyq[ rencontre le plan ¥ = n
k€ C <= 3n e N tel que [4x, Ag11[ rencontre le plan Z = n.

Il en résulte encore que & (resp. 3, resp. v) est la densité asymptotique de A (resp.
B, resp. C') et par conséquent que a + 3+~ = 1si (4, B,C) est une partition de
Nx. L’ensemble des («a, 8, v) pour lesquels (A, B, C') est une partition est donc un
sous-ensemble du triangle Ty :

X+Y+Z=1,X2>0,Y>0, Z>0.

b) Considérons le cube fermé Crin,p de coté 1, dont les faces sont paralleles aux
plans de coordonnées et dont le sommet le plus proche de 'origine est (m, n, p). Le
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plan X +Y +Z = m+n+p+2 coupe ce cube selon un triangle Ty, , ,. Sila droite
t — (ta,tf,ty) rencontre ce triangle alors [Ay, Amynipt2[ coupe m plans X =z,
n plans Y = j et p plans Z = [, 1,7,[ étant entiers. Il en résulte que le segment
(A1, Apmtntpta] est contenu dans une réunion de m +n + p + 1 cubes C; ;;. Par
conséquent il existe k € N* k< m +n+p+2tel que Ay et Apy; appartiennent
a un méme cube et par suite k n’appartient ni a A, ni a B, n1 a C.

(m+1np+1)  (mn+1p+1)

En ramenant par homothétie de centre O les triangles T, ,, dans le plan
X +Y + Z = 0 on constate que ’ensemble des («, 3,7) correspondant a une
partition de N* est le complémentaire dans Ty de la réunion des ensembles F
suivants :

Fr = U Tr,n,n,p

m>0,n>0,p>0,
m-+n-+p+2=k

s, I : . P ~
ou Ty, , , est le triangle ayant pour sommets

1 m+ 1 1 m 1 m + 1
e 5 n , . 5 n-4+11, ) n+1
m+n-t+p+2 P+l m-+n-+p-+2 p+1 m+n+p+2 P

. ; k . .
Pour terminer montrons que | J;,_, F; contient le triangle T}’ de sommets

1 1 1 1 1 k-1
1

k41 E_1 E4+1 1 k41

(Ce triangle tend vers Ty lorsque & tend vers 'infini.) C’est vrai pour k = 2 : dans
ce cas le triangle se réduit au centre de gravité du triangle constituant F.

Supposons que ¢’est vrai pour k et montrons-le pour k+ 1. D’apres I'hypothese de

récurrence seuls les triangles de Fj.; ayant un sommet sur le bord de T, seront

utiles (triangles externes). Nous allons montrer que les triangles externes de I}, et
1

o sl
Fiy1 recouvrent T} -
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Considérons Ty, Ty 1, T{, Fi. et Fry1 en projection dans le plan Z =0 :

Y
. - : ey Hachures : F} (k=4)

S | Tirets : Fryq

Les sommets de T} , sont dans les triangles de Fj4; situés dans les coins. Pour
les autres triangles, par exemple le long du bord Y = 0 les positions relatives des
triangles de T}’ ; et de T} sont les suivantes :

avec d > (-,1; - ;Llﬁ) = TIL%?T)

et d' > 7;-(7;1;_3-)—

Doun=d > k(k1+1) 2 (k+1)](k+2) - ’1:1[1‘ B "'iz
et { =d~ iy 2 e 2 T R

Le résultat en découle étant donné la symeétrie du
probleme :

k+1
T]il_*_l C U Fi.
=2

7 (s @] . . . ;. .
Par conséquent | J;_, Fi contient tous les points intérieurs du triangle Tp. Cet
ensemble contient aussi les points rationnels des cotés du triangle ce qui est
cohérent avec le résultat concernant les partitions en deux sous-ensembles de N*.

PROBLEME 18
Enoncé (proposé par Ph. ARTZNER)

Aux instants 1, 3, 5, ..., 103, on retourne successivement les 52 cartes (26 noires
et 26 rouges) d’'un jeu préalablement battu. On a le droit de déclarer au plus une
fois, a I'un des instants 0, 2, 4, ..., 102 : “Je parie que la prochaine carte sera
rouge’. On gagne si elle l'est effectivement, on perd sinon — ou si 'on n’a choisi
aucun instant. Quelle stratégie maximise la probabilité de gain?

45



A VOS STYLOS

Solution

Nous avons re¢u deux solutions, une de I'auteur et une de M. Krigr. Celle que
nous présentons ici fait la synthese des deux : elle emprunte & la premiere une idée
permettant de supprimer tous les calculs et a la seconde un langage dans lequel la
présentation est grandement facilitée.

Commengons par quelques définitions. Une suite sera un mot (éventuellement
vide) formé a l'aide des deux lettres R et N, figurant chacune au plus 26 fois. Une
suite est complete si elle a 52 lettres (26 lettres R et 26 lettres N). Une stratégie
S est un ensemble de suites tel que toute suite complete s’obtient en rajoutant des
éléments a la fin d’une et une seule suite de S. Jouer la stratégie S consiste &
laisser retourner les cartes jusqu’a ce que la suite des cartes apparues figure dans
S et a annoncer alors “rouge”. (Si cette suite est complete, on parie apres avoir
vu la derniere carte, c’est-a-dire que 'on ne parie pas du tout.)

Le résultat est le suivant : toute stratégie formée de suites non complétes
est optimale, et donne une probabilité de gain égale & un demi. En effet,
une telle stratégie S étant fixée, la probabilité de gain est Y .o p(s) g(s) ol p(s)
est la probabilité qu’a le tirage de débuter par s et g(s) la probabilité de gagner
en annongant “rouge” une fois la suite s apparue. Il serait facile d’expliciter p(s)

o __26—7(s) R : -
et g(s) (par exemple g(s) = m), mais il est plus simple de remarquer
que g(s) est aussi la probabilité, une fois la suite s apparue, que la derniére carte
du paquet soit rouge. La somme Y sesP(s)g(s) s'interprete done aussi comme la
probabilité d’avoir une carte rouge en derniére position, et vaut 1/2.

PROBLEME 19

Enoncé

Soit C' un ensemble convexe borné, fermé du plan. Peut-on construire un parallélo-
» P b
gramme P inclus dans C' tel que I'aire de P soit supérieure ou égale & la moitié de

Vaire de C'?
Indication

On peut toujours choisir le parallélogramme de facon que ses quatre sommets
solent sur le bord de C.

PROBLEME 20
Enoncé

Calculer

P
S
— nl(p —n)!

et en déduire > . Z-2",

n>0 e
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PROBLEME 21
Enoncé (proposé par D. DUMONT)

Soient 2n écolieres qui partent en promenade quotidienne en rang deux par deux
et souhaitent changer de voisine chaque jour. Trouver un algorithme qui fasse en
sorte qu’en 2n — 1 jours chacune ait eu pour voisine chacune des autres une fois et
une seule. (Ce probléme s’apparente au probleme dit “des écolieres de Kirkmann”.)

Congrés “MATh.en JEANS”
les 11, 12,13, 14 avril 1992, au Palais de la Découverte

organisé par PAssociation “MATh.en JEANS”
et le Palais de la Découverte

Mdéthode d'apprentissage, “MATh.en. JEANS” met en place un microcosme de recherche
mathématique dans les établissements d’enseignement secondaire, en prenant en comple toutes les
dimensions des métiers de la recherche.

o les éléves panticipent, sans sélection préalable ;
@ ils cherchent, découvrent, prouvent et démontrent, communiquent ;
& Pactivité de recherche, favorisée par 'enseignant, est dirigée par un ma thématicien professionnel.

Pour la 3™ année d’existence de “MATh.enJEANS”, les lycéen(ne)s et collégien(ne)s, de France
et de I'étranger, présenteront leur travail pendant quatre jours : expositions réalisées sur place, dans
des stands (sur le modéle des exposcientes), courtes “conférences”, discussions avec des
mathématiciens et le public.

Samedi 11 avril : une Conférence inaugurale Sujets traités par les “équipes” de recherche :

présentera Pactualité mathématique de quatre Des animaux et des maths,
themes géométriques ; le conférencier, Automates et langage,
M. Marcel Berger, Directeur de 'Ecole des Brachistochrone,
Hautes Etudes Scientifiques (IHES) est un Cabri-Géometre,
brillant popularisateur des mathématiques. Constructions mécaniques,
Dimanche 12 avril : afin de donner au public Empilements de sphéres,
la possibilité de voir les éleves en situation de Espaces a plusieurs dimensions,
recherche, une simulation sera effectuée par une Euler-Poincaré,
dizaine d'éleves : un sujet de recherche leur sera Géométrie du pixel,
proposé en début de journée, et un bilan sera tiré Hydres,
en fin de journée. Pendant la joumée, le public Infini,
pourra assister (en direct-live ) au travail des Maths et musique,
éleves. Nombres p-adiques,
Lundi 13 avril - réservé aux congressistes (le Polyedres,
lundi, le Palais est fermé au public). Rigidité structurelle,
Mardi 14 avril : les mathématiciens de Sommes de carré€s,
“MATh.en JEANS” se joindront aux éléves. Tablettes babyloniennes, etc.

Pour tout renseignement complémentaire sur le Congres, pour vous y inscrire, contacter 'AMel :
AMel / Lycée Racine / 20 rue du Rocher / 75008 Paris ou & AMel : (1)42 003229
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