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LES NOMBRES NEGATIFS

L'utilisation des nombres négatifs nous est familiere. Pourtant leur histoire nous
montre qu'il n'en a pas toujours été ainsi. Leur reconnaissance date a peine de deux siecles! Le
nombre, en effet, n'a au départ aucune existence propre, on dit par exemple un cheval, deux
moutons.

L'invention des nombres a donc été¢ motivée par le comptage. Le nombre était
d'abord entier et toujours suivi d'une unité.

En mathématiques (on devrait dire en géométrie) les nombres représentaient une
mesure, mesure de longueur, de surface, de volume, ils étaient évidemment positifs.

Quand les pythagoriciens ont découvert 1'incommensurabilité de la diagonale et du
cOté d'un carré, ils n'ont pas parlé de nouveaux nombres : le Cosmos n'était pas aussi parfait
qu'ils le pensaient auparavant. Les nombres entiers étaient, eux, merveilleux. On étudiait leurs
propriétés : certains étaient pairs, d'autres triangulaires, d'autres encore parfaits etc...

Léopold Kronecker a dit : "Dieu a fait les nombres entiers tout le reste est l'oeuvre
de I'homme. " L'homme n'avait donc pas inventé les nombres entiers, il découvrait la perfec-
tion de la création.

Il en irait donc tout autrement des nombres négatifs? Ils ne feraient pas partie de la
création! Ce serait une invention des hommes! Notre propos n'est pas d'entrer dans ce débat
théologique.

Ou rencontre-t-on les nombres négatifs? Dans quels problémes apparaissent-ils?
Depuis quand les mathématiciens les utilisent-ils? Depuis le développement du commerce ac-
compagné de ses incontournables dettes? Les géometres laissent ces problemes aux mathéma-
tici (les calculateurs). Pour inventer les nombres négatifs, il a fallu les rencontrer en mathéma-
tiques et c'est ce cheminement que nous allons essayer de suivre.



C'est chez Diophante (250 apres JC) que l'on trouve pour la premiere fois des
problémes qui font intervenir des nombres autres qu'entiers :

1) Diviser un nombre donné en deux parties ayant une différence donnée.

2) Trouver quatre nombres tels que la somme des trois premiers excede le qua-
triéme par un nombre donné.

3) Etant donné deux nombres, trouver un troisieme tels que les sommes des di-
verses paires multipliées par le troisiéme nombre correspondant fournissent trois
nombres en progression arithmétique.

4) Trouver deux nombres tels que le carré de 1'un ajouté & 1'autre donne un
carré.

5) Trouver deux nombres tels que leur somme et leur produit forment des
nombres donnés.

6) Diviser une fraction donnée en 3 parties telles que 1'une quelconque d'entre
elles moins le cube de leur somme donne un carré.

Ce qui est remarquable, chez Diophante, c'est que dans ses problemes il fait peu référence a la
géométrie, ses énoncés portent sur des nombres. Il faut d'ailleurs remarquer que si ses solu-
tions menent a des résultats irrationnels, il les rejette. Les irrationnels ne sont donc pas des
nombres! Leur existence est liée a la géométrie. Parallelement les géometres ingénieurs tels
que HERON (II° siecle avant J.C) n'ont aucun scrupule a utiliser les irrationnels : Avant de
construire un pont il faut prévoir ses dimensions, ce qui ameéne 2 travailler avec les résultats
tels qu'ils se présentent, irrationnels ou non. Héron d'ailleurs ne respecte pas non plus la régle
qui considere comme un non sens le fait de multiplier plus de trois nombres. (On dépasse alors

la dimension trois!) Sa célebre formule : A = \/ s(s-a)(s-b)(s-c) donne presque toujours des ré-
sultats irrationnels.

Diophante procede donc comme si les nombres avaient une existence propre. C'est
un premier pas vers l'indépendance, on pourrait qualifier cette attitude de révolutionnaire:
Pour la premiere fois des nombres, non nécessairement entiers, se sont débarrassés du joug de
la géométrie. Une porte est ouverte, il faudra pourtant encore attendre plusieurs siécles avant
de voir les nombres négatifs s'y engouffrer!

Voici la solution de 1'exercice 5) telle qu'elle a été donnée par Diophante. (11 utili-
sait un peu de symbolisme mais ses solutions se présentent comme un texte continu.) On
pourra voir, ci contre un extrait de Diophante.

La somme est 20 et leur produit 96. Supposons que la différence des deux nombres fasse 2d
leur somme fait 20, les deux nombres s'écrivent : "10+d” et "10-d".
On connait leur produit : 96

d'olt :100-d2 = 96

Diophante donne les régles "moins par moins égale plus"
"plus par moins égale moins"

Il est clair que ces régles ne s'appliquent pas aux nombres négatifs mais expliquent
comment on multiplie une soustraction par une soustraction ou par une addition.

Continuons le raisonnement de Diophante :
Ona:d?> =4 doncd =2 (il n'y a pas lieu pour lui de parler de la solution d = - 2).
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Les nombres cherchés sont :  10+2 = 12 et 10-2 = 8.

Avant d'aller plus avant il nous faut rappeler ici que les calculateurs chinois(!) uti-
lisaient les nombres négatifs. Sur leurs abaques ils utilisaient des bitons rouges et noirs pour
différencier les dettes des gains. Les nombres positifs sont désignés par "cheng” et les négatifs
par "fu”.

Voici un énoncé que 1'on peut trouver dans le "Chiu chang suan shu”, livre
d'arithmétique chinois :

"Si l'on vend deux boeufs et cing moutons et que l'on achéte treize co-
chons il reste mille piéces. Si l'on vend trois boeufs et trois cochons et si
l'on achéte neuf moutons, il ne reste rien. Si I'on vend six moutons et huit
cochons et que l'on acheéte cing boeufs l'argent ne suffit pas, il manque six
cents piéces ."

Ce probléme est différent de ceux donnés par Diophante, il ne s'agit pas ici de probleémes
concernant des nombres. Ce qui est intéressant c'est la méthode proposée pour le résoudre :

On lit : "pose positivement deux boeufs et cinqg moutons et négativement treize cochons et la
somme restante positivement".

Nous écririons : 2x + Sy - 13z = 1000
3x-9y +3z =0
-5x + 6y + 8z = -600

Ils résolvent ce genre de problemes a 1'aide de matrices :

5 3 2 S5 0 2 0 0 2 0 0 2 x

6 -9 5 6 2 5 37 2 5 0 2 5y

g 3 -13 8 -2 -13 49 -2 -13 24 -2 -13 z
-600 0 1000 -600 400 1000 3800 400 1000 -7200 400 1000

Ils simplifient ainsi le systéme qui s'écrit :

-24z = -7200
2y -2z = 400
2x + 5y - 13z = 1000 d'ou z =300 y = 500 etx = 1200

Chez les Hindous qui ont lu les textes chinois, les mots "dhana” et "rna" dési-
gnent les biens et les dettes, mais ils sont aussi utilisés d'une maniere tout a fait abstraite pour
désigner les nombres positifs et négatifs.

Brahmagupta (Hindou du VII®) complete les regles données par Diophante "Positif
divisé par positif ou négatif divisé par négatif est positif. Zéro divisé par zéro est rien. Positif
divisé par négatif est négatif. Négatif divisé par positif est négatif. Positif ou négatif divisé par
Z€ro est une fraction en rapport avec le dénominateur. "

Les nombres négatifs sont notés surmontés d'un point.

I évolution de la numération (Irem Strasbourg)



Bhaskara (Hindou XII®) met en évidence que la racine d'un nombre positif est
double : positive et négative. Il souleve également le probleme de la racine d'un nombre néga-
tif et déclare qu'elle n'existe pas. Mais, lors de la résolution de problemes, lorsqu'il trouve
une solution négative, il écrit : "Elle est inadéquate ; les gens n'approuvent pas les solutions
négatives”

Voici un de ses exercices:

"Le carré du cinquiéme d'une bande de singes moins trois entrent dans une
grotte. Il ne reste qu'un singe."”

5
ou : x2 - 55x = -250

X 2
Nous écririons : [—- 3] +1=x

Bhaskara écrit : yavl ya55 ru 0
yav0 ya0 ru 250

(avec yav= x?; ya = x ; ru = x%)
On trouve: x = S50oux' =5
X

5

la derniere solution, car méme avec beaucoup d'imagination nous ne savons pas interpréter ces
(-2) singes méme si élevés au carré ils deviennent 4.

I1 supprime la derniére solution car dans ce cas 3 est négatif. Nous supprimons également

Voici un autre de ses exercices:

"On connait la longueur des trois cotés d'un triangle. On méne une hauteur,
quelle est la longueur des segments qu'elle définit sur la base?”

Applications numériques :
1) a=5, b=6, c=7
2)a=17,b=10, c=9

Solution :

Soit a, b, ¢ la longueur des cOtés, ¢ étant la longueur de la base. On a donc les égalités sui-
vantes :

CI+C2 =C
2 52 2
h = a "Cl

2 - K2 2
h—‘b"C2

e, +¢ =7



2 - g2 2
h—6’02

On obtient donc :
c,te = 7

2 2 _
C2 'Cl —
D'ou :
c,te¢ = 7

_9

©2-% =73 a b

Finalement: h
29 Cy

9
Cy 7
_20
e +ce,=9
h? =172 - ¢¢2
h? = 10? - ¢,?

c,+e, =9
c,2-¢,2 =-189

c,+te, =9 S
c,- ¢, = -21 b h
c, =-6 c Cy |

¢, =15 ‘1

On trouve dans le deuxieme cas une solution négative, si on ne la rejette pas, que
représente-t-elle? Ce résultat illustre bien la réflexion d'Albert Girard (p8) qui a dit que les
nombres négatifs représentent une régression en géométrie: Dans ce cas, en effet, le pied de la
hauteur est a I'extérieur du triangle. Notre hypothése "c; + ¢, = 9" est donc fausse et Jean

d'Alembert (p10) dit :

"ainsi les quantités négatives indiquent réellement dans les calculs des
quantités positives(...)parce qu'il y a erreur tacite dans 1'hypothése du probléme"

Les mathématiciens arabes qui ont travaillé sur des textes hindous, et grecs ont

gardé 1'idée du nombre qu'avaient les Grecs. En effet, Al-Huwarizmi (vers le IX®s ) dans la
premiere moitié de son "algébre” expose en six chapitres la résolution des six équations :

ax? =bx,ax? = ¢, ax? + bx = ¢
ax? +c = bx, bx =c¢, bx + ¢ = ax?



Les nombres a, b, ¢ sont des nombres positifs donnés (il n'utilise pas de lettres) et, si on
change les coefficients c'est toute 1'équation qui est transformée.

Ainsi3x2-6x + 1 = Os'écrit: 3x2 + 1 = 6x et 3x%-6x- 1 = 0 3x2 = 6x + 1
Dans tous les cas, bien sir, il ignore les racines négatives ainsi que la racine nulle.

C'est a AL-Karrhi (1020) que 1'on attribue les premieres solutions numériques des
équations du type : ax?® + bx™ = c et 12 aussi en termes de racines positives seulement.

AL-Samaw'Al médecin arabe réputé est le premier a exposer systématiquement les
regles portant sur des quantités négatives comme:
-(-ax" ) = ax™ ou -ax” - (bx" ) = -(a+b)x"

11 définit également:
x0 = 1 puis x™ x® = x™*1 pour tout entier relatif

C'est, semble-t-il, Chuquet (XV®) qui fut le premier a exprimer isolément un
nombre négatif dans une équation algébrique:
4x = -2

Que représente "-2" pour Chuquet? Une étape dans un calcul? Sans doute, puis-
qu'il refuse généralement zéro comme solution tout comme les solutions négatives qu'il quali-
fie de nombres absurdes. Pourtant le probléme suivant posé par Chuquet meéne a une solution
négative :

"Trouver cing nombres tels que leur somme sauf le premier fasse 120 et
que leur somme sauf le deuxiéme fasse 150, sans le troisiéme elle fair 240 ,
sans le quatriéme, elle fait 300 et sans le cinquiéme elle fait 360. "

On trouve comme solution 180, 120, 60, 0 et -60

I explique que si on domine les opérations avec les nombres négatifs, on peut vé-
rifier que cette solution convient.

En résolvant des équations du type :

ax? + pxttm — cxn+2m

Il trouve dans certains cas des solutions imaginaires qu'il appelle "nombres inépé-
ribles”. (ineperible vient sans doute du grec "apeiros” "par l'expérience” les nombres inépé-
ribles ne sont donc pas des produits d'une expérience. Apeiros a également donné le mot
"empirique ")

Stifel (1487-1567) dans son livre "Arithmetica integra” donne les regles de calcul
concernant les nombres négatifs sur des exemples :

12-10=2;10-10=0;8-10=0-2



Il dit que I'on peut comparer la position des nombres négatifs par rapport au zéro a
la position des fractions de 1'unité par rapport a 1'unité.

Stifel travaille avec des exposants négatifs et ces regles s'appliquent donc a eux. Il
compare la progression arithmétique :

5 4-3-2-1012345
a la progression géométrique:

1 1 11
32 16 8 4 124816 32

o

Et fait constater le parallélisme qui existe entre les relations:

a2+3=5 correspond4 X 8 = 32
1 1

; - 1. 1_
a -2+(-3) = -5 correspond e 2= 32

Stifel utilise les nombres négatifs comme outil simplifiant la notation “fraction” et
les opérations que l'on est conduit a faire. Rappelons que Néper est né en 1550 et mort en
1617. Stifel adopte une démarche analogue a celle qu'utilisera Néper : "Transformer une suite
géométrique en une suite arithmétique dans le but de simplifier les calculs”.

Bombelli (1526-1572) propose de représenter les nombres réels sur une droite
orientée. Pour lui, les nombres négatifs existent et 1'idée qu'il en a est la notre mais cela ne
suffira pas a lever les réticences.

Cardan (1501-1576) cite les solutions négatives dans la résolution de ses équations
mais il les considere comme “"impossibles”, ce sont de simples symboles. Il les ap-
pelle "nombres fictifs". 1l explique que les solutions négatives d'une équation peuvent mener a
de vraies solution d' une autre équation:

x? = 4x + 32 a pour solution -4 donc x2 + 4x = 32 a pour solution 4

On retrouvera cette attitude chez Descartes et beaucoup plus tard chez De Morgan.

Dans ses exemples de résolution de cubiques, il tombe sur des racines carrées de
nombres négatifs, qu'il appelle "sophistiquées” il considere alors ses solutions "aussi subtiles
qu'inutiles”. Dans le chapitre 7 de "Ars magna” il propose le probleme suivant :

"Diviser 10 en deux parties dont le produit est 40." Cardan obtient les so-

lutions: 5 + \/-15 et 5 - ~/-15 il dit : "Ainsi progresse la subtilité arithmé-
tique, dont la fin est aussi raffinée qu'elle est inutile".

Lui aussi traite de fagon distincte un grand nombre d'équations car il n'admet que les coeffi-
cients positifs.

Viete (1540-1603) écrit son algebre, il utilise des lettres comme coefficients dans ses équa-
tions. Pour la premire fois quelqu'un essaye de généraliser les résultats. Dans son livre
"logistica speciosa” il donne une méthode générale pour résoudre les équations du second de-



gré : Les quantités connues sont représentées par des consonnes alors que les quantités incon-
nues le sont par des voyelles. Mais, et cela peut nous paraitre inexplicable, il refuse que 1'on
attribue des valeurs négatives aux lettres et il rejette les solutions négatives.

A partir de 1'équation :
A’-BA=2Z

I1 explique comment ne faire apparaitre que des additions.

Il pose E = %et 1'équation ci dessus s'écrit :

Z)3 Z
[E} -B E= Z ou encore

7> = B.E*> + E?

Les solutions sont en fait toujours liées a la géométrie et les nombres négatifs n'ont toujours
pas de signification pour lui! Les coefficients sont toujours positifs car ils représentent des
grandeurs géométriques. La géométrie lui permet de justifier le raisonnement algébrique. De
plus, il respecte les regles d'homogénéité :

Dans I'équation :  ax = c,

“c"” est une mesure de volume,
“x " une mesure d'aire
"a” une mesure de longueur.

I1 écrit cette équation sous la forme:

Bin A quadratus aequatur D solido
ou encore :Bin A q aequatur D solido

Et c'est Albert Girard (1595-1632) qui, pour la premiere fois accepte 1'existence de
racines négatives et imaginaires. Il explique que le négatif en géométrie correspond a une ré-
gression alors que le positif correspond a un avancement :

"La solution par moins s'explique en géométrie en rétrogradant, et le
moins recule la ou le plus avance. "

I justifie aussi son acceptation des solutions négatives et complexes : "pour la
certitude des régles générales, pour montrer qu'il n'en existe pas d’autres et pour leur utilité. "

Il n'accepte donc pas vraiment 1'existence des nombres négatifs, ce sont des outils
lui permettant d'étre rigoureux dans ses résolutions :
Si une équation n'a que des solutions négatives, celles ci lui permettent de prouver que 1'équa-
tion n'a pas de solutions.
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Descartes (1596-1650) qualifie les racines négatives de "fausses” et il prouve que
I'on peut transformer les équations menant & des réponses négatives en des équations qui,
elles, menent a des résultats positifs :

"Mais souvent il arrive que quelques unes de ces racines sont fausses, ou
moindre que rien. Comme si on suppose que x désigne aussi le défaut d'une quantité qui
fait 5, on ax + 5 = 0 qui étant multipliée par :

X3 - 9ux + 26x - 24x = O fait : x* - 43 - 19 + 106x - 120 = 0

pour une équation en laquelle il y a quatre racines,a savoir trois vraies qui sont 2, 3, 4
et une fausse qui est -5.(....) "

" Nous pouvons transformer les racines fausses en racines réelles”.

"On peut toujours en augmentant la valeur des vraies racines d'une quantité
qui soit plus grande que n'est celle d'aucune des fausses, faire qu'elles deviennent toutes
vraies, en sorte qu'il n'y ait point deux signes qui s'entresuivent et outre cela que la
quantité connue du troisiéme terme soit plus grande que le carré de la moitié de celle du
second."” ( voir ci apres )

Pourtant c'est grace a la création de la géométrie analytique que la nécessité d'utili-
ser les nombres négatifs devait se faire jour. En effet, comment décrire une droite dans le plan
muni d'un repere si on ne les utilise pas? (Ce n'est pas Descartes qui a crée la géométrie ana-
lytique, mais c'est lui qui a posé la pierre qui a permis de 1'inventer). Pour Descartes 1'algebre
reste une méthode d'analyse des probleémes géométriques.

Pascal (1623-1662) écrit dans ses Pensées :
" trop de Vvérité nous étonne ; j'en sais qui ne peuvent comprendre que, qui
de zéro oOte 4 reste zéro."

Il refuse 1'algébrisation de la géométrie car celle ci n'a, pour lui, aucune base lo-
gique. Ce qui, il faut bien le dire, est vrai puisque les opérations, les régles de calcul sont ba-
sées sur l'intuition. Les nombres, qu'ils fussent positifs ou négatifs, s'ils ne sont pas entiers,
n'ont aucune existence propre. Ce qu'Euclide a fait pour la géométrie et les nombres entiers :
une construction rigoureuse, personne ne 1'a fait jusqu'a présent pour les nombres réels!

Pourtant quand les mathématiciens utilisent les nombres négatifs, ils arrivent a des
résultats cohérents. Cela permet de balayer les scrupules de certains mais pas de tout le monde.

Arnauld, théologien ami intime de Pascal, dit a propos de 1'égalité :

"Comment un nombre plus petit pourrait-il étre a un plus grand comme un
plus grand a un plus petit?”

On retrouve ici le lien avec la géométrie euclidienne : les proportions.

10
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Wallis (1616-1703) pense des négatifs qu'ils sont plus grands que 1'infini tout en
étant inférieurs a zéro. Dans "arithmetica infinitorum” il explique que : "a érant un nombre
. . a N a . . .
positif” le quotient 0 est infini et comme -(-_-1-5 est plus grand, le dénominateur étant plus pe-
tit, il est plus grand que 1'infini tout en étant inférieur a zéro car le résultat est négatif.

Il explique qu'il est impossible qu'une grandeur soit plus petite que rien mais si on
les considere avec le point de vue du physicien, ces grandeurs peuvent avoir un sens.Il pense
au principe de 'action et de la réaction

Le marquis de 1'Hospital (1661-1704) écrit :

42 ANaLYSsE
fant toujours , fa différence fera négativer Or toute quan-
t1eé quicroit ou diminue.cominuellemcnt) ne peut deve-
nir de politive négative , qu'elle ne pafle par Iinfini ou
par le zero; (cavoir par le zero lorfqu'elle va d’abord en
diminuant, & par Iinfini lorfquelle va d’abord en aug-
mentant. D'otil fuit que la différence d'une quantité qui
exprime un plus grand ouun moindre, doit ére égale a zero
‘ ou 2 I'nfint. Or la narure de la courbe A4 D a1 érant don
* Sect, }r. née, on trouvera *une valeur de & 7 , laquelle €rant €ga-

of 2. lée d'abord a zero, & enfuite a l'infini, fervira a décou-
vrir la valeur cherchée de 4 E dans I'une ou lautre de ces
fuppolirions.

o5

Dans 1'Encyclopédie de D'Alembert (1717-1783) on lit la définition des quantités
négatives :

" "Les quantités négatives en algébre, sont celles qui sont précédées par le
signe - et qui sont regardées par plusieurs mathématiciens comme plus petites que zéro.
Cette derniére idée n'est cependant pas juste (...) Ainsi les quantités négatives indiquent
réellement dans le calcul des quantités positives,mais qu'on a supposé dans une fausse
position. "

Bernoulli (1654-1705) et Leibnitz (1646-1716) ont échangé un abondant courrier
concernant le logarithme d'un nombre négatif :

Leibnitz explique que 1'on peut appeler imaginaires (non existantes) les quantités
qui n'ont pas de logarithme, mais que 1'on peut tout de méme calculer avec elles.

Pour justifier de la non existence du logarithme d'un nombre négatif, il donne la
raison suivante:

"Le logarithme d'un nombre plus grand que 1 est positif et le logarithme d'un
nombre compris entre 0 et 1 est négatif, il ne reste donc plus de logarithmes pour les

I
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Lo luler

4. Beweisgrand

Dues geniidfl dor Natur der Logarithmen sicher ist, daf3 dor Loga-

ribmus - einer beliebigen Potenz p* dem Logarithmus der

Warzel pselbst, multipliziert mit dem Exponenten n, gleich ist

oder dali log pr=nlog p ist, folgt davaus, daf man, wenn man P

durch eine negative Zahl —a ersetzt, log (—a)*=nlog (—a)
9

erhalten wird. Es sei n=2; dann wird log (—a)*=2log (—a) sein.

Well aber (—a)?=a2 ist, werden wir log (—a)*=log «’=2log
erhalten. Davaus folgt, daB 2 log (—a)=2log a ist, also log —a=
=log +a. Dics zeit sich uamittelbarer aof folgende Art:

Weil (—a)’={+a)? ist, wird man log (—a)’=log (+a)2 oder
2log —u=2 log +a und folglich log —a=log 4+« evhalten.

Alle anderen Beweisgriinde, die man anfithren kann, um dicse
Aullassung zu beweisen, lassen sich leieht aul eine der vier redu-
zieren, die ieh gerade dargestellt habe. Ieh werde nun die in-
witnde, dic man gegen dicse Auffassung erlieht, sowie dic Griinde,
woraul dicse sich stiitzt, dariegen.

1. Einwand

Flesr Leibniz wandte gegen die erste Bcwcisf{ihrung e, daB
die Begel, den Logarithmus ciner variablen Crofe 2 za differen-
zicren, indem man das Dilferential von 2 durch dic gleiche
Crofica teil, nur gilt, wenn 2 eine positive GroBe ist, so dall man

~da

sich irrt, wenn man das Differential von log —~a gleich
-

da ! . .
oder — setzt [6]. Man mufB™nun aboer zugeben, daf3 dieser Tin-
" | g

wand nicht nur duBerst schwach ist und durch keinen giiltigen

Uber dic Kontroverse .
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Bewasgrond gesluizt wird, SONUCH Uie HLEECHLRUICCiiung Aot
Logavithmen vollig wmstoflen witrde. Da sich dicse Bechnung
aul variable Groflen bezicht, d. h.oanl allgemein betrachicte
Grofien, konnte man sich niemals dieser Regel bedienen, wenn

da

oilt, welehe Grolle

es nicht allgemein wahe witve, dal dlog 2= gilt,

x
man auch @ zuordnet, sei ¢s eine positive oder cine negalive
oder selbst cine imaginive, denn die Richligkeit der Differential-
rechmung dstoaal der Allgemeinhieit der Regeln gegriindey, dic
sie cinscéhlieBr Herr Leibuiz hittte nun aber keme \"cl'mﬂnssung,
sich aul diesen Binwand zu stiitzen, um scine Auflassunyg zu
erbalten, weil er die Erklirong des Herrn Bernoulls dureh
einen sehr viel stirkeren Binwand als diesen hiitte angreifen
konnen.

2. Einwand

Indem Herr Bernoulli dureh die Gleichbeit der Differentiale
bewaisen wollte, dall log —a=log +2a sei, wilrdc er durch den
glechen Gedankengang beweisen, dall log 2a=log @ sei, denn das
Differential von log 22 15L:;-l§:%%—, genau das glewche wie das
von log . Dementsprechend witrde, wenn der Gedankengang des
Heren Bernouwlli bereehtligt witve, daraus folgen, dafl meht nur
log —a =log +w 1st, sondern auch log 2v=log x und allgemein
log ne=log x ist, welche Zalil aueh immer mit n bezeichnet wird,
cine SchiuBlolgerong, der Herr Bernoullt selbst niemals zu-
stimymen witrde. Man \\'CiB nun, dall, wenn die Differentiale von
zwer variablen GréBlen gleich sind, dann nicht mehy daraus
folgt, als daB sich diese variablen Gréfien voneinander dureh cine
konstante Gréfic unterscheiden. Man wird daraus nicht sehlicBen
kénnen, dadd sic gleieh seien. So wiive, obwohl das Differential von
4o chenso wie dus von a glewch daist, die Schlufifolgeruny
durchaus falscl, dafl o +a=z sei. Durch dicsen Cu ankenvang
ist es also klar, daB sich dic Grofien log —a und log +a, weil das
. L . o oda
Dilferential von log —z und das von log +a gleich . 1st, von-

o

cinander nur durch eine konstante Grobe lnl[L‘lsC]lCidcn wias

60 L. Euler

chenfalls offensichilich ist, da log —a=log —1+logxist. Hieraus
verstelit man cbenso leicht, dafl wegen log nx=log x+log n das
lefuuuml von log na gleich dem Differential von log x scin
mull. Herr Bernoulli nimmt allerdings an, dall log —1=0 ist,
vbunsu wice log 1=0 ist, so dafBl log —a=loga+log ~d=log
wive, Da dies aber genau das ist, was Herr Bernoulli dureh
diesen Gedankengang beweisen will, ist klar zu erkennen, daf
diese Annahme nicht zugelassen werden kann.

3. Einwand

Man lkann den gleichen Einwand vorbringen gegen den zweiten
Beweisgrund des Herm Bernoulli, in dem er mit Hilfe der
Differentialgleichung yda=dy dcr logarithmischen Kurve be-
weisen will, dafl diese Kurve zwel gleichartige Zweige hat, dic
beiderscits der Achse liegen. Dxcsc Gleichung witvde nimlich
nicht nur die gleiche bleiben, wenn man ¥ durch —y crsctzen
wiirde, sondern auch, wenn man y durch 2y oder allgemein durch
ny crselzte. Davaus wivde folegen, dafl diese Kurvve unendlich
vicle Zweige hitte uod daB dic Abszisse o der gemecinsame

14



Logarithmus nicht nur von y und von —y, sondern auch von 2y
und allgemein von ny, welche Zahl noauch sei, wire. Aus dem
gleichen Grund, ans dem man das Recht hat, eine unendliche
Anzahl von Zweigen der logarithmischen Kurve zu verneinen,
wied man auch die Existenz von zwel Zweigen, die Herr Ber-
noulli emfithven will, verneinen,

Dicser Einwnnd st wiederum gegen die zwet Zweige der loga-
rithmischen Kurve gervichtet. Obwohl man sicher auf die Exi-
stenz eines Durchmessers ciner Kurve sehliclen kinnte, wenn
thre Gleichung in den Koordinaten x und y derart ist, dafl sic
unverdndert bleibt, wenn man y dureh —y ersetzt, st dieses
Kriteriom jedoch wur gerechtfertigt, wenn die Gleichung fir
die Kurve algebraiseh ist oder auf endliche Glieder beschriinkt
wl Man weill niimbich, dafl cine Differentialegleichung sehr viel

Uber dic Kontroverse . . . 61

allgeraemer ist als dic endliche Gleichung, aus der sie abgeleitet
wurde, und daf} sie unendlich viele Kurven einschlieBt, die nicht
von der endlichen Gleichung wmfalft werden. So besitzt die
Gleichung der Parabel yy=ax das Differential 2ydy=ada. Diese
Differentialgleichung  entspricht aber ebenso der allgemeinen
Gleichung yy=ax+ab, dic zugleich c¢ine unendliche Anzahl von
Parabeln ciuschlieft. Genau so verhiilt es sich mit der Differential-
gleichung ydae=dy der logarithmischen Kurve, die ebenso der
endlichen Gleichung v=1log ny wie auch der Gleichungw=log y ent-
spricht, die man aber einzig und allein im Auge hat. Daraus folgl,
dall man nicht tber die Form ciner Kurve urteilen kann, wean
man nur thre Differentialgleichung betrachtct.

5. Einwand

Dieser Emwand bezieht sich auf den dritten Beweisgrund, der
zweifctos viel stiarker ist. Wenn alle die Kurven, die in der all-
. . dy . . .
gemeinen  Gleichung du‘:?—, wober n eme ungerade Zahl
darstellt, enthalten sind, cinen Durchmesser haben, so mul} die
gleiche Eigenschaft vorliegen, wenn n=1 ist, was bei der loga-
rithmischen Kurve der Fall ist. Da nun aber diese Eigenschalt
nur offensichtlich ist, insofern man dic algebraischen Integrale

. di . .
der Gleichung dm:% betrachtet, was immer aufler im Fall n=1
¥

geschicht, so wird man in der gleichen Werse, wie man diesen
Fall avsnchmwen mufl, wenn es umn die Frage dev Integrierbarkent

. a ] .
der Glerchung do=-J geht, das Lecht haben, die gleche
Y™

Ausnahime zu machen, wenn es sich um das Urtell iber cinen

Durchimesser handelt [7]. Wenn man also meht durch irgendeine

andere Erklarung beweisen kann, dafl die logarithmische Kurve

cinen Durchmesser besitzt, 1st dieses aus der allg'ome,invn Glei-
dy . . -

chung da=-— hergeleitete Arvgument also nicht dberzeugend.
Y

Um seine Unzulinglichkeit deutlicher aufzuzeigen, werde ich

sogar bev den algebraischen Kurven Iille darstelfen, ber denen
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nombres négatifs ou complexes. En fait s'il existait un logarithme pour -1 alors selon la
loi des logarithmes In(-1) serait la moitié de ce nombre mais -1 n'a certainement pas de
logarithme. "

Bernoulli prétend que In(-x)=Inx car : g—%l = % et aussi car : 2In(-a)=In(-a)2= Ina?=2lna

Euler (1707-1783) explique dans son "Introduction compléte a l'algébre” et justifie
les régles de calcul avec les négatifs. Il dit : "annuler une dette c'est comme faire un cadeau”
pour expliquer pourquoi soustraire (-b) revient a additionner b. Il dit aussi que (-1).(-1) = 1
car le résultat doit étre 1 ou -1 et comme il a déja démontré que "1.(-1) = (-1)", le résultat est
nécessairement 1.

On pourra lire a la fin de l'article les commentaires de Morits Cantor dans son
histoire des grandeurs négatives.

Euler, comme on peut le lire dans l'extrait ci joint, dit que Leinitz aurait pu rétor-
d(2x dx . . . .
quer que comme -(2—)(—2 =, on aurait In2x = Inx en suivant le raisonnement de Bernoulli et

aussi Inpx = Inx pour tout p ce qui est absurde.

Euler explique que Bernoulli suppose que In(-1) = 0 alors que c'est ce qu'il veut
prouver. (In(-x)=In(-1)+Inx =Inx)

Euler donne la définition du logarithme des nombres négatifs et complexes sui-
vante:

In( x+iy ) = In(reif ) = Inr + i(8 +2km)
Il I'envoie a D'Alembert qui la refuse.

Traduction (approximative ) du texte d'Euler

1. Objection

M.Leibniz s'opposait au premier exemple en disant que 1'on se trompe si on pense
e 2 . .. -dx dx . .
que la dérivée de In(-x) s'écrit : o ou,ou [6]. Mais on doit avouer que cet argument ne

fait vraiment pas le poids, qu'il n'est étayé d'aucune preuve et qu'il mettrait en question toutes
nos connaissances sur la différentiation des logarithmes. Comme ce calcul fait intervenir une

. e . . dx .
grandeur variable, on ne pourrait jamais se servir de la régle : (Inx)' = ~ pour tout x qu'il

soit positif, négatif ou méme imaginaire, car la régle de la différentiation est universelle.
M. Leibniz n'aurait pas eu besoin d'utiliser cet argument car il en existe un beaucoup plus puis-
sant.

16



2. Objection

Lorsque M.Bernoulli veut prouver que In(-x) = Inx car Q%?— est égal a % on dé-

montrerait de la méme maniere que In(2x) = Inx car %Z;XZ est égal a % Et si on suit les idées

de M.Bernoulli on aurait non seulement In(2x) = Inx mais aussi In(nx) = Inx pour tout n ce
que M.Bernoulli n'aurait jamais admis. On sait que si les dérivées de deux fonctions sont
égales celles ci different par une constante. On ne peut donc conclure qu'elles sont égales car
avec ce raisonnement on pourrait dire que comme d(x+a) = dx alors x+a = x. Avec cette
opinion on ne peut donc pas conclure que In(-x) = Inx mais qu'elles le sont a une constante
pres et donc que In(-x) = In(-1) + Inx. A partir de 1a on comprend trés aisément que In(nx) =
Inn + Inx M.Bernoulli admet donc que In(-1) = 0 car Inl = 0 et qu'ainsi In(-x) = 0 + Inx.
Mais c'est justement ce qu'il veut prouver, on ne peut donc le prendre pour hypothese.

3.0bjection

On peut opposer les mémes arguments contre la deuxieme preuve de M. Bernoulli
lorsqu'a 1'aide de l'égalité ydx = dy de la courbe du logarithme il veut prouver que cette
courbe a deux branches identiques de chaque coté de 1'axe. Cette égalité ne changerait pas si
on remplagait y par -y mais elle ne changerait pas non plus si on remplagait y par 2y ou par
ny. A partir de 13 il s'ensuivrait que la courbe aurait une infinité de branches et que les abs-
cisses x de 1'ensemble des logarithmes le serait si on remplagait y par -y ou 2y ou encore ny.
Pour la méme raison que 1'on nie que la courbe des logarithme a une infinité de branches on
peut aussi nier 1'existence des deux branches que M. Bernoulli voulait introduire.

4. Objection

Cet argument sera a nouveau dirigé contre 1'existence des deux branches de la courbe des lo-
garithme. Bien que 1'on soit siir de 'existence d'une sécante & une courbe, si leur égalité en x
et y est telle qu'elle reste inchangée si on remplace y par -y ce critere ne permet de loin pas de
conclure si cette égalité concerne une courbe algébrique ou si elle concerne un ensemble fini.
On sait en effet qu'une égalité différentielle est bien plus générale qu'une égalité finie extraite.
L'égalité yy = ax a pour différentielle 2ydy = adx. Mais cette égalité provient également de
yy = ax + ab qui correspond également a une infinité de paraboles. Cela se passe de la méme
facon avec 1'égalité ydx = dy de la courbe logarithme qui provient aussi bien de x = In(ny)
que de x = Iny, alors que I'on a que celle 1a a 1'esprit. C'est pourquoi 1'on ne peut pas
conjecturer sur la forme de la courbe quand on ne regarde que sa dérivée.

Francis Maseres, mathématicien anglais écrit en 1759 dans sa dissertation sur 1'uti-
lisation du signe négatif en algebre : "Elles servent seulement pour autant que je sois capable
d'en juger, a obscurcir la doctrine toute entiére des équations et a rendre ténébreuses et mys-
térieuses des choses qui sont dans leur nature excessivement évidentes et simples. 1l eiit été
souhaitable en conséquence que les racines négatives n'aient jamais été admises dans l'algébre
ou qu'elles en aient été écartées."”

On pourra lire 1'histoire des nombres négatifs écrite par Moritz Cantor jointe a cet
article.
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Kastner explique qu'il faut considérer les nombres négatifs non pas en tant qu'en-
tité mais en tant qu'objets opposés a d'autres, par exemple des biens et des dettes, avancer et
reculer, et parmi ces grandeurs on choisit d' appeler les unes positives et les autres négatives.

Kant écrit en 1763 "une grandeur est, comparativement a une autre, négative”
lorsqu'on peut les opposer par exemple "Lust” et "Unlust”. Les grandeurs négatives ne sont
pas des négations de grandeurs qui elles seraient positives, ¢'est un sentiment positif et non un
manque.

On lira I'extrait joint a cet article.

Carnot (1753-1823) n'est pas du tout d'accord et il explique pourquoi dans son
livre "Réflexions sur la métaphysique du calcul infinitésimal". Pour lui, les nombres négatifs
ne sont que des objets fictifs. (Voir ci apres)

William Frend (1757-1841), qui fut membre du Jesus college a Cambridge, déclare
dans la préface de ses "Principes d'algébre” en 1796 que retrancher un nombre plus grand
d'un plus petit est une chose ridicule et au sujet de la résolution des équations du second degré:
"Tout cela n'est que jargon auquel le sens commun répugne (...) mais ce jargon trouve ses
partisans les plus ardents parmi ceux qui préfeérent se fier a ce qu'on leur dit et détestent jus-
qu'a l'idée d'une pensée sérieuse.”

Robert Woodhouse (1773-1827) écrit en 1801 :

"Les paradoxes et les contradictions mutuellement opposés les uns aux autres
par des mathématiciens engagés dans la controverse concernant l'application des loga-
rithmes aux quantités négatives et impossibles pourraient servir d'arguments pour éviter
d'utiliser de telles quantités dans la recherche”. 11 parle sans doute des logarithmes des
nombres négatifs et non des nombres négatifs ou complexes eux mémes .

En 1831 De Morgan (1806-1871) exprime ses objections envers les nombres néga-

tifs et imaginaires : "L 'expression imaginaire \[-a et l'expression négative -b se ressemblent en
cela que chacune d’elles, lorsqu’ elle apparait comme solution d'un probléme, indique qu'il y
a la quelque inconsistance ou absurdité. Pour ce qui concerne la réalité de leur s1gnzﬁcanon

toutes deux sont également imaginaires puisque 0 - a est tout aussi inconcevable que \/

De Morgan illustre ses objections a 1'aide d'exemples, en voici un :

"Un pére a 56 ans et son fils en a 29. Dans combien d'années 1'dge du
pere sera-t-il le double de celui de son fils?"

Solution : Soit x le nombre d'années, x vérifie : 56 + x = 2(29 + x ) On trouve : X =-2

"Ce résultat est absurde mais si nous changeons x en -x et si nous résolvons
56 - x = 2( 29 - x ) nous trouvons x = 2. La réponse négative montre que nous avons
commis une erreur dans la premiére formulation de 1'équation. Lorsque la réponse & un
probléme est négative, en changeant le signe de x dans 1'équation qui a produit ce résul-
tat, nous pouvons alors découvrir qu' une erreur a été commise dans la méthode utilisée
pour former cette équation ou montrer que la question posée par le probléme est trop
limitée et devrait étre étendue pour qu'il admette une solution satisfaisante. Lorsque la
réponse est imaginaire ce n'est pas les cas. (...) Néanmoins une grande partie de I'al-
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gebre se développe a l'aide de tels symboles (...) mais on doit se rappeler que cela n'est
qu'une petite partie d'un immense sujet.”

Gauss (1777-1855) écrit en 1825 qu'il ne pouvait s'arracher "de la vraie métaphy-
sique des quantités négatives et imaginaires. Le véritable sens de -1 est constamment présent G
mon esprit mais il serait toutefois difficile de l'exprimer a l'aide de mots” et en 1831:

"Les anciens algébristes appelaient les racines négatives des racines fausses
et elles le sont en effet quand le probléme pour lequel la relation a été posée présente des
quantités auxquelles on ne peut en attribuer d'autres qui leur sont opposées (...)Il ne faut
pas refuser aux nombres négatifs les droits accordés aux nombres positifs (...) Les
nombres négatifs ne peuvent trouver d'application que lorsque les choses comptées sont
d’espéces opposées (...) Les objets comptés sont non pas des substances, des objets
comme existant par eux mémes mais des relations entre les objets. Les mathématiciens
Jont entiérement abstraction de la nature des objets et ne s'occupent que de leurs rela-
tions”
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HISTOIRE DES MATHEMATIQUES
MORITZ CANTOR (Résumé)

L'extension de la notion de nombres par 1'introduction des nombres négatifs a été
due a la nécessité de pouvoir effectuer des soustractions dans tous les cas. Mais les mathéma-
ticiens n'ont pas réussi 2 se libérer de paradoxes génants. On se rendait compte au 18° des la-
cunes sans pour autant développer la logique. A la fin du siécle on a commencé a s'opposer a
1'utilisation des nombres négatifs pour éviter les bricolages et 1'opposition était encore plus
forte envers les imaginaires bien que les mathématiciens de premier rang les utilisassent sans
arrét. Fancis Maseres, un écrivain, en a été un opposant farouche. Comme il ne voulait
travailler qu'avec les nombres positifs, les négatifs devaient par tous les moyens apparaitre dé-
nués de sens.

Bien que 1'exposé de Kastner n'ait pas été parfait il a vraiment amené l'extension
de la notion de nombre.

Influencé par Kastner, Kant a écrit un article dans lequel il explique que les
nombres négatifs ne sont pas des négations de grandeurs positives mais des vraies grandeurs.

Afin d'intégrer les pensées du moment dans les livres de math. on expose les expli-
cations de Euler et on les compare brievement a celles d'autres auteurs. Son style était popu-
laire mais son exposé ne méritait pas un tel succes et nous pensons que celui ci était plutdt
destiné a la deuxieme partie de son livre (L'analyse)

On cite les articles d'Euler :

Art.8 Pour additionner deux nombres, on fait précéder le deuxieme d'un signe
plus.

Art.11 Si on veut soustraire un nombre d'un autre on fait précéder celui ci d'un
signe moins.

Art.16 Ce qui est important c'est le signe qui précede le nombre. On considere
en algebre le nombre précédé de son signe comme une grandeur.

Commentaire : les signes plus et moins sont-ils toujours a considérer comme des
signes opératoires? Peut-on ajouter un nombre négatif a un nombre négatif? L'auteur ne donne
pas de réponse satisfaisante a ces questions.

Le fait de considérer d'abord les signes plus et moins comme des signes opératoires
puis comme des indications du signe du résultat a été une erreur a cette époque. Et c'est a
cause de cette erreur que Simpson a pu prétendre que -a n'avait pas plus de signification que

\/-b. Trail prétend que I'on ne peut pas expliquer ce qu'est une grandeur négative.

C'est pourquoi on explique, dans les manuels, les négatifs a 1'aide d'exemples.
Dans certains manuels on utilise les signes plus et moins pour des grandeurs opposées, puis
discretement ils servent aussi a faire des opérations. Dans certains livres la différence de si-
gnification est expliquée.

Pour expliquer la multiplication Euler écrit que -a multiplié par -b fait +ab car il a
déja expliqué que -a par +b faisait -ab.
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Euler aurait aussi pu dire que -a par -b fait -ab car +a par +b fait +ab. Affirma-
tion que 1'on trouve plus tard chez Porro.

Les régles que 1'on trouve dans les manuels découlent pour la plupart de celles
d'Euler. On demande au lecteur d'admettre les régles de calcul décrites a 1'aide d'exemples.
La preuve de Segner, Kastner et Da Cunha s'appuie sur une phrase non prouvée et avance en-
suite discrétement que 1.+b = +b et 1.-b = -b qui est justement une partie de ce qu'ils veu-
lent prouver. Voila la phrase: "Si dans une proportion les deux premiers termes sont de méme
signe (resp. de signe différent) il faur que les deux derniers soient également de méme signe
(resp. de signe différent)”

Clairaut déduit de 1'égalité : (a-b)(c-d)=ac-bc-ad+ad et en posant a=c=0 que
-b.-d=-+bd. Mais Simpson rétorque que -b et -d n'ont ici aucun sens car on ne peut pas enle-
ver quelque chose de rien. William Frend critique aussi car dans la premiere égalité le signe -
est un signe opératoire et -b n'a donc pas d'existence propre. Laplace propose la démonstration
suivante: -a(b-b)=0 or -a.b=-ab donc -a.-b=+ab que 1'on retrouve aussi chez Maclaurin. En
fait ces démonstrations ne sont que des expositions de pratiques car elles ne reposent sur rien.
L'ouvrage de Porro "I'algébre selon ses vrais principes” a pour origine le flou des discussions
portant sur les principes de base de 1'algebre. L'auteur explique que le signe - a en fait 4 si-
gnifications 1.la soustraction 2.une quantité négative 3.la division 4.la multiplication. et la
régle "moins par moins égal plus” est a rejeter car c'est elle qui est a I'origine de toutes les
polémiques. Il suffit d'admettre que le produit de deux nombres négatifs est négatif.

William Hamilton (1805-1865) écrit dans un article publié en 1837 :

"Mais il n'est nul besoin de faire preuve d'un septicisme particulier pour ne
pas croire la doctrine des négatifs et des imaginaires. (...)ll doit étre bien difficile de
fonder une science sur de telles bases.” (1l fait allusion aux regles de calcul), bien que
les formes de la logique puissent construire & partir d'elles un systeme symétrique d' ex-
pressions et qu'un art pratique puisse étre appris afin d'appliquer correctement les régles
utiles qui semblent dépendre d'elles (...)"

Boole (1815-1864) explique dans son "Investigation des lois de la pensée” en 1854

que \/-1 est un symbole ininterprétable : "Toutefois en l'utilisant en trigonométrie nous pas-
sons d'expressions interprétables en expressions interprétables en passant par des expressions
ininterprétables.” :

C'est dans les années 1830 que les mathématiciens s'attaquent 2 la justification des
opérations portant sur des expressions littérales et symboliques.

Peacock (1791-1858), par exemple, part des propriétés empiriquement admises des
opérations sur les rationnels positifs:la commutativité, 1' associativité de 1'addition et de la
multiplication,ainsi que 1'existence d'un inverse puis a partir de 1'équation x+ b = c il intro-
duit un nouveau symbole : (c - b) et définit 1'addition et la multiplication de ces symboles. Ces
opérations gardant les mémes propriétés. C'est ce qu'il appelle le principe de permanence.
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Pourquoi avoir mis si longtemps avant d'accepter les nombres négatifs? 'Pourquoi
des savants parmi les plus grands (Pascal, Descartes pour ne citer qu'eux) ont-ils éprouvé tant
de réticences a les utiliser?

La premitre raison a été le lien nombres-géométrie, la seconde la difficulté éprou-
vée par les partisans de leur utilisation de justifier et 1'existence des nombres négatifs et les
regles de calcul. Parmi ces regles de calcul il en fut une plus difficile a justifier que les autres :
"moins par moins égal plus”. Aucun modele, justifiant 1' existence des nombres négatifs
(dettes, température etc...) n'est capable d'expliquer cette regle. Seul le principe de perma-
nence a réussi a la faire accepter!

Et si nos éleves étaient comme Pascal? Et si ceux qui éprouvent des difficultés n'étaient en fait
que des individus nous demandant des justifications?

Comment les nombres négatifs sont-ils introduits? Si c'est a 1'aide du modele
"dertes,températures,etc... " n'est ce pas réducteur par la suite? Seront-ils capables de s'en li-
bérer? 11 faudrait pouvoir rassurer ceux qui ne comprennent pas, leur dire qu'ils se trouvent
dans une situation somme toute banale. S'ils avaient vécu deux siecles plus tot, ils auraient fait
partie d'une majorité!

Comment leur faire admettre cette regle si ce n'est en leur disant: "c’est ainsi
parce CA MARCHE "? Ou, en nous souvenant de 1'utilisation qu'en a fait Stifel?

2
2(-DX(-D) = 2t
donc (-1)X(-1) = 1

1: H = 2 s'écrit ()1 )! =21

Mais ce serait ce encore plus difficile, il faudrait pouvoir faire des recherches.
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