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INTRODUCTION
QUELQUES REFLEXIONS SUR LE NOUVEAU PROGRAMME

DE PROBABILITE EN PREMIERE

LA CONTINUITE DANS LES PROGRAMMES
Le programme des colléges aborde 'organisation et la gestion des données.

Le programme de seconde reprend et complete I'étude des séries statistiques
qui étalent auparavant enseignées en premicre.

Le programme de premiére introduit un premier contact avec les probabilités,
sans recours aux techniques classiques de dénombrement et en continuité avec la
notion de fréquence étudiée en statistique.

Le programme de terminale poursuit 'étude de phénomenes aléatoires (dans
des ensembles finis) et introduisant quelques outils combinatoires; il introduit
la notion de variable aléatoire et de probabilité conditionnelle, ce qui permet
d’approcher les concepts de base en probabilité et I'idée de loi en vue des classes

ultérieures.

Le programme des sections de techniciens supérieurs aborde les notions
de : variable aléatoire, loi binomiale, loi de Poisson, loi de Gauss, loi des grands
nombres, estimation d’une moyenne, d'un écart-type et d’un pourcentage, tests
d’hypothese.

L’ESPRIT DU NOUVEAU PROGRAMME DE PREMIERE
Le programme précise :

“L’objectif est d’entrainer les éleves a décrire quelques expériences aléatoires
simples et a calculer des probabilités. On évitera tout développement théorique.
Pour introduire la notion de probabilité, on s'appuiera sur 'étude de séries
statistiques obtenues par la répétition d'une expérience aléatoire, en soulignant
les propriétés des fréquences et la relative stabilité de la fréquence d'un événement
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donné lorsque cette expérience est répétée un grand nombre de fois ...
La probabilité apparait dans cette approche comme un outil mathématique de
modélisation de 'expérience sensible.

Le point de vue adopté ici est celui d’une approche par les fréquences
de la notion de probabilité.



Cette conception est différente d’une approche basée sur 1'équiprobabilité des
événements élémentaires posée a priori pour des raisons de symétrie (anciens
programmes de terminale).

Nous allons souligner quelques points importants dans cette nouvelle approche et
les choix que nous avons été amenés a faire dans les activités proposées.

Choix des expériences :

La probabilité est congue comme étant la “limite” de la fréquence quand on répeéte
une expérience “un nombre suffisant de fois”.

Pour introduire la probabilité comme limite de la fréquence, on peut étudier avec
les éleves plusieurs types de phénomenes :

* des phénomeénes pour lesquels on ne dispose pas a priori d’un modéle
théorique; c’est alors l'observation de séries statistiques qui va conduire &
proposer un modele théorique , par exemple :

— Lancer d'un dé pipé.

- Naissance d'un enfant :

probabilité pour que ce soit un garcon : p(G) = 0,52, une fille
p(F) = 0,48 car il nait en moyenne 52 garcons pour 48 filles.

~ Jet d’une punaise et observation du c¢6té ou elle tombe (a plat ou sur
le coté et la pointe).

* des phénomeénes pour lesquels on dispose d’un modeéle théorique qui
va s'imposer par exemple pour des raisons de symétrie (dé équilibré, pile ou face
... ). On peut alors faire émettre des conjectures aux éléeves sur le modele
théorique et vérifier la “conformité” avec les résultats de I’expérience.

Ce travail est particulierement intéressant pour l'expérience “jet de

deux pieces de monnaie” pour laquelle bon nombre d'éleves ne vont

pas proposer le méme modele suivant qu’on lance :

a) les deux picéces successivement

b) simultanément,

c¢) une piece de 1 F et une piece de 20 c,

d) deux pieces de 1 F.

Dans les cas b) et d) on trouvera chez certains éleves le modele :
proba(pile pile) = proba(face face) = proba(pile face) = 1/3.

Dans les deux types de phénomenes, on va étudier la série statistique des résultats
obtenus par répétition de 'expérience aléatoire et constater qu’il y a une relative
stabilité de la fréquence d'un phénomene observé quand on répete l'expérience
suffisamment de fois.



On peut commencer ainsi a approcher intuitivement l'idée de la loi des grands
nombres dont on peut, en premiere, donner ’énoncé naif suivant :

“la probabilité pour que la fréquence d’apparition d’'un phénomene s’écarte de la
valeur théorique de plus d'une certaine valeur (0,1 par exemple) devient trés faible
lorsqu’on répete expérience un grand nombre de fois”.

En introdusant ainsi la notion de probabilité, on n’échappe pas au probleme
difficile de la “circularité de la définition” puisque la définition de la convergence
utilise la notion de probabilité qu’elle est censée définir en méme temps. Ce point
sera développé plus précisément a la page 69.

Choix d’un outil privilégié

L’optique choisie nous a conduits a utiliser assez rapidement des arbres pondérés.
Ces arbres, différents des arbres de dénombrement, fonctionnent selon le “principe
multiplicatif” (on effectue des produits de probabilité le long des branches).

L'introduction des “arbres” a été préparée par un travail sur les fréquences et
les pourcentages. Les expérimentations en classe, faites par nous mémes ou par
les enseignants qui ont participé aux stages du plan académique de formation,
semblent montrer qu'il n'y a pas eu dans ’ensemble de gros problémes de
compréhension. Mals ces expériences ont été réalisées en nombre trop limité pour
qu’on puisse conclure.

Le travail sur les arbres se fait sans parler de probabilité conditionnelle ni
d’événements indépendants qui sont au programme de terminale.

Les probabilités sont introduites avant le dénombrement : quel est le
sort réservé a I’équiprobabilité?

Bien qu’on ne dispose pas d'études didactiques & ce sujet, notre expérience
d’enseignant nous laisse penser que la notion de probabilité est beaucoup plus
proche de l'intuition de I'éleve que celle de dénombrement. 11 s’agit en effet de
chances de gagner au loto, de nombres de fois ot on va amener le 6 sur un nombre
total de lancers, de la probabilité d’avoir un bébé du sexe féminin . . .

Le dénombrement au contraire constitue un tri a plat des possibilités dans lequel
1l n'y a pas d'enjeu de gain.

Lintroduction du dénombrement avant les probabilités incitait tout naturellement
dans les anciens programimes a traiter par la suite des cas d’équiprobabilité. Dans
cette optique, la probabilité apparaissait bien évidemment comme :

nombre de cas favorables / nombre de cas possibles.
Or T'équiprobabilité n’est pas l'outil par excellence dans les cas de modélisa-
tions d'expériences conecretes (caleul de probabilité dans les assurances ou en
biologie ... .



Nous avons donc choisi de présenter dans les exercices des exemples ou Uéquipro-
babilité n’est pas systématique.
Les cas d’équiprobabilité ne sont bien str pas interdits mais ils devienuent des

exemples parmi d’autres.
En conclusion

Dans un domaine tel que celui des probabilités (destinées a modéliser un grand
nombre de phénomenes concrets en biologie, sciences économiques, problemes de
controle de qualité, problemes d’assurances ... ) il nous parait important que le
probleme de la modélisation soit posé d’emblée, méme si au niveau de la classe de
Premiere il n’est possible d’y apporter que des réponses trés partielles.

Dans cette initiation aux probabilités les éleves ont été amenés a modéliser et &
controler par Uexpérience un modele théorique. Cela leur sera bien plus profitable
qu’une agilité technique dans les calculs de dénombrement.



LES PROGRAMMES DE STATISTIQUES
EN 4e, 3e ET SECONDE
ET DE PROBABILITES EN PREMIERE ET TERMINALE

STATISTIQUES - PROGRAMME DE 4e
Organisation et gestion de données. Fonctions
1. Applications linéaires et proportionnalité : ...

2. Exploitation de données statistiques :
Fréquences relatives et leur expression en “pour cent”.
Effectifs cumulés, fréquences cumulées.

3. Application aux pourcentages et aux indices (base 100 pour ...)

STATISTIQUES - PROGRAMME DE 3e
Organisation et gestion de données. Fonctions
1. Applications affines : représentation graphique d’une application affine.

2. Exploitation de données statistiques : moyenne; moyennes pondérées; médiane.

STATISTIQUES - PROGRAMME DE SECONDE

Le chapitre complete les acquis du college. Il présente un triple intérét. D’abord la
lecture pertinente de tableaux statistiques est nécessaire a la compréhension des
phénomenes économiques et sociaux. Ensuite, c¢’est un excellent terrain pour
des activités interdisciplinaires ou les éléves peuvent faire preuve d’initiative
et développer leurs méthodes de travail. En outre, savoir organiser, représenter
et traiter des données fournies a 'état brut, savoir apprécier U'intérét et les
limites d’un processus de mathématisation d’'une situation est un élément majeur
de toute formation scientifique.

On entrainera les éleves a la pratique de la démarche propre a la statistique :
— lecture de données recueillies sur les individus d'une population

— choix des résumés (regroupements en classes, indicateurs ... ) & mettre en ceuvre
pour décrire cette population;

— exécution des calculs & la machine (calculatrice, ordinateur):

ot



— présentation des résultats (histogrammes, graphiques, ... );

— controle et analyse critique de ces résultats.

Les documents nécessaires seront proposés en liaison avec les enseignements de

sciences biologiques, économiques et humaines ou empruntés a 'environnement de
I'éleve. Il est souhaitable que ces documents soient authentiques et motivants.

Organisation et exploitation de données statistiques

Séries statistiques a une variable :

- répartition d’une population en clas-
ses,

— effectifs, fréquences.

Séries statistiques a une variable quan-
titative :

— effectifs cumulés, fréquences cumulées,
— caractéristiques de position et de dis-
persion : moyenne, écart-type.

Il s’agit ic1 de s’assurer que les notions
déja étudiées au college sont acquises.

Ces notions ne doivent pas faire ’ob-
jet d’un exposé général : leur mise en
place s’effectue a travers ’étude, en
travaux pratiques, de quelques situa-
tions propices a leur approche. En par-
ticulier, les éleves doivent apprendre a
calculer une moyenne et un écart-type;
ces notions étant acquises, ils pour-
ront utiliser les fonctions statistiques
de leur calculatrice.

L’écriture de formules employant la
notation ¥ n’est pas au programme.

Travauz pratiques

- Exemples d’organisation de données
statistiques (calcul d’effectifs, de fré-
quences, élaboration de tableaux, de
diagrammes, regroupement en classes,
~ Lecture et exploitation de données
statistiques mises sous forme de ta-
bleaux ou de diagrammes d’effectifs ou
de fréquences (calcul et interprétation
d’unie moyenne, d'un écart-type, em-
ploi de tels indicateurs pour comparer
des séries statistiques.

Les activités mettront en évidence a
partir d’un tableau de fréquences cu-
mulées l'intérét de notions telles que
médiane et quartiles, mais aucune con-
naissance sur ces notions n'est exigible
des éléves.

Grace a 'étude d’exemples bien choi-
sis, on montrera l'intérét d'un regrou-
pement en classes pour le calcul de
moyennes et d’écart-type et on met-
tra en valeur la signification de la
moyenne 7 et de I'écart-type o. On ob-
servera par exemple que, dans de nom-
breuses séries statistiques, le pourcen-
tage d’éléments n’appartenant pas a
Pintervalle [720, £420], ou [T—30, T+
30], est voisin de 5 % ou de 1 %.



PROBABILITES - PROGRAMME DE PREMIERE

Classes de premieres Al, B, S, E, F (3)

Au college et en seconde, les éleves ont étudié la description de séries statistiques a
une variable. Le programme des Premiéres S et E comporte un premier contact avec
les probabilités. L’objectif est d’entrainer les éléeves a décrire quelques expériences
aléatoires simples, et & calculer des probabilités. On évitera tout développement
théorique. Pour introduire la notion de probabilité, on s’appuiera sur 'étude de
séries statistiques obtenues par répétition d’une expérience aléatoire, en soulignant
les propriétés des fréquences et la relative stabilité de la fréquence d’un événement
donné lorsque cette expérience est répétée un grand nombre de fois. La description
d’expériences aléatoires ameéne aussi a organiser des données : on se limitera &
quelques exemples permettant de mettre en valeur les idées, mais ne comportant
pas de difficultés combinatoires.

Il est important que les éleves puissent se familiariser avec les probabilités pendant
une durée suffisante : ’étude de ce chapitre ne doit pas étre bloquée en fin d’année.

Evénement, événements élémentaires; Seul est au programime le cas ou l'en-
la probabilité d'un événement est défi- semble des événements élémentaires
nie par addition de probabilités d'évé- est fini.

nements élémentaires. Evénements dis-
joints (ou incompatibles), événement
contraire, réunion et Intersection de
deux événements.

Les éleves doivent savoir calculer la
probabilité de la réunion d’événements
disjoints, d’'un événement contraire A,
et savoir utiliser la formule reliant les
Cas ou les événements élémentaires probabilités de AU B et de AN B.

sont équiprobables. Les notions de probabilité condition-

nelle, d’'indépendance, de probabilité
produit et de variable aléatoire ne sont
pas au programine.

(*) Les programmes des premiéres A2, A3, F7, F8, F12, G et H sont quasiment identiques, avec
en moins la réunion et Uintersection de deux événements, et la compétence de savoir utiliser la
formule reliant les probabilités de AU B et de AN B.
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Travauz pratiques

Exemples simples d’emplois de parti-
tion et de représentations (arbres, ta-
bleaux ...) pour organiser et dénom-
brer des données relatives a la descrip-
tion d’une expérience aléatoire.

Exemples simples d’étude de situa-
tions de probabilités issues d’expérien-
ces aléatoires (modeles d’urnes, jeux

).

L’étude du dénombrement des permu-
tations, arrangements et combinaisons
est hors programme.

On s’attachera a étudier des situations
permettant de bien saisir la démarche
du calcul des probabilités, et non des
exemples comportant des difficultés
techniques de dénombrement.

Dans certaines situations, par exemple
I’étude de caractéres d'une population,
les événements élémentaires ne sont
pas donnés a priori; on les construit
en effectuant une partition de la po-
pulation.

PROBABILITES - PROGRAMME DE TERMINALES

Quelques notions de calcul des probabilités ont été introduites en Premiere; en
Terminale, on poursuit 'étude de phénomeénes aléatoires, en disposant de quel-
ques outils combinatoires (arrangements, combinaisons) et de nouveaux concepts
probabilistes (variables aléatoires, conditionnement). Comme en Premiere, on s’at-
tachera a étudier des situations permettant de bien saisir la démarche du caleul des
probabilités et non des exemples comportant des difficultés techniques de dénom-

brement.

Le programme se limite a des ensembles finis; toute théorie formalisée est exclue.
Les notions de probabilité produit et d'indépendance de deux variables aléatoires
sont hors programme. Aussi bien pour les variables aléatoires que pour les
probabilités conditionnelles, le programme ne porte que sur ['étude d’exemples.



a) Variable aléatoire (réelle) prenant
un nombre fini de valeurs et loi de
probabilité associée; fonction de répar-
tition, espérance mathématique, va-
riance, écart-type.

b) probabilité conditionnelle d'un évé-
nement par rapport a un événement de
probabilité non nulle; relation

p(AN B) = p(A|B)p(B).
Indépendance de deux événements.

Formule des probabilités totales : étant
donné des événements By, B,,..., B,
constituant une partition de E, pour
tout événement A, p(A) = p(ANDBy)+
p(ANBy)+ -+ +p(AN B,) et, pour
tout k : p(AN By) = p(A|By)p(By).

On prendra un point de vue tres sim-
ple : certaines situations de probabilité
s’expriment commodément par 'affec-
tation de probabilité py, pa, ..., py aux
aleurs 'y, 9,...7, dune grandeur
numérique X associée a une expérience
aléatoire; on dit alors que X est une
variable aléatoire. Les événements
(X = 21),(X = x2),...(X = x,)
sont les événéments élémentaires de
la loi de probabilité de X. Pour la
fonction de répartition, on emploiera
la convention F(z) = p(X < z).
L’étude d’expériences aléatoires bien
choisies (situations d’équiprobabilité,
. ) amene a définir la probabilité de 4
sachant que B est réalisé, notée pp(A)
ou encore p(A|B), par la relation

(AN B

Tout développement théorique sur cet-
te notion est exclu. On mettre en évi-
dence son utilité en observant que,
dans de nombreuses situations, on con-
nait les probabilités conditionnelles de
A par rapport aux événements By, ce
qui permet de calculer p(A) grace a
la formule des probabilités totales. La
formule de Bayes est hors programme.

Travauzr pratiques

Exemples simples d’emploi de parti-
tions et de représentations (arbres, ta-
bleaux ...} pour organiser et dénom-
brer des données.

Exemples d’étude de situations de pro-
babilités issues d’expériences aléatoires
(modeles d’urnes, jeux, schéma de Ber-
noulli, ... ).

Exemples simples de description et
d’étude d’expériences aléatoires a l'aide
d'une variable aléatoire.

Lorsque 'étude d'une situation néces-
site I'emplol d’une variable aléatoire
ou de probabilités conditionnelles, des
indications doivent étre données sur la
méthode a suivre. En outre, pour 'ex-
ploitation des probabilités condition-
nelles on se bornera a des exemples
ou la partition (B, By, ... By ) utilisée
comporte ait plus quatre éléments.



ACTIVITES DV INTRODUCTION AUX PROBABILITES

Les activités ont été testées dans des classes de premiere de types différents. Nos
observations nous ont conduits a modifier certaines parties ou a les présenter
différemment. La version présente doit rester pour vous un support, une idée de
ce que on peut faire. A vous d’en utiliser tout ou partie, de la modifier, de la
compléter. Toutes les remarques que vous voudrez bien nous faire parvenir seront
les bienvenues.

Ces activités visent un double objectif :

1) Proposer une expérience aléatoire, réalisable dans une classe un grand nombre
de fois pour observer la stabilité de la fréquence d'un événement donné quand ce
nombre de fois augmente.

2) Introduire un outil nouveau : 'arbre pondéré.

Chaque activité conduira a proposer un modele théorique et a confronter celui-ci
avec les résultats de 'expérience.

Quelles activités proposer aux éleves?

Al et A2 sont précédées d’un préambule : exercices sur les proportions.
Il est important de ne pas briler cette étape.

Outre la révision du calcul des pourcentages et de ses propriétés, le préambule
vise 'objectif n° 2 : mettre en évidence le principe multiplicatif et introduire
les arbres pondérés avec multiplication des pourcentages le long des
branches.

Le préambule peut étre traité seul, hors du contexte des probabilités. Il peut étre
suivi des deux activités ou de 'une seulement.

Chacune des activités Al et A2 comporte :

~ une phase de jeu,

- une phase de collecte de données,

- une phase de modélisation.
~ La phase de jeu est facilement réalisable a la maison. Les résultats obtenus sont
fiables si la regle du jeu a été bien comprise par tous les éleves et si ceux-ci ont
envie de jouer.
- La collecte de données peut s’avérer délicate si 'on veut atteindre 'objectif n® 1.
On trouvera dans le conumentaire de chaque activité des indications a ce sujet.
- La modélisation est facile pour Al (surtout apres le préambule), plus difficile
pour A2, Dans une classe ou les éleves ont des difficultés d’abstraction il sera
peut-étre périlleux de traiter d’emblée A2.

[t
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PREAMBULE :
EXERCICES SUR LES PROPORTIONS

Dans une classe il y a 32 éleves. Parmi ces éleves il y a 12 gar¢ons. Parmi les
garcons il y a 3 externes, les autres sont des demi-pensionnaires. Parmi les filles il
v a 16 externes, les autres sont des demi-pensionnaires.

Ce qu’on peut représenter par le schéma n° 1

32
G.12 Fo20
E:3 bP: g OP . 4 E. 16

1) Répondre aux questions suivantes :
(Donner les résultats sous forme d’une fraction, puis d’un pourcentage, puis d’un
nombre compris entre 0 et 1.)

a) Parmi les éleves de la classe, quelle est la proportion de garcons?

b) Parmi les éleves de la classe, quelle est la proportion de filles?

c) Parmi les garcons, quelle est la proportion d’externes? La proportion de demi-
pensionnaires?

d) Parmi les filles, quelle est la proportion d’externes? La proportion de demi-

pensionnaires?

12



2) Compléter le schéma n° 2 a I’aide des six résultats du 1° en faisant
figurer la proportion “correspondant @ chacune des branches” (un résultat est déja
indiqué ).

Schéma n° 2

ELEVES

B

[l

5

T st

EXT DP D

3) Calculer en utilisant uniquement les six résultats du 1°
(figurant sur le schéma n° 2)

a) La proportion de garcons demi-pensionnaires parmi les éleves de la classe.
b) La proportion de filles demi-pensionnaires parmi les éleves de la classe.
¢) La proportion de demi-pensionnaires parmi les éleves de la classe.

d) La proportion d’externes parmi les éleves de la classe.
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ACTIVITE A1l
TOURN’ EN ROND

I. DEROULEMENT DE L’ACTIVITE

lere séance (1/2 h) :
Buts :

. Expliquer le jeu.

. Motiver les éleves.

. Organiser le travail.

1) Présenter oralement le jeu n° 1 (voir III Documents-éleves) et faire jouer une
ou deux parties a la classe, en notant les résultats, de maniere a faire bien
comprendre la regle a tous les éleves.

2) Présenter alors le 2° jeu :
La régle est la méme, mais cette fois on a comme plateau :
& Y

le dé indique B
1,234 0ud

le dé ¢ position gagnante

indique 6.
Demander aux éleves de choisir le jeu qui leur paralt étre le plus favorable au
joueur et noter leurs réponses.
3) Distribuer aux éleves la premiere feuille de activité, avec les consignes pour
remplir, chez eux, le tableau 1.
Un ou deux éleves regoivent un exemplaire du tableau 2 et sont chargés de
collecter les talons réponses de leurs camarades et de retranscrire dans le tableau 2
I'ensemble des résultats. Ils sont aussi chargés de faire les sommes partielles. Amnsi
rempli, le tableau 2 est photocopié pour chaque éleve.
2° séance (2 h) :

But :

Exploitation des résultats expérimentaux.

1) Chaque éleve recoit un tableau 2 et acheve de le compléter en remplissant
les colonnes des fréquences (se mettre d’accord sur le nombre de chiffres apres la
virgule : 3 semble raisonnable ... ).

14



2) On distribue la 2° feuille de lactivité : “Mise en commun des résultats des
expériences”, et on la traite avec la classe.

3) Pour vérifier la bonne compréhension des techniques proposées, on fait faire
I’arbre pondéré pour le jeu n° 2.
On peut alors confronter les calculs et les réponses de la premiere séance.

II. COMMENTAIRES
. Des prolongements sont possibles, en exercice ou en controle :

1) Demander aux éléves de choisir eux-mémes les faces du dé qui menent en C et
faire les calculs pour leur jeu.

. . » - P
2) Faire constater que deux jeux “symétriques” ( et ) semblent
donner la méme probabilité de gagner. 4.\9" P\’

On peut démontrer cette propriété facilement (identités remarquables).

3) On peut chercher aussi pour quelle valeur de p le jeu donne une probabilité de
gagner minimale : on recherche alors le minimum d’un trinéme.

. La stabilisation autour de la fréquence théorique est relativement lente. Selon
Ieffectif de la classe, on peut étre un peu décu, méme pour la probabilité de
gagner en un coup, que les éleves devinent facilement.



II1. DOCUMENTS - ELEVES

Feuille 1

Jeun® 1

Munissez-vous d’un dé et d’un jeton. Placez le jeton sur le point A du dessin

ci-dessous.

le dé indique B
ooub

le dé n’indique
pas 5 ou 6 c

R position gagnante

On vous propose le jeu suivant :

1) Lancer le dé.

2) Si le résultat n’est pas un 5 ou un 6, déplacer le jeton en C. Vous avez gagné!
3) Si le résultat est un 5 ou un 6, déplacer le jeton en B et relancer le dé.

Si le nouveau résultat est un 5 ou un 6, déplacer le jeton en C

: vous avez gagné!

St le nouveau résultat n’est pas un 5 ou un 6, déplacer le jeton en A. Vous avez

perdu!

Effectuer 30 parties et noter dans le tableau I ci-dessous :

1) Le nombre de parties gagnées a l'aide d’un seul lancer
2) le nombre de parties gagnées en deux lancers

3) le nombre de parties perdues

4) le nombre total de parties gagnées.

Vérifier que case I + case 2 = case J; case 1 + case 2 + case § = 30, case § +

case 4 = 30).

- Tableau 1

NOM :

parties gagnées
en un seul coup

1

parties gagnées
en deux coups

9

P

parties perdues

total des parties
gagnées

4
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Tableau 2 : Récapitulatif des résultats

Nomde | Cumul
I'éleve des Parties gagnées en un seul coup | Parties gagnées ( en un ou deux
parties coups )
jouées
Résultat | Cumul | Fréquence| Résultat | Cumul Fréquence
individuel individuel

17



Feuille 2
MISE EN COMMUN DES RESULTATS DES EXPERIENCES

Nous allons nous intéresser a la proportion de parties gagnées parmi les parties
jouées, que nous appellerons la fréquence des parties gagnées.

Nous utiliserons le tableau 2 des résultats.

1) Monsieur Hasardus, savant probabiliste bien connu, jette un coup d’ceil rapide
sur notre tableau de résultats et atfirme : “les résultats de la cingquiéme colonne ne
me surprennent pas car, bien évidemment, la probabilité de gagner en un seul
coup est exactement de 2/5”.

Et vous, qu’en pensez-vous?

2) Consultez les résultats de la derniére colonne, et proposez une valeur pour
la probabilité de gagner (que ce soit en un seul coup ou en deur coups).

3) Utilisez les résultats des expériences réalisées par tous les éleves de la classe
pour compléter le schéma ci-dessous. Remplissez les rectangles et indiquez les
fréquences correspondant “a chacune des branches du schéma”.

I

Nombres de parties

jouées

Nombre de parties gagnan- Nomb re de parties non

tes en un coup . gagnantes en un coup :
Nombre de parties gagnantes Nombre de parties perdan-
en deux coups : tes en deux Coups .

4) Comment peut-on retrouver la fréquence de parties gagnantes (que ce soit
en un seul coup ou en deuz coups)en utilisant uniquement les quatre fréquences
figurant dans ce schéma?

5) Monsieur Hasardus prétend qu’il n’était pas nécessaire de réaliser les expériences
car “il est évident que la probabilité de gagner est de 7/9”, “il suffit de réali-
ser le méme schéma que ci-dessus, mais avec des probabilités ¢ la place des
fréquences”.

Saurez-vous faire aussi bien que lui?
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ACTIVITE A2
LA CASE TROIS FATALE

I— DEROULEMENT DE L’ACTIVITE
1) Phase de jeu

Les éleves font 40 parties chez eux. Les expériences réalisées ont montré que la
regle du jeu est parfois mal comprise. Il vaut mieux faire plusieurs parties en
classe avant les 40 parties individuelles. Le tableau 1 contenant tous les résultats
des jets, permet de contréler a posteriori la validité des parties.

A partir de son tableau 1, chaque éléve organise ses résultats dans l’arbre 1.

Sila classe a déja travaillé activité Al, il est possible d’amener les éleéves a trouver
eux-mémes la structure de cet arbre.

2) Phase de collecte des données

La réalisation du tableau 2 (cumul des effectifs et calcul des fréquences) est une
¢tape capitale de cette activité. Elle permet de suivre I'évolution de la fréquence
d’'un événement donné (par exemple “la partie est gagnée”), au fur et & mesure de
la prise en compte des résultats de chaque joueur (voir a ce sujet dans I'introduction
page 3, la remarque concernant la loi des grands nombres).

Parallelement au tableau 2, on peut tracer au fur et 4 mesure le graphique de

3

la. fréquence en fonction du nombre de parties et observer son comportement
asymptotique.

La réalisation du tableau peut étre faite pour un seul événement si 'on a déja
proposé Al.

Pour remplir I'arbre 2 (qui prépare la modélisation), il faut recueillir 11 cumuls.
On peut soit partager le travail entre les éleves, soit relever tous les arbres 1 et
faire le total sol-meéme, soit utiliser un tableur, soit ...

3) Modélisation

On donne 'arbre du Professeur Hasardus, qu’on fait compléter.
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II.— DOCUMENTS-ELEVES

Dans un jeu analogue au jeu de l'oie, la case trois est fatale au joueur c’est-a-dire
qu’elle entraine la perte de la partie.

! i

T l
DEPART >> 1 2 3 G;A GIN En'“I

Le joueur part de la case départ, il lance un dé cubique non truqué et avance du
nombre de cases indiquées. Le joueur gagne dés qu’il a dépassé la case trois fatale,
il perd s’il tombe sur cette case, il relance le dé dans les autres cas. Apres trois
jets du dé au maximum, le joueur est ainsi fixé sur son sort.

I. Jouons et comptons!

1) Munissez-vous d’un dé et tentez votre chance 40 fois a ce jeux. Notez, pour
chaque partie, la suite des nombres de points obtenus dans le tableau 1.

2) Réorganisez les résultats plus précisément en les reportant dans l'arbre 1.

3) En utilisant le tableau ou l'arbre, calculer votre fréquence de parties gagnées
(c’est-a-dire le rapport du nombre de parties gagnées au nombre de parties jouées).

I1. Totalisons!

4) Regroupez 'ensemble des résultats de la classe en utilisant le tableau 2. Calculez,
aprés la prise en compte des résultats de chaque joueur, la fréquence de parties
gagnées. Que remarquez-vous?

5) Regroupez également ’ensemble des résultats de la classe dans 'arbre 2.

6) Inscrire sur chaque branche de Parbre, la proportion de leffectif de la case de
départ que 'on retrouve dans la case d’arrivée. Vérifiez vos calculs en totalisant
les proportions des branches issues d’une méme case.

I11. Réfléchissons!

7) Le célebre professeur Hasardus, aprées un rapide examen de notre arbre affirme :
“les résultats ne me surprennent pas, car, lorsqu’on lance un dé, la probabilité
d’obtenir chaque face est évidemment 1/6”.

Que pensez-vous de cette affirmation?

8) Le professeur Hasardus remplace les proportions inscrites sur les branches de
notre arbre par des nombres qu’il appelle probabilités (voir 'arbre du professeur
Hasardus) et en déduit la probabilité de gagner ... sauriez-vous en faire autant?
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UNE PROPOSITION DE PLAN DE COURS

I. Notion d’expériences aléatoires

Apres avoir cité des exemples de telles expériences (jeux, tir sur une cible, sexe
d’une naissance ... ), on introduira une partie du vocabulaire des probabilités (1'im-
possible, le certain, le “probable” ... ). On choisira, de préférence, des exemples ou
la probabilité n’est pas intuitivement évidente et ou 'hypothese d’équiprobabilité
ne s'impose pas d’emblée (dés truqués, astragales, controle de fabrication, dates
d’anniversaires, etc ... ).

1I. Des fréquences statistiques aux probabilités

a) Calculs sur des tableaux statistiques, calculs de fréquences, mise en évidence
des propriétés des fréquences :

O<freq(A)<1

freq (A U B)=freq(A)+freq(B) si A et B disjoints

freq(A U B)=freq(A)+freq(B) - freq(A N B)

freq(non A) = 1 - freq(A). 4

Traduites sous une forme moins abstraite, ces propriétés de la fréquence statistique
sont faciles a faire constater, puis a établir.

b) Réalisation et répétition d’expériences permettant de mettre en évidence intui-
tivement la convergence des fréquences. Exemples : pile ou face, dé, punaise,
jeux, activités comme “La case trois fatale” et “Tourn’ en rond”. Eventuellement,
simulations (a l'aide de calculatrices ou d’ordinateurs) pour étayer I'impression
de convergence. Les tables de nombres au hasard étant passées de mode, voici un
exemple de générateur de nombres au hasard facile & mettre en ceuvre meme avec
des calculatrices tres rudimentaires :

1 - choisir une valeur de départ comprise entre 0 et 1 (au moins six chiffres, par
exemple 0, votre date de naissance ou celle de votre petit(e) ami(e) ... ),

2 - multiplier par 147,

3 - retrancher la partie enticre du résultat,

4 - noter le nombre obtenu.

I3

5 - retourner en 2, tant qu’il vous faut des nombres au hasard.

Ce procéde fournit une suite de nombres “assez uniformément” répartis dans

Pintervalle 0.1

[
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II1. Le modeéle théorique (axiomatique)

Le vocabulaire (ensemble des possibles, événements, probabilité ... ). Pour intro-
; 5 I
duire cette derniere notion, les activités d’approche précédentes, éclairent le fait
; 11 )
que 'on considere les fréquences comme des valeurs approchées de nombres théori-
ques appelés probabilités. On admet que les probabilités vérifient les mémes
propriétés que les fréquences.

IV. Des outils efficaces

a) Les arbres : a titre d’aide méthodologique, on précisera que :

— chaque branche a une probabilité,

— la somme des probabilités des branches issues d'un méme nceud de arbre
est 1,

— la probabilité d’atteindre une feuille donnée est le produit des probabilités
des branches qui y meénent.

Donnons, a titre d’exemple, un exercice qui se résout aisément a ’aide d’un arbre :
On consideére une société comprenant 60 % d’hommes et 40 % de femmes. On sait
que 20 % des femmes et 10 % des hommes de cette société savent parler 'anglais.
On désigne au hasard un employé de cette société.

Quelle est la probabilité pour que la personne choisie soit :

— un homme parlant ’anglais,

— un homme ne parlant pas anglais,
— une femme parlant anglais,

-— une femme ne parlant pas anglais?

Pouvait-on prévoir ce dernier résultat connaissant les trois premiers?

employés
Y
N
Hommes Femmes

N 7\

0,1 0,9 0,2 0,8
N\
anglais non anglais  anglais non anglais



b) Les tableaux

Ils sont commodes tant qu’ils ne sont qu’a double entrée. L'aide méthodologique
consistera a faire remarquer que :

— les marges droites et basses contiennent, respectivement, les sommes des
lignes et des colonnes,

— la somme de la marge droite est égale a 1, ainsi que celle de la marge basse
(si toutefois, on fait un tableau de fréquences ou de probabilités). C’est aussi

4

la somme de toutes les cases “intérieures” du tableau.

Un exemple d’exercice pour la résolution duquel un tableau est efficace :
Un appareil fabriqué en tres grande série peut étre défectueux a cause de deux
défauts seulement désignés par A et B.

Dans un lot de 10000 appareils prélevés, on a constaté que 1000 appareils
présentaient le défaut A (et peut-étre le défaut B), 800 appareils présentaient le
défaut B (et peut-étre le défaut A) et 400 présentaient simultanément les défauts

A et B.

Un client achete I'un des appareils produits.
Quelle est la probabilité :

— que ’appareil ne présente aucun défaut?
— qu'il présente le défaut A seulement?
— qu’il présente le défaut B seulement?

B non B
A 0,04 0,10
non A
0,08 1

V. Le cas de I’équiprobabilité
Cette situation sera présentée comme un cas (tres) particulier ou les calculs sont
parfois un peu plus simples grace a LA formule pas si “magique” que 'on croit :
nombre de cas favorables / nombre de cas possibles.



EXERCICES

Voici une liste d’exercices qui nous paraissent conformes a l'esprit du nouveau
programme de lére. Un nombre important de ces exercices ont été testés dans
différentes classes. Nous sommes conscients de ce que peut avoir malgré tout d'un
peu arbitraire la classification proposée. Pour chacun des exercices nous avons
indiqué des éléments pour une solution.

I— EXERCICES “DE REFERENCE?”

Ces exercices permettent de bien acquérir le maniement des différents outils. Ils
pourront étre utilisés pour les devoirs en temps limité (a condition bien str de tenir
compte de la série et du niveau des éléves, par exemple en ajoutant des indications
pour une solution ... ).
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Exercice 1

On dispose de deux dés équilibrés. Le dé noir porte les numéros 1, 2, 3, 2, 2, 3 et
le dé rouge les numéros 1, 2, 3, 1, 2, 2.
Au cours d'un jeu de société, les combats se reglent a l'aide des deux dés :

l'attaquant lance le dé noir et gagne si son dé marque plus de points que le dé
rouge lancé par son adversaire. A qui ce jeu est-il favorable?

Arbre pour calculer la probabilité que I'attaquant gagne

""Attaquant''

""Défenseur'’

Probabilité que l'attaquant gagne :

16 _
36

2 3 4
= X = = =.
6 6 9

(a3l

3.2,2 2.
6 6 6

Le jeu est favorable a celui qui est attaqué.

A propos des arbres

Nous avons utilisé des arbres ici pour présenter, en peu de place, des éléments de
solution pour collegues avertis.

La seule convention que nous avons respectée est de mettre en pointillés les
branches inutiles pour le calcul de la probabilité recherchée. Vous verrez donc
des arbres de différentes formes, verticaux souvent, horizontaux parfois, et plus ou
moins explicites suivant les circonstances ...
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Exercice 2

Les drapeaux frangais, allemand, italien et espagnol sont hissés en haut de quatre
mats alignés, dans un ordre tiré au sort. Quelle est la probabilité que le drapeau
allemand soit entre le drapeau francais et le drapeau italien?

lere méthode : utilisation d’un arbre pondéré

~
~
// _:_l__ 1 \\
P 4 Z ~
b 1-7 2 \3 N
\
/1 JIN
11, PR
303 0 3 3
VAR I \
E 1 3 4 12 4
\ /\ I\ /
1.’/ \‘\ 1 [ | /\1
2 2\ ;2 ;2
/ \ / \ / o \
1 3 41 4 1 4 1 J
l ! ! l
1 1 1 ]
| I | l
E 4 4 1 1
D’ou :

, 1 1 1 1
p(A):4X(ZX§X§X1):4X§Z:

o
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2éme méthode : utilisation d’un arbre “de dénombrement’ :

D
.
1
E
D’ou :
(4\_cardA_ 4 41
P = ardQ  4x3x2x1 24 6

On remarquera 1’économie réalisée en utilisant un arbre pondéré (lere méthode).
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Exercice 3

On lance un dé, bien équilibré, deux fois de suite.

Calculer :

1) La probabilité que la somme des résultats obtenus aux deux lancers soit
supérieure ou égale a 4.

2) La probabilité que le résultat obtenu au 2éme lancer soit supérieur a celui obtenu
au ler lancer.

1)

lére méthode : ~
/ S
h ~

ler lancer ! A Lz 1&_]
N .
1
> 6

2eme méthode :

ler lancer

1234506

A

Z2e lancer

Oy U1 P Qo DO =

card A B 33 11

W A) = == = .
() card {2 36 12
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2)
lere méthode :

ler lancer
/\ '\ N\ 1\
/ Q // é / :;_) / Z / 2:
// 6 y 6 16 r6 | G
/ / ! / /
/ ! / / )
2e 1ancerlﬁj [autre] [T ou 2][autre] ' [autre| [autre| |5 ou 6| ! {E
[ = 5
1 ou 2 autrel
ou 3
5 2 1 15 5
B — — . — — T
P(B) 36+36+36+36+36 36 12

2eéme méthode :

ler lancer

123456
1
2] .
2e lancer 3 _—L—
L1 B
5 LL
6 l
, card B 15 5
p(B) = ===

card @ 36 12’
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Exercice 4

On veut régler un achat de 4 F. On a en poche :
1 piece de 10 F

1 piece de 5 F

2 pieces de 2 F

2 pieces de 0,20 F.

On en tire une premiere piece au hasard puis une deuxieme si nécessaire. Quelle
est la probabilité de pouvoir, avec ces deux pieces, régler son achat?

10 F ous5 F

E

-
N
-

10 F ou !autre 10 & [autre
5Fouzt oub F

1 2 2 3 2 2 2

HA) ==+ =X+ =X=- ==
A =5 575765573
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Exercice 5

Dans une urne il y a 15 boules identiques numérotées de 1 a 15. On tire une boule
au hasard et on appelle N son numéro. Soient les événements

A “N est divisible par 27

B : “N est divisible par 3”.

Calculer les probabilités des événements

A,B,ANB,AUB,A,B,ANB,AUB.

Rappels :

AN B est ’événement A et B.
AU B est I’événement A ou B.
A est I’événement contraire de A.

A A
B 6 39
12 15 0=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15}
2 4 8L 5 7 et il y a équiprobabilité.
Blio )11 13

=ANDB =AUB
7 5 1 2 10 2
T o= —— = = y o — AU B) = —— = —
pA)=3; pB)=g =35 pPAND)=15 pAUB)=12 =3
(on peut vérifier que p(AU B) = p(A) +p(B) — p(AN B)).
— ‘ 8 - 10 2
A)=1-pd)=— —1-p(B)= — ==
pA)=1-pd)=5 pB)=1-pB)=1 =3
AnB)=1-p(AUB) = = = =

- = 13
P(AUB)=1-p(ANDB)= =
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Exercice 6

On jette deux fois de suite un dé équilibré. Le résultat R est le plus grand des
deux nombres obtenus. Calculer les probabilités des événements :

R=1 R=2 R=3, R=4 R=5 R=6.

p(R=1)=5
ler jet - p(RI?.):‘—%
1 2 3 4 5 6
pP(R=3)=5
11Rr=1 p(R=4)=%
2| Rr=2 p(R=5)= 3
Ze jet p(R=6):—1-l
3 R=3 36
L R=4
5 R=5
6 R=6
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Exercice 7

Deux joueurs s’affrontent aux dés selon la régle suivante :

A lance son dé une premiere fois. Il choisit de s’arréter la ou de relancer son dé.
Le résultat de A est le résultat du dernier lancer.

Ensuite B lance son dé. B gagne s’il a un résultat au moins égal a celui de A.

1) Calculer la probabilité pour que A gagne en ne lancant son dé qu’une fois.

2) Si au premier lancer A a jeté un 3, a-t-il intérét a relancer son dé? Et s’il a jeté
un 47

1)
lére méthode : //N
P : E N E
o
r

~

joueur A - ,

/ / /
joueur B [Tou2] [1a3] [Tasl |1a5]

« My Lyl 12,13 14, 1,5 _15_
p(“‘Agagne”) =g X g+ Xt X5tsXstsXs=%=1

2éme méthode :

1234560

|_)"A gagne"

"A perd" _——L“

[oX N2 I SN O IN N

A e sy 15
p (“A gagne” )= 3=.

2)

e Si au premier lancer A a jeté un 3, la probabilité qu’il gagne s'il ne relance pas
est 2 alors que s 11 relance elle est egale a 15(, comme dans la premiere question.
Aa mteret a relancer son dé.

e Si au premier lancer A a jeté un 4, la plobabilité qu’il gagne s’il ne relance pas
est 2 alors que s'il relance elle est égale & <.
A n’a pas intérét a relancer son dé.
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Exercice 8

Apres avoir lancé de trés nombreuses fois une piece on en a conclu qu'elle était
truquée et qu’on pouvait attribuer a la probabilité qu’elle “tombe sur face” la
valeur 0,4. On lance la piece quatre fois de suite. Calculer les probabilités des
événements suivants :

1) “aucun des quatre résultats n’est face”

2) “un et un seulement des quatre résultats est face”

3) “deux et deux seulement des quatre résultats sont face”

4) “trois et trois seulement des quatre résultats sont face”

5) “les quatre résultats sont face”.

Soit X le nombre de résultats qui sont face. /\

U, 4 0,6 \
b / p
PN AN
0,4 O,6v 0,4 O,6A

/ AN yd AN

I P F P

/N\ /\ /\ /\
0,4 0,6 0,4 0,6 0,4 0,6 0,4 U0
/ \ / \ / \ / \

I P 18 1 I IS F 1
A A A A A A A A
0,40,6 0,40,6 0,40,6 0,4 0,6 0,4 0,6 0,40,6 0,40,6 0,40,6
I N O T A A T A T
Foov o ool I k P ¥ b be oot P
| i ! | 1 l l i 1 | i } l b 1

x=4 x=3 X=3 x=2 x=3 X=2 x=2 x=1
X=3 X=2 x=2 x=1 X=2 x=1 x=1 x=0

1) p(X =0) = 0,6

2)p(X =1)=4x0,6%x0,4.
3)p(X =2)=06x0,6%x0,4°.
4)p(X =3)=4x0,6x0,4°.
5) p(X =4) =0,4%.

Remarques :
1) On pourra vérifier que :

p(X=0)+p(X =1)+p(X =2)+p(X =3)+p(X =4
=0,6"+4%x0,6°x0,44+6x0,6°%x0,4>+4%x0,6x0,4°+0,4* =(0,6+0.4) =1

2) X suit une loi binomiale ...
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Exercice 9

Tu as la possibilité de participer a deux jeux de “roulette”.

a) Dans le jeu A tu gagnes si la boule s’arréte sur une case noire. 50 % exactement
des cases sont noires.

b) Dans le jeu B tu gagnes si lors du premier essai, ou lors du deuxiéme essai ou
lors des deux, la boule s’arréte sur une case noire. 25 % exactement des cases sont

noires.

Quel jeu choisis-tu?

Au jeu A la probabilité de gagner est de 3.
Au jeu B :

1 S
/ 4 4
case noire autre case
3 \
gagné N
1 5]
L4 AN
/ )
AN
case noire autre case
gagné
La probabilité de gagner est de
1 ’ 3 _ 7
416 16

On a intérét a choisir le jeu A.



Exercice 10
On dispose de dix cartons. Sur chacun figure un nombre. 5 de ces nombres sont
g
positifs, les 5 autres sont négatifs.

On tire successivement sans remise deux cartons. Quelle est la probabilité d’obtenir
deux nombres dont le produit est négatif 7

lere méthode :

1 1
/ 2 2 \
ler tirage I N
/ \
/ \
4 \
4 2 ) &
9 9 9 AN
// \ / \
7/ \
Ze tirage I N P N
5 5 5
A= — + = -
=+ =5
2eme méthode :
ler tirage
PN PN PN P NP N
p|/
N
. le produi T P :
: le produit est positif N
D s le produit est négatif Ze tirage F ~
N
V] ce produit n'existe pas P
N
f)

card € =90 card A =50 p(4d)= % = -g—
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II.—- EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 11

Dans un jeu forain on dispose de trois boites d’apparence identique. Elles contien-
nent respectivement un, deux et trois papiers; dans chacune des boites un seul
papier est marqué. Une partie consiste pour un joueur a désigner au hasard une
boite et a tirer également au hasard un papier dans cette boite. Si le papier tiré
est marqué, le joueur recoit un bon. Le papier tiré est remis dans la boite a la fin

de la partie.

1) Lors d’une partie, calculer la probabilité pour que le papier tiré soit marqué.

2) Un joueur joue successivement cing parties. Sachant que quatre bons donnent
droit & un lot, quelle est la probabilité que le joueur gagne un lot?

1)

e

(ST
[OSTRE

boite avec
deux papicrs

bofte avec
un papicr

1 1
2 A\
\
\
gagné perdu
‘ 1 1
“G', 4 pu— -
p (“Gagné”) 3+6+

Qo=

bolte avec
trois papicers



N

lére partie :
\ R .
)

s
ot

Ze partie :
11 / \_7_ 1o n o
16

3e partie :
/\
11‘ \ 11 \ 11 \

7
/m 18.\ 18 1
4Le partle : G 3 G G G
/\ /\ / / /N
11\ 11 11\ 11 11
18\ 1 \ 16\ 8\ 18
Se partie : G P G G Qu G
11 . 1, T
)+ 5= ) x = ~0,36.

p (“Gagner un lot”") = (—
p ("Gagner un lot”) (18 15 s

Remarque : si on appelle X le nombre de bons obtenus en jouant cing parties, X

suit une loi binomiale . ..



Exercice 12

1} Une roue de loterie est divisée en 5 secteurs, portanut les numéros 1, 2,3, 4 et 5
et tels que :

Les numéros 1, 2, 3 ont la méme probabilité. La
probabilité du n° 4 est double de celle des n° 1, 2
et 3 et celle du n° 5 est double de celle du n° 4.

Calculer la probabilité de chaque numéro.

2) Une seconde roue de loterie est divisée en 4 secteurs circulaires portant les
numéros 1, 2, 3 et 4.

Les numéros 1 et 2 ont la méme probabilité.

Les numéros 3 et 4 ont la méme probabilité, double de celle des n° 1 et 2.
Construire, en justifiant, une telle roue.

3) On fait tourner ces deux roues. On gagne lorsque la somme des numéros obtenus
est 8 ou 9.

Quelle est la probabilité de gagner?

Dp({1h) =p({2) =p({3}) = § ; p({4}) = ¢ ; p({5}) = &
2 p({1) =p({2H)=§  p({8})=p({4}) =2 =1

3)
:\2\4
! ) 9
: \\
’ 4 5

roue n° 1 autre

roue n° 2 autre A autre X! 4
e - 2 1+4><1 4X1 10

Thagne’) = - X — 4 = X = X = X = =
plbaene) =g xgtgxgxg X3 =5



Exercice 13

1) Mr et Mme Dupond et leurs trois enfants Christophe, Cécile et Sandrine tirent
les rois. La galette a été partagée en 5 parts égales. Sandrine peut étre reine si
elle obtient elle-méme la féve ou bien si un roi la choisit pour reine. Mr Dupond
choisira sa reine en tirant un nom dans un chapeau contenant les noms des trois
reines possibles et Christophe choisira entre Cécile et Sandrine en jouant & pile ou
face.

Quelle probabilité a donc Sandrine d’étre reine?

2) Aujourd’hui, lors d’un autre tirage des rois, la galette a été malencontreusement
partagée en 6 parts égales. Il a été convenu de donner une part & chacun des
membres de la famille Dupond et de partager la 6° part équitablement entre les
enfants. Pour le reste, le choix de la reine se fait suivant la régle du 1).

Quelle probabilité a aujourd’hui Sandrine d’étre reine?

1)

1
5
y
Feve : Mr Mme Christophe Cécile Sandrine
/ / YV
N\ N\ ey
/
1 / 1
/ o / =
/ 3 / 2
/ /
Choix de Mme ou Sandrine Cécile Sandrine

‘ . Cécil
la reine:  -&CB€ rerrs %7

La probabilité cherchée vaut :

[
Ut
o
]

Cotf et

N\

+

21 ca

e

Yo

Sramds



Feéeve :

Choix de

la reine :

Mme ou
Cécile

Sandrine

L=

La probabilité cherchée vaut :

1

_....+.___.

18

1 2 . 2
= , £ =
6 , 9 N
/ l N
Id AN
/ \
Mme Christophe Cécile Sandrine
/ Yy
N\ =
/ :
/ 2 .
/
/
Cécile Sandrine
2 2 0
- = — =~ (},39.
18 9 18 ’

48



Exercice 14

On lance un dé bien équilibré jusqu’a 'obtention d’un six.

a) Quelle est la probabilité qu’il faille plus de deux jets?

b) Quelle est la probabilité qu’il faille plus de 3, 4, 5, ... n jets?

c) Quelle est la probabilité p, d’obtenir au moins un six en lancant n fois un dé?
d) Quelle est la limite de la suite (p,) lorsque n tend vers 'infini?

e) Montrer que la suite (p,) est croissante. A partir de quelle valeur de n la

probabilité p,, est-elle supérieure & 0,997
)
b

/"N

a)

Gl

ler jet 6 autre
l/\i
6 6

2éme jet o autre

Probabilité qu’il faille 1 ou 2 jets :

+5 11
36 36

1
6

Probabilité qu’il faille plus de 2 jets :
25 5

%)

b) Probabilité qu’il faille plus de n jets : (2)™.
&) pn=1- ()"

d) lim(%)" = 0 donc limp, = 1.

e) (£)™ décroit donc p, augmente.

e

P > 0,00 <= (g)‘" < 0,01 <= n > 2.
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Exercice 15

Dans la population de Papirémie sévit une maladie mystérieuse appelée toxopro-
bamathose. La probabilité, pour un papirémien, d’en étre atteint est de 0,001.
La toxoprobamathose est mortelle, avec une probabilité de 0,5 pour tout individu
atteint et non traité et avec une probabilité de 0,1 pour tout individu atteint,
dépisté et traité. Le seul test de dépistage disponible permet de détecter 80 % des
personnes atteintes, mais désigne aussi a tort comme malades 2 % des personnes
non atteintes. Le traitement utilisé est mortel pour 1 % des personnes traitées a
tort.

a) 51 on décide de ne procéder a aucun dépistage ni traitement, quelle sera, pour
un papirémien, la probabilité de mourir de toxoprobamathose?

b) On décide un dépistage et un traitement systématique des personnes ainsi
désignées. Quelle est alors la probabilité pour un papirémien, de mourir de
toxoprobamathose ou de son traitement ?

a)

0,001 \
AY
\
/ \
\
malade non malade
0,5 0,5
mort vivant

La probabilité cherchée vaut : 0,001 x 0,5 = 0, 0005.

50



b) / ~__

0,001
malade
0,80 0,20 \
fest + test —

et traitement

\ \
\ \
/ \ / \
\ \
- \
0,5 \

0,1 \

/ \\. / \

mort vivant mort vivant

La probabilité cherchée vaut :

0,999

T

non malade

/ \
AN

~
E AN

0,02 \
/ \

AN
\

test +
et traitement

(0,001 x 0,80 x 0,1) + (0,001 x 0,20 x 0,5) + (0,999 x 0,02 x 0,01) ~ 0,00038.

it
[



Exercice 16

A Tentrée d’une salle de classe se trouvent 4 interrupteurs identiques, un pour
chacune des 4 lampes de la classe.
A votre arrivée, vous constatez que le tableau est encore éclairé, et qu'une des
trois autres lampes est allumée également.
1) Vous actionnez au hasard 'un des interrupteurs.
Calculez la probabilité qu’aprés cela

a) le tableau soit encore éclairé,

b) il ¥ ait trois lampes allumées dans la salle.

2) Vous actionnez cette fois successivement deux interrupteurs différents.
Calculez la probabilité qu’apres cela
a) le tableau ne soit plus éclairé,
b) 'une au moins des deux lampes allumées a votre arrivée le soit encore,
¢) les quatre lampes soient allumées.

1)

a) La probabilité cherchée est de

b) La probabilité cherchée est de

wfro B jwe
ST

2) lere méthode :

On notera T, Ly, Ly, L3 les 4 interrupteurs, T étant celui du tableau, L; celui de
la lampe qui est allumée au départ.

a) Le tableau n’est plus éclairé si on a actionné T

I

"
™~

D~

T
/

\ 1.
autre / 3

~
-~

La probabilité cherchée est donc égale a :

[V

+
o
X
Lol =

E e

ot
[0V



b) L’événement contraire est : “on a actionné T et L;”; 'arbre dessiné correspond
a cet événement contraire.

. L2 ou L3

La probabilité d’avoir 4 lampes allumées vaut

W] o
X
Wl =
e
(VSR
O



2eme méthode :

A est I'événement : “le tableau n’est plus éclairé”.

B est I’événement : “I'une au moins des deux lampes allumées a votre arrivée 'est

encore”.
C est 'événement : “les quatre lampes sont allumées”.

interrupteur sur lequel
on agit

. lampe du lampe lampe lampe
en premier en second | oot peq ne 2 o 3
situation
au départ t/‘ :’:

'y
&

-

Qr-‘ Hr-* ;_L)t"‘ Nr—* P?ﬂr* Nr-:_‘r-' T

A AN

| i e
w | e | e

| e e

»
1 S
L L . 3
3 1 .
Lo g

card A 6 1

a) p(4) = card @ 12 2

card B 10 5

b) p(B) = card @ 12 6

. card C' 2 1

) p(C) = card Q12 6

événement
réalisé

AN B
AO0B

AN B

Bn C
An B

Bn C



Exercice 17

Un damier comporte quatre cases numérotées de 1 4 4. Un joueur dispose de quatre
jetons, numérotés également de 1 a 4 qu'il place au hasard sur le damier & raison
d’un jeton par case.

Quelle est la probabilité pour que le joueur place les jetons de telle sorte que le
nombre de jetons situés sur les cases portant leurs numéros soit égal a

1) quatre? 2) trois? 3) deux? 4y un? 5) zéro?
Damier :
1 2
EA 3

On dresse la liste des événements élémentaires :

1112 112 1 113 1 4 1
314 413 20 4 412 2 3 3
X =12 X=4 X=1 X=12 X=2 X=1
211 211 213 213 2 4 214
314 413 1 4 Ll 1 3 31
X=0 X =2 X=0 X=1 X=1 X=0

2| 4 412 1] 4 411 1] 2 2 |1
X =0 X =1 X=1 %=2 X=0 X =0
A L1l Ly 2 A 4 3 413
203 3|2 103 311 1] 2 2 |1
Xo=1 K =20 X=2 X=1 X=0 X=0
1
1) p(X =4) = 5
2)p(X =3)=0
. 6 1
3)p(Y =2) = o =
. .8 1
4)])(»\':1/275:1':'?;
- 9
u)p(X:O):ﬂ.

et
(Wi



Remarques :

1) On peut aussi utiliser des arbres.
Exemple pour le §) :

jeton sur la
case 1 :

Lo
e € N
P

N

\
111 171
3 3 3 303 N
jeton sur la 3
case 2 : / l / ,/| /I ' \
1l i1 / L ,/.1. 11 1 11
2 7 2 2 7 7 \\ 2 5 7
jeton sur la 2
case 3 : | l
1 1 1 1 1 1 1 1 1
jeton sur la

case 4 :

2) 1l s’agit de compter ici le nombre X de points fixes d’une permutation de n
éléments.
On démontre que

1 11 (—1)’“3)
of 1t 2t T (=)t



Exercice 18

Une urne contient deux boules rouges et une boule noire. Deux joueurs extraient
tour a tour, sans remise, une boule de cette urne. Celui des joueurs qui, le premier,
tire la boule noire gagne.

a) Vaut-il mieux jouer en premier ou en second? Quelle est la probabilité de gagner
de chacun des joueurs?

b) Mémes questions si l'urne contient trois boules rouges et une boule noire.

¢) Mémes questions si I'urne contient n boules rouges et une boule noire.

a) .
2éme joueur ler joueur

ler joueur / R 1 @

1
/ 2 gagné
R
’ 1
- ®™
gagné
p (“le premier gagne”) = Tls‘ + (%. % _é_ x 1) = 33_
p (“le second gagne”) = 5’ % _ %

Il vaut mieux jouer en premier.

-1

it



b) P

mé&me arbre qu'au a)

mais l'ordre des < i

joueurs est inversé R

/

R i

/\
|
\® — e

gagné

o= oo

o
\

P

» (“le premier gagne”) = 1 4+ (3 x £ x 5
 (Sle cocond enome™) — (3 s 1y (3 2 o 1 1
p (“le second gagne”) = (§ x 3)+ (5 X 5 X3 X1)=3.
Les probabilités sont égales.

c) lere méthode :

ler joueur Z2éme joueur ler joueur Z2éme joueur

mé&me arbre qu'a

B - !
! —»
R / ,  l'ordre n-1 mais
}
i

s N l'ordre des joueurs
! \ . ,}
! est inversé
|

gagné

ler joueur

Donc si on note p, la probabilité que le premier gagne

1 ooon (1 J=1- n
D = + = Din-1)) = D (1 —
Pn n+ 1 n+ 1 Pin—1) 7+1](1 1)~
On peut calculer alors de proche en proche p3, ps, ps, . ... On constatera que p,, = ;1:

des que n est impair. Dans une tres bonne classe on pourra le démontrer par

récurrence :

14
oo



) n+1 7 1

SLp(n-1) = 5 alors pry1y =1— m— 9[1 - 1 X —2-]

:1Qn+1+ n :1~2n+2-n
n+2  2(n+2) 2(n+2)
1 n+2 B 1
- 2An+2) 2
Du coup, si n est pair,
n 1 n+2

n=1-— R T
p n+1x2 2n + 2

. , . . . 9 ..
C’est une suite décroissante (sens de variation de f: z f—ziﬁ) et de limite 1.
En conclusion tous les p, sont supérieurs ou égaux a —;— Le premier n’est jamais
défavorisé.
2eme méthode :

On imagine qu’on tire les n + 1 boules 'une aprés 'autre sans s’arréter 4 la boule

noire. La boule noire se trouvera & la place k avec une probabilité égale & 7:%71'

Sin est impair, done si n+1 est pair, le premier joueur a une probabilité de gagner
égale a

n-+1
r _ 1
n-+1 2

Sin est pair, done si n+1 est impair, le premier joueur a une probabilité de gagner
égale a

-
=

+1~ n-+ 2
+1 _127?,—{-2'

[N

3



Pour convaincre les éleves qu’on peut, pour calculer p,,. imaginer qu’on tive les n+1
boules 'une apres 'autre, on pourra, par exemple, construire Uarbre swivant :

DD bt
_
©

/R<1 () iy
3 4 K v o o o e /
4 e e e e e e e

</1 ® £ 1 R 1 12
\ e e e o e e e e e e e e - -

AT~ T TR 1w 1 'R

et le comparer a I’arbre construit au b).

ler joueur 2éme joueur ler joueur 2eme joucur

r-------= = |
~ s
L, Méme arbre qu'a

!
R — ,  l'ordre n-1 mais
\c\ 1 l'ordre des joueurs
|

I est inversé

gagné

ler joueur

G0



Exercice 19

Nous disposons de trois roues de loterie 4, B, C divisée chacune en 32 secteurs
égaux ainsi distribués :

Roue A :
7 secteurs marqués du chiffre 6
25 secteurs marqués du chiffre 3.
Roue B :
16 secteurs marqués du chiffre 2
16 secteurs marqués du chiffre 5.
Roue C :

25 secteurs marqués du chiffre 4

7 secteurs marqués du chiffre 1.
Un premier joueur choisit une des trois roues et son adversaire une des roues
restantes. On fait alors tourner les deux roucs choisies. Le gagnant est celui qui
obtient le résultat le plus grand.

Vaut-il mieux choisir en premier ou en second?

¢ Si on fait tourner les roues A et B :

i 42
32 32\
roue A : b 3
1 / 1 1 \_1_
z 2 \ /2 4\
roue B : 2 5 2 5
A A B
1
"roue
gagnante"

61



s Si on fait tourner les roues A et C : 7/ 25

32 32
6 3
25 7 25 7
/7N /N
A 1 4 1
A C A
t
"roue
gagnante"
p (“Joueur ayant choisi A gagne”) = —3%- + %—5' X 575 = '55%?; ~ 0, 39.
p (“joueur ayant choisi C gagne”) = (::;)—EZ)2 =~ 0,61
e Si on fait tourner les roues B et C : / \
1 1
2 A
roue B : 2 5
25 / 7 25 \_z_
/32 32 \ / 32 32
roue C: 4 1 4 1
B B B
i ?
roue
gagnante"'
p (“joueur ayant choisi B gagne”) = % + ('i; X ‘3‘7‘5) = %% ~ 0,61
p (“joueur ayant choisi C' gagne”) = -% X j;ii = ’% ~ 0,39

En conclusion il y a une probabilité supérieure & 2 que :
“A Pemporte sur B3
“B lemporte sur C”
“C' Pemporte sur A”.

Il vaut donec mieux choisir en second car, quel que soit le choix du premier joueur,

le second joueur peut s’arranger pour avoir une probabilité de gagner supérieure

a

(1

G2



Exercice 20

On donne deux dés cubiques dont les faces sont respectivement numérotées :
1,2, 2,3, 3 et 4 pour le premier;

1,3, 4,5, 6 et 8 pour le second. '

On les lance ensemble et on fait la somme des points obtenus.

a) Quelle est la probabilité d’obtenir une somme de 47

b) Ces deux dés lancés ensemble pour faire la somme des points obtenus présentent
en fait une propriété remarquable. Laquelle?

a") ler dé
Si on appelle S la somme

des points obtenus :

p(S =4)= 5.

2nd dé

WO U BN G
b

A correspond a ’événement “S = 4”7,
b) On trouve :

p(S=2)=5 pS=7)=qg
PS=3)=2 pS=8)=o
pS=4)=5 p(S=9) =5
MS=5)=% p5=10)=%
p(S=06)= 5 p(S=11)=%

p(S =12) = 5

Ce qui est remarquable ¢’est qu'on obtiendrait exactement les mémes résultats en
lancant deux dés “normaux”. ..

Remarque : Sicherman (nom prédestiné pour un probabiliste) a démontré qu’il
s'agissait des deux seuls dés possédant cette propriété. L'idée de la démonstration
est la sulvante : a chaque dé on associe le polynéome Ta;z! ol a; est la probabilité
d’apparition de ¢. Par exemple, & un dé normal, on associe

[
<

] =

i



Si on calcule

Z ai:l,‘i X Z l')ja:j

polynéme  polynome
associé a associé a
un dé n® 1 un dé n°® 2

on trouve un polynéme Scpz® ou ¢ est la probabilité que la somme des points
vale k. Si on lance deux dés normaux on trouve le polynéme

1==6

(X5+)
-1
s 6
=]
égal a :c + + .+ 525:1:“ + 316 12 Sicherman démontre ensuite que si on
essale de fa,ctorlser —a: + 2 a: + ...+ -3%:1:11 + gl(—sa:” en un produit de deux

polyndémes a coefﬁments rat1onnels tels que la somme des coefficients de chacun
des polynomes vale 1 alors la seule solution non triviale est :

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(g:c + §x2 + 5:173 + 63:4) X (—6-1: + gxq + E:c4 + -6:105 + -63:6 + gxs).

G4



Exercice 21

a) Dans une variante de la cruelle “roulette russe”, le “joueuwr” choisit d’abord
au hasard une arme parmi les deux revolvers disponibles puis presse une fois la
détente. Chaque arme est munie de 6 chambres. On doit répartir trois balles dans
les 2 revolvers. Existe-t-1l une répartition des balles qui assure une plus grande
probabilité de survie?

b) Dans une autre variante, le joueur doit utiliser successivement trois revolvers
dans lesquels quatre balles ont été réparties. Quelle répartition assure la meilleure
probabilité de survie?

a) lere méthode :
Il y a deux répartitions possibles : “3 - 07 et “2 - 17, /\
1

e Pour une répartition 3 - 0 :

1 1
> -
choix du revolver revolver
revolver chargé vide
\
1 / N1 |
AY
- = 1
a 2
/ \
\
\
A
résultat vivant mort vivant

du tir

p (“vivant”) = (3 x 3)+ 1 = 3.

e Pour une répartition 2 - 1 : / \

1 1

2 2 \
choix du revolver a revolver a
revolver deux balles une balle

// \ //, \5
- / 6
/ NS N

mort vivant mort vivant

[oSTEN
O b

résultat
du tir

. [ — 1 2 L 5 -
p(vivant”) = (3 x §)+ (3 x5) =35 =

|
e



Conclusion :
e a3
égale a 1

quelle que soit la répartition des balles la probabilité de survie est

2eme méthode : Les deux revolvers ayant le méme nombre de chambres, la
répartition n’a pas d'importance car dans tous les cas la probabilité de survie est
de % En effet cela revient a répartir au hasard trois balles dans 12 chambres puis

a choisir une chambre au hasard. ..

b) Il y a quatre répartitions possibles ...

e Pour une répartition 4 - 0 - 0 p (“vivant”) = % ~ 0, 33.
e Pour une répartition 3-1-0 PN
17 1
R3 72
/
/I
/
mort vivant
// \
R1 3
, 6 6\
/
RO vivant
1
p (“vivant”) = & ~0,42. Vivant

Remarque : I'arbre précédent sous-entend qu’on utilise d’abord le revolver a 3 balles
(R3), puis celui a une balle (R1) puis le revolver vide (R0). On trouve d’autres
arbres dans les autres cas. Par exemple :

S \ X 7N :
R3 17 1 R1 2’ 2
7 2 2 G G
’ \ , \
./ ou ; ou
mort vivant mort vivant
N\
! ) 1T
RO 1 R3 /5 3\
/
, \
\
vivant mort vivant
7
S \5 {
R1 = 2 It
g z RO 1
/ \ [
mort vivant vivant
On a bien toujours p (“vivant”) = —,i; Xx1xs = ~0,42

66
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¢ Pour une répartition 2 - 2 - 0

L

1 2
k2 5 3
/ \
/
/
mort vivant
7N\
. 1 2
R'2 /g 3
/ [T By . 2 2 4 A
/ \ p(“vivant”) = £ x § x 1 =35 =~ 0,44.
mort vivant
RO 1
vivant
e Pour une répartition 2 -1 -1
/
L\
1 2
73 3
y \
/
mort vivant
2N
175
/6 s
/ . p (“vivant”) = 2 x 2 x 2
/ . =39 ~ 0 46
mort vivant — 108 — M EY
/
7/
1 5
;O o
/ \
mort vivant

Conclusion : la répartition 2 - 1 - 1 assure la meilleure probabilité de survie.
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REFLEXIONS SUR LA NOTION DE PROBABILITE

L’approche fréquentiste

Dans les programmes 1991 pour les classes de premiére, c’est 'approche fréquen-
tiste de la notion de probabilité qui a été choisie.

En jetant un tres grand nombre de fois une piéce bien équilibrée, la fréquence

d’apparition de PILE tend a se stabiliser autour de 1/2. C'est cette valeur limite
qu’on appelera la probabilité d’apparition de PILE

Probabilité = fréquence limite.

Néanmoins cette définition pose un probléme.
Essayons de formaliser en quel sens la probabilité est une fréquence limite.
Expérience aléatoire

Dans les programmes, il est question de répétitions d’une expérience aléatoire.
Nous avons adopté dans cette brochure la définition ci-dessous, cohérente avec
une approche fréquentiste de la probabilité.

On appelle expérience aléatoire, une expérience qui vérifie deux conditions :

— on ne peut prévoir a l'avance son résultat; si on la répétait dans des conditions
identiques, on pourrait obtenir un résultat différent (I'emploi du conditionnel
signale que Uexpérience peut étre unique, mais elle est auw moins reproductible par
la pensée);

— l'ensemble de tous les résultats possibles de 'expérience est connu.

Formalisons

Jeter une piece est une expérience aléatoire qui a deux résultats possibles appelés
Pile ou Face.

Soit X,(w) un codage du résultat de la n'®™¢ répétition de cette expérience
aléatoire.
1 s1 le résultat est Pile

An(w) = 0 sinon.

Sn(w) = Xi(w) + Xo(w) ...+ X,(w) est le nombre de fois olt on a obtenu Pile au
cours des n premieres répétitions de I’expérience aléatoire.

S, , , .. . el ..
-—i——w—z est donc la fréquence d’apparition de Pile. La probabilité d’apparition de

Pile peut étre définie comme la limite, quand n tend vers infini, de %’-

. Sh 1
lim — = =,
n—+o00 N 2
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Mais le mot limite dans cette phrase, n’a pas de sens du point de vue de I'analyse
mathématique. Il n’y a pas de “voisinage” au sens topologique du terme qui
permette de donner un sens formel a cette limite.

En fait la convergence de 5,—5 vers %, que tout le monde admet comme évidente,
peut étre définie de différentes manicres :

- convergence en probabilité

— convergence presque sure

- convergence en loi ...

Nous en donnons plus loin les définitions.

Dans tous les cas la définition de la convergence de %l vers % utilise la

notion de probabilité qu’elle est censée définir en méme temps.
Probabilité et circularité

Toutes les tentatives de définition de la probabilité a partir de la réalité butent
sur cet écueil de “l'auto-référence” dans la définition (ou de circularité). Ainsi on
peut aussi étre tenté de définir la probabilité par ... "équiprobabilité.

Supposons qu'une expérience aléatoire comporte n résultats également possibles
{(équiprobables); appelons « le nombre de résultats qui appartiennent a I’événement

A. Alors

a nombre de cas favorables

P(A = .
(4) n nombre de cas possibles

On voit que cette définition n’échappe pas a la circularité puisqu’une notion

d’équiprobabilité est nécessaire pour définir ce qu’est une probabilité.

La définition axiomatique classique

La seule échappatoire possible semble étre une théorie axiomatique (I’axiomatique
de Kolmogorov). On pose a priori qu'une probabilité est une application P d’un
certain type d’espace dans [0, 1] et qui vérifie un certain nombre de conditions.

“Dans un tel modele mathématique,on ne fait aucune tentative pour dire ce qu’est
en réalité la probabilité. On ne fait que poser les régles (axiomes).

L’exemple du jeu d’échec permet de mieux comprendre. Prenons la reine par
exemple : on n'essaye pas de définir ce qu’est une reine en réalité. Elle est
caractérisée par un ensemble de régles (axiomes) auxquels elle doit obéir : elle
peut se déplacer d’un nombre quelconque de cases en ligne droite ou en diagonale.
Elle n’est rien moins que cela. Des regles analogues (axiomes) s’appliquent aux
autres pieces du jeu et forment la regle du jeu des échecs. Il est alors possible
d’en tirer des conclusions (démontrer des théoremes) du genre : un roi et une tour
peuvent gagner contre un roi seul, mais un roi et un cavalier ne le peuvent pas.

La théorie axiomatique des probabilités est analogue au jeu d’échecs :
elle se fonde sur des concepts et axiomes desquels elle tire un certain

nombre de conclusions (démontre des théoremes)” ( T. Wonnacott, R.
Wonnacott, 1988)
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Diverses expériences faites avec de jeunes éleves ont montré que, lorsque des
questions de probabilité leur étaient posées en termes de “chances de gagner ou de
perdre”, avant tout enseignement des probabilités, les éléves ne refusalent
jamais de répondre sous prétexte que cela ne leur avait pas été enseigné.

Autrement dit, la plupart des éléves que I'on prétend initier aux probabilités ont
une conception a priori de la probabilité. Or, cette conception, issue de la
vie courante et des jeux de hasard, n’est souvent pas remise en cause par
une définition axiomatique de la notion de probabilité. De plus, cette définition
axiomatique n'offre aux éleves aucun moyen de contréle expérimental de leurs
calculs de probabilité.

Ainsi, on peut observer des éléves ayant eu une définition axiomatique de la notion
de probabilité soutenir que, lorsqu’on jette un dé, puisqu’on peut obtenir 1 ou ne
pas obtenir, il y a 2 possibilités et donc chaque possibilité a 1 chance sur 2 de se
produire d’ou

probabilité d’obtenir 1 = probabilité de ne pas obtenir 1 = %—

De plus, certains auteurs soutiennent que méme dans le cas d’une définition
axiomatique, on n'échappe pas a une certaine circularité, par exemple dans la
définition du concept de hasard.

“Toutes les tentatives pour donner une définition précise du concept de hasard(...)
ont abouti au résultat que ce concept ne pouvait pas étre compris a priori d’une
manicre nette et formelle. Il n'y a que des descriptions relatives du hasard, cela veut
dire, qu'il est seulement possible de décider suivant le niveau du développement
de la théorie, si une suite de variables aléatoires est vraiment aléatoire ou non.
On a besoin de tests statistiques élaborés par la théorie pour analyser la suite des
variables aléatoires. Alors la fondation du concept d’aléa ou de hasard dépend du
niveau de développement de la théorie des probabilités; on ne saurait définir a
priori la signification du concept de hasard dans sa complexité.” ( H. Steinbring,

1989)

Les débats philosophiques sur les concepts probabilistes durent encore. Nous
n’avons pas la prétention de conclure ici. Pourtant, nous savons bien que le modele
probabiliste a prouvé son efficacité dans de nombreuses situations. Comme tout
modele mathématique, ce n’est qu’'une représentation simplifiée de la réalité. Nous
I'utiliserons comme tel.



CONVERGENCES DIVERSES ET VARIEES

Dans les pages précédentes, nous avons évoqué les différents types de convergence.
Les définitions que nous rappellons ici ne sont évidemment pas destinées aux éléves
mais aux collégues que ces questions intéressent.

Définition axiomatique d’une probabilité

Considérons un ensemble 2 non vide. On notera P(§) ensemble des sous-
ensembles ou parties de 2.

Définition d’une tribu

Soit A un sous-ensemble de P(Q).

On dit que A est une tribu si

o A n’'est pas vide A #

e o A est stable par passage au complémentaire
VA A A€ A

e ¢ » A est stable par réunion au plus dénombrable

V (Ai)i>1 € A, Ui>14; € A
Exemple de tribu

Si Q2 = R, la tribu borélienne est engendrée par les intervalles ouverts. Elle contient
tous les intervalles ouverts et les réunions au plus dénombrables d’intervalles
ouverts (et juste ce qu'il faut en plus pour vérifier les conditions de stabilité dune
tribu).

Un espace probabilisable (2, A) est un couple formé d’un ensemble ) et d’une tribu
A sur Q2. Comme son nom 'indique, tout est prét pour y définir une probabilité.

Définition d’une probabilité

Soient (§2, A) un espace probabilisable et P une application de A dans R
P est une probabilité si
e P est a valeurs dans [0, 1]
e P(()=1
s o o P est o— additive, c’est-a-dire pour toute suite (A4;);>; d’éléments de A deux
a deux disjoints (ou incompatibles) la probabilité de leur réunion est la somme des
probabilités
Vis#g, AinA; =10,
P(Ui»1Ai) =Y P(4).
i>1

On dit que (2, A, P) est un espace probabilisé. Un élément de A est appelé un
événement.

~1
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Définition d’une variable aléatoire réelle

Une variable aléatoire réelle X est une application d'un espace probabilisé
(2, A, P) dans R muni de sa tribu borélienne et telle que l'image réciproque de
tout borélien soit un événement.

Pour tout borélien B on peut donc définir sa probabilité par
Px(B) = P({w € Q|X(w) € B}) = P(X~(B)).
Py, qui est la mesure “image” de P par X, est appelée la loi de probabilité
de X.
Nous pouvons maintenant donner du sens a la convergence de -?—l"- vers 1/2.
La convergence en probabilité (loi faible des grands nombres)

N

Pour tout e aussi petit que l'on veut, il existe un rang a partir duquel la
probabilité que 5; appartienne a l'intervalle |1/2 —e; 1/2 +¢[ est tres grande.

S, 1 ;
Ve> 0 V>0 3 N(e,n) Vn>N P(l—;—-;)-} >e) <y
S, 1
Ve> 0 lm P(l——-=|>¢)=0
n—oo n 2
Ve> 0 lim P(]iﬁ —-1~] <eg)=1.
n—00 n 2

el s N . S . . o
La convergence en probabilité donne un sens a la limite de =2, Mais la circularité
est ici flagrante puisqu’on utilise la probabilité définie axiomatiquement pour
donner un sens a 'approche fréquentiste du concept de probabilité.

La convergence en probabilité peut bien entendu étre définie pour d’autres vari-
ables que %} et pour une limite qui est, elle aussi, une variable aléatoire.

La convergence presque slre

La convergence presque siire ressemble & la convergence simple de 'analyse
mathématique sauf en quelques points w appartenant a un ensemble de probabilité
nulle [c’est en ce sens qu’on est “presque” stir].

Soient (X,) une suite de variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire
réelle. Les X, et X sont définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, P).

On dira que X, tend vers X presque stirement si :

dJ4 e A PA)=1 Vwed lim X, (w)=X(w).

P o OO

WO et

Cette définition, aussi, peut donner un sens a la convergence de 2= vers
Pour dire que —S,—ll e %, on parlera de “loi forte des grands nombres”
Les lois forte et faible des grands nombres tiennent compte des éléments w de Q.
Tel n’est pas le cas pour la convergence en loi.
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La convergence en loi
Soit X une variable aléatoire réelle.

Sa fonction de répartition F' est définie par

F(z)=P(X <ua).

La suite (X,)n>1 de variables aléatoires réelles de fonctions de répartition F,
converge en loi vers X si

lim F,(z)= F(z)

en tout point x ou F' est continue.

Lien entre ces convergences

convergence convergence convergence
presque sure en probabilité en loi

La convergence en loi implique la convergence en probabilité si la limite X est une
constante.

Références

T. Wonnacott et R. Wonnacott : STATISTIQUE, 1988,3eme édition (traduction
en francais), Economica, Paris.

H. Steinbring : La relation entre modélisations mathématiques et situations
d’expérience pour le savoir probabiliste, Annales de Didactique et de Sciences
Cognitives, Vol. 2, p. 191-215, 1989, IREM de Strasbourg.



PETIT HERBIER DE LOIS

Dans ce chapitre aussi, nous sortons volontairement du programme de premiere
pour vous proposer un bref apercu des lois de probabilité les plus fréquentes ainsi
que des approximations qui existent entre elles.

Ces notions seront enseignées dans certains BTS et certains DEUG a 'Université
aux éleves que nous initions aux probabilités en premiere. Il n’est donc pas inutile
d’en avoir un apercu.

Loi binomiale B(n,p)

Vous connaissez tous la loi binomiale B(n,p) qui est la loi de la variable aléatoire Sn
correspondant au nombre de boules blanches obtenues lors de n tirages d’une boule,
au hasard et avec remise, dans une urne contenant une proportion p de boules
blanches. Autrement dit, on peut considérer que Sn correspond au nombre de
“succes” lors de n répétitions indépendantes d’'une méme expérience de Bernoulli
B(1,p). Le parametre p désigne la probabilité de “succes” a chaque expérience de
Bernoulli.

Rappelons que :

P(S, =k)=Chp*(1—p)"~F
E(S,)=mnp Var (S,) = np(1 — p).

Loi hypergéométrique H(n, N;, N)

H(n, Ni,N) est la loi du nombre S), de boules blanches obtenues lors de n tirages
successifs d'une boule au hasard et sans remise, ou un tirage simultané de n boules
dans une urne contenant Ny boules blanches et N, boules non-blanches parmi N
boules (N = N; + Ny).

k L 7
. CN 1 CN 2

P(S =k) =
(5, =) = =
Posons p = —l";;, :
E(S'Y=np Var (5! ):np(lap)(l——--—————nMI ).
mn n N — 1

Loi de Poisson P(A)

P(A) est, fréquemment, la loi du comptage du nombre d’unités arrivant dans un
systeme durant un intervalle de temps. C'est aussi la loi des “événements rares”,
comme loi limite d'une loi binomiale sous certaines conditions.

=]
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Une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de parameétre A > 0, notée P(A),
si, pour tout entier naturel & :

E(X)= Var (X)= A
Approximation binomiale

Sin est petit par rapport & N (par exemple : n < {%), la loi hypergéométrique
peut étre assimilée & une loi binomiale.

C. N
H(n,N1,N) >~ B(n,p)oup= Ifl
Approximation de Poisson
Sin est grand et p petit, la loi binomiale B(n,p) peut étre assimilée a une loi de
Poisson, ceci pouvant étre admis, par exemple, dés que n > 50 et np < 10.

B(n,p) ~ P(np).

Loi normale N (p,0)

Disons simplement qu’il s’agit de la loi d’une variable aléatoire continue X définie
a partir d’une fonction de densité f par :

P(aSXSb):/bf(:c)dx

+oo

qu(X):/: zf(z)dz
+o0
o? = Var (X) = /_ (z — p) f(z)dz.

On utilise aussi trés souvent la fonction de répartition F, qui est une primitive de
la densité f

xT
F(z)= / f(t)dt.
—00
La densité d’une loi normale centrée réduite N'(0, 1), dite aussi loi standard, est :

fle) = —=e 7.

27

La densité d’une loi normale générale N'(u, o) d’espérance p et d’écart-type o, est :

1 Ty
fz) = —m=e 3"
o2

9
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Propriété de standardisation des lois normales

X —pu

LX) =N(p,0) <= LX) = L( )= N(0,1).

C’est cette propriété qui permet de calculer les probabilités d’'une loi normale
quelconque a partir des valeurs (tabulées) de la loi A(0,1).

Propriétés de la famille des lois normales

1) Si L(X) =N (u,0), alors :
L{aX +b)=N(ap+b,|a|o)

ou a et b sont des constantes réelles,

2) Si L(Xy) = NM(ur,01), L(X2) = N(uz,02) et si de plus X et Xy sont
indépendantes, alors :

LOX1 + Xo) = N(p1 + pa, /o] +03).

3) Si L(X;) = N(u,0) pour i = 1,...,n et si de plus les X; sont indépendantes,
alors :
L(SI,X) = N0 V)
_ 1
LX) =N(p, \/_) ot X = - -3, X,

Théoréme central limite

Cette expression désigne en fait, toute une famille de théorémes affirmant que,
sous certaines conditions et notamment I'indépendance, la loi de probabilité d’une
somme de n variables aléatoires, individuellement petites par rapport a la somme,
converge vers une loi normale lorsque n tend l'infini.

Ainsi, siles X, pour ¢ = 1... n, sont des variables aléatoires indépendantes et de

meéme loi quelconque, d’espérance p et d’écart-type o, alors, lorsque n est grand :

L(Zi, X)) = N(np,0/n)
o
LX)y~ N(p,—
(X) (1, \/ﬁ)
Approximation normale de la loi binomiale

Si L(Sn) = B(n,p), S, peut étre considérée comme la somme de n variables
aléatoires X; indépendantes et de méme loi de Bernoulli B(1,p).

Donc si n est assez grand :
L(Sn) = LT Xi) = N(np, v/np(1 = p)).
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On peut admettre que cette approximation est acceptable par exemple des que
np > 10 et n(1 —p) > 10. Il faudra tenir compte du fait que 'on approche une loi
discrete par une loi continue :

f—y

3 u + 1- &
P(Sy = k)= P(Su € [k = 5k + 5[

Approximation normale de la lol de Poisson

Si A > 10, on peut admettre P(A) ~ N (X, VA).



COMMENT CHOISIR SON HASARD?

Cette activité a pour but d'illustrer les éventuelles ambiguités de I'expression
“choisir au hasard”. Elle montre que, lorsque les conditions expérimentales ne
sont pas précisées il y a souvent plusieurs tirages “au hasard” possibles.
Situation

Six régions ont été matérialisées sur le quadrillage ci-dessous. Elles sont numérotées
de 1 & 6. Les points représentent les noeuds du quadrillage. Ils peuvent étre repérés

par une abscisse z et une ordonnée y toutes deux entiéres et comprises entre 1
et G.

~
[OI # ] & . L3 L]
1 2
o] - “ 3 [ L4 * €
4 4 . v ¢ . ’ .
3
7
SR A . Py ¢ ¢ . e
2
E ‘ v . . . [
S &
4
4 3 3 3 . ]
i i 3 N i 3
A 1 L A
e 1
J [ 2 3 4 5 6
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Probléme

Choisir une région “au hasard”. A votre avis, quelle est la région qui a le plus de
chances d’étre choisie?

Premier tirage au hasard

Jeter un dé (bien équilibré) et choisir la région correspondant au nombre obtenu.
Quelle est la probabilité de chacune des six régions?

Deuxiéme tirage au hasard

Jeter un dé une premiére fois : le nombre obtenu est une abscisse .
Jeter le dé une deuxiéme fois : le nombre obtenu est une abscisse y.
Choisir la région contenant le point de coordonnées (z,y).

Quelle est la probabilité de chacune des six régions?

Troisieme tirage au hasard

Fixer au milieu du carré 'axe d’une aiguille de longueur 3 unités, qui peut pivoter
autour de cet axe.

Faire tourner laiguille : la région choisie est celle ou la pointe de l'aiguille
s'immobilisera.

Quelle est la probabilité de chacune des six régions?

Imaginer d’autres types de tirage, par exemple

— fermer les yeux et pointer avec un crayon,

— demander a chaque éléve de choisir un nombre parmi les six et choisir la région
correspondant au nombre le plus fréquemment cité ...

Quelle est la probabilité de chacune des six régions?

Commentaires

La modification des conditions de l’expérience modifie de fagon évidente les
probabilités des régions. On peut néanmoins considérer que l’ensemble £ des
résultats possibles reste le méme : c’est 'ensemble des 6 régions dessinées. Les
36 coordonnées du deuxieéme tirage au hasard peuvent étre considérées comme un
résultat intermédiaire.

Par contre, les probabilités associées aux 6 éléments de ) ne sont pas les mémes.
Dans le troisieme tirage, il y a méme un élément de probabilité nulle!

Ce type de situation permet de mettre en évidence le fait que la probabilité dépend
des conditions de 'expérience, des conditions du “tirage au hasard” et n’est pas
attachée a l'élément en tant que tel : on peut munir un meéme ensemble Q de
plusieurs probabilités.

Variantes de la situation

Les régions choisies ici forment une partition du carré et une partition de 'ensemble
des 36 nceuds du quadrillage. Leurs formes sont telles que dans le deuxicme tirage
au hasard, les probabilités sont proportionnelles aux surfaces des régions.
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On peut modifier ces caractéristiques pour obtenir d’autres variantes de la situa-
tion, en respectant un principe : il ne faut pas qu'une méme expérience puisse
avoir deux résultats, ce qui serait le cas par exemple dans le deuxieme tirage au
hasard si un neeud était inclus dans deux régions.

On peut ainsi réaliser des expériences de méme type avee des cercles de différentes
tailles. On peut aussi demander aux éleves de réaliser une situation vérifiant des
contraintes (probabilités des régions définies a priori, ... ).

81



NE CHOISISSONS PAS NOTRE HASARD AU HASARD

Le probleme posé par Joseph Bertrand (1822-1900) est le suivant :

On choisit au hasard une corde d’un cercle. Quelle est la probabilité
que sa longueur soit supérieure & celle du c6té du triangle équilatéral
inscrit dans le cercle?

Solution 1 :

On choisit au hasard 'une des extrémités de
la corde, puis la seconde. Si A est la premicre
extrémité et ABC un triangle équilatéral ins- ™
crit dans le cercle, la corde sera d’une longueur A
supérieurc a celle du ¢6té du triangle, si on choi-
sit la seconde extrémité sur le petit arc BC. La
probabilité de choisir M sur cet arc est de 1/3 car
sa longueur est le tiers de la longueur du cercle. c

Solution 2 :

Une corde d'un cercle est enticrement déterminée
des que l'on connait son milieu. Pour choisir
une corde au hasard, choisissons un point au
hasard dans le cercle. La longueur de la corde
correspondante sera supérieure a celle du coté du
triangle équilatéral inscrit si le point choisi est
a lintérieur du cercle de méme centre et dont

le rayon est la moitié du rayon. Le rapport des
aires des deux cercles est de 1/4. La probabilité
cherchée est 1/4.

o8]
(8]



Solution 3 : P

On choisit au hasard la direction de la corde. Il ﬁ \
suffit ensuite de choisir un point sur le diametre /\ / I\ /\
[PQ] perpendiculaire a cette direction. La corde = 1~
correspondante aura une longueur supérieure a

celle du c6té du triangle équilatéral inscrit si le J

point choisi sur [PQ] est a 'intérieur du segment U
[1.J]. Le rapport des longueurs des deux segments

concernés est 1/2. La probabilité cherchée est 1/2. Q

Les trois solutions sont correctes et décrivent trois manieres de procéder, dans
la pratique, pour choisir “au hasard” une corde d’un cercle. Elles correspondent
a trois mesures de probabilité distinctes, mais cette interprétation ne deviendra
vraiment possible qu’avec axiomatique de Kolmogoroff c¢’est-a-dire vers 1930. Le
probleme de Bertrand a, de ce fait, longtemps été présenté comme un paradoxe
du calcul des probabilités.
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UN APERCU HISTORIQUE

LE PROBLEME DES PARTIS :

La correspondance entre Blaise PASCAL et Pierre de FERMAT
Ce probléme des partis dont énoncé est donné un peu plus loin a fait 'objet
d’une longue correspondance entre Pascal et Fermat. Nous disposons seulement
d’une partie de cette correspondance. Les lettres que nous vous proposons ici sont
extraites du document suivant

“Les cahiers de Fontenay n° 32 : La correspondance de Blaise Pascal et de Pierre
de Fermat”, E.N.S. Fontenay aux Roses (sept. 1983).

ENONCE DU PROBLEME DES PARTIS (proposé a Pascal par le chevalier
de MERE en 1654).

Dans sa forme la plus générale, on peut le résumer ainsi : dans tel jeu de
hasard qu’on voudra deux joueurs jouent ensemble une partie en un nombre
donné de points. Ayant des acquis inégaux, ils décident de s’arréter sans avoir
terminé la partie et de se répartir équitablement les mises initiales. Comment
faire le partage?

Pascal propose de raisonner d’abord sur un exemple simple :

Deux joueurs misent chacun 32 pistoles qu’ils décident de jouer en trois
parties, avec cette convention que le premier a avoir gagné trois parties
gardera la totalité des mises. Soit alors le cas ou I'un des joueurs ayant gagné
deux parties et 'autre une, tous deux décident d’arréter le jeu. Comment
faire le partage?

On peut ensuite se poser la méme question si le premier n'a gagné qu'une
partie et 'autre aucune.

CETTE CORRESPONDANCE EST INTERESSANTE A ETUDIER DANS LE
CADRE DE VENSEIGNEMENT ACTUEL DES PROBABILITES.

La lecture de ces lettres nous permet en effet de confronter deux démarches, deux
regards différents, deux facons de saisir un méme probléme de probabilité.

On peut dire que le raisonnement de Pascal est un raisonnement progressif et
récurrent. Il suit les étapes effectives du jeu. Le raisonnement de Fermat est plus
“combinatoire”, il constitue “une mise a plat” de toutes les solutions possibles v
compris de solutions “fictives”. En effet Fermat est amené a envisager des parties
qui ne seront pas jouées effectivement par les joueurs.
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NOUS VOUS PROPOSONS DEUX PISTES DE TRAVAIL
POUR EXPLOITER CETTE CORRESPONDANCE

@ Un excellent TD se trouve dans la brochure de 'L.R.E.M. de Paris
VII : M:A.T.H. Mathématiques, approche par des textes historiques.

Ce TD propose les différentes approches historiques du probléme des partis (de
Pacioli a Pascal et Fermat (1494-1654)).

Faites vite acheter cette brochure par votre centre de documentation, elle est
passionnante!

® La deuxieme piste de travail que nous vous proposons ici, a pour objectif
de faciliter la tache a ceux qui voudraient étudier avec leurs éleves de 1lére ou
Terminale, la correspondance de Pascal et Fermat. Nous avons constaté (durant
les stages) que la lecture des lettres n’était pas toujours facile au premier abord,
et nécessitait bien souvent plusieurs changements de registres (lecture du texte,
traduction avec des arbres ...ou des tableaux ... ).

Nous avons repris ici chacune des lettres dont le texte (emprunté a la revue des
Cahiers de Fontenay) figure sur la page de droite. '

En regard, sur la page de gauche, nous avons mis une traduction possible du texte
a I'aide de 'outil des arbres, ou bien des commentaires.

L’ensemble de cette lecture s’adresse aux enseignants. On peut n’en étudier qu’une
petite partie avec les éleves. Les pages 90 a4 93 et 102 a 104 nous paraissent plus
faciles a étudier avec les éleves. Les autres permettront aux enseignants qui le
souhaitent d’avoir une vision plus précise de 'ensemble des arguments développés
dans la correspondance.

Quelques remarques sur les expérimentations avec les éléves

¢ Le probleme proposé dans le TD @ étalt présenté sous la forme suivante :

PROBLEME

Ariane et Bernard jouent a un jeu qui consiste en plusieurs parties de “pile
ou face”. -

Chaque partie rapporte 1 point & celui qui la gagne.

Le premier qui a 8 points (c’est-a-dire qui a gagné 8 parties) est le
vainqueur du jeu, et il gagne 84 francs (on appelle cette somme : la mise).
Seulement, Ariane et Bernard sont obligés de s’arréter avant d’avoir pu
terminer le jeu.

Quand ils s’arrétent, Ariane a gagné 7 parties (elle a done 7 points), et

Bernard 5 parties (il a donc 5 points).
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Avant de se séparer, ils veulent se partager la mise puisque personne ne
Pa completement gagnée (aucun d’eux n’a 8 points).

Mais alors, comment partager la mise, ¢’est-a-dire que donner a Ariane et
que donner a Bernard pour que le partage soit juste?

Quel partage proposez-vous, et pourquoi?

Rappel de la situation :

Le vainqueur est celui qui obtient le premier 8 points.
Quand ils s’arrétent de jouer :

Ariane a 7 pomnts,

Bernard a 5 points.

La mise totale est de 84 francs.

Question supplémentaire :

Quel partage proposeriez-vous, et pourquoi, st la situation, pour le méme
jeu, était la suivante :

Le vainqueur est celui qui obtient le premier 8 points.

Quand ils s’arrétent de jouer :

Ariane a 7 points,

Bernard a 0 point.

La mise est toujours de 84 francs.

Les compte-rendus d’expériences proposés dans la brochure de 'LR.E.M. de Paris
VII, ainsi que les quelques expériences que nous avons réalisées nous-mémes en

classe de lére S, montrent que la plupart des éléves résolvent ce probleme au
moyen de la proportionnalité :

,. g IS 7 e 5
‘12 parties ont été jouées. Ariane remporte donc 15 de la mise et Bernard 5.

La question supplémentaire, destinée a déstabiliser le raisonnement proportionnel
suscite des débats passionnés dans les classes, et certains éléves commencent a
envisager 'idée qu’il faut partager “autrement” et que le sort peut a nouveau
favoriser Bernard.

Mais il semble qu'il y ait dans ce probleme un obstacle difficile a surmonter : 'idée
d'un partage qui tienne compte des parties non encore jouées.

Or 1l est intéressant de constater que les premieres solutions historiques proposées
a ce probleme sont des solutions de type proportionnel (par exemple Pacioli 1494 ),

qu'elles ont été Vobjet de nombreuses contreverses et qu'il a fallu attendre 1654
(correspondance Pascal-Fermat) pour disposer d'une “bonne solution”.

walons enfin que la lecture des textes de lettres proposées en peut
paraitre rébarbative . Elle est intéressante a plus d'un titre. Ce n’est pas si souvent

en effet que les éleves sont amenés a étudier une correspondance épistolaire entre
mathématiciens et cet aspect insolite peut les intéresser des qu'ils ont réussi (avec
Vaide des enseignants) a dépasser le simple stade de la difficulté de lecture.



Quelques repéres historiques et références bibliographiques

e Le probleme des partis est abordé par Luca Pacioli de maniere marginale dans
la Suma de arithmetica geometria proportioni et proportionalita {(1494).

Ce probléme fait ensuite I'objet de nombreuses critigues (Tartaglia, Forestiani,
Cardan). Nous renvoyons ici a la brochure de PLR.E.M. de Paris VII précédemment
citée.

e Le probleme des partis, dans la forme exposée dans la correspondance a été
proposé a Pascal par le chevalier de Méré, homme de lettres et philosophe (1607-

1684).

Le chevalier de Méré était un passionné du jeu et quelques anecdotes amusantes
(pouvant faire I'objet de problémes pour les éleves) concernant sa ruine ou sa
fortune se trouvent dans : “La probabilité, le hasard et la certitude”, de Paul
Deheuvels, coll. “Que sais-je” n°® 3 pp. 14-16.

Sur le probléme des partis on peut lire avec profit le livre du groupe inter-1L.R.E. M.
épistémologie et histoire : “Mathématiques au fil des ages”.

Sur la vie et les écrits de Pascal et Fermat, on trouve des renseignements abondants
dans 'Encyclopédia Universalis.

¢ La notion d’espérance mathématique (sous-jacente dans toute cette correspon-
dance mais non formalisée) sera introduite par Huygens en 1657 dans son traité
“De ratiocinus in aleae ludo”.

Plus généralement c’est encore Huygens qui le premier va quantifier la notion
de chances alors que Pascal et Fermat semblent I'un et lautre s’attacher plus a
déterminer des gains que des chances.

Chaque fois que le hasard apparait dans la correspondance, il n’est I'objet de calcul
que dans sa relation & la détermination des partis. Il n’y a aucun calcul sur les
probabilités.

Les documents qui vous sont proposés sont les suivants :

----- La lettre de Pascal du 29 juillet ou il expose sa méthode,

— La lettre de Pascal du 24 aout. Pascal expose la méthode de Fermat pour 2
joueurs (la lettre de Fermat, antérieure au 29 Juillet, ot Fermat expose lui-méme
sa méthode ne nous est pas parvenue. Nous ne connaissons done que la version
qu’en donne Pascal).

Pascal répond a 'objection faite par Roberval sur les “parties fictives”. Il critique
cette méthode pour 3 joueurs, mais il semble bien qu’il y ait l& une erreur
d'interprétation de la part de Pascal.
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Commentaire de la lettre de Pascal & Fermat
du 29 juillet 1654

Deux joueurs jouent en 3 parties et chacun a nmis 32 pistoles au jeu.

Cas ot A a gagné 2 parties et B une seule. On emploiera alors le
symbolisme A, B;. Des qu’un joueur a gagné trois parties on écrira Az B;
ou A, Bas.

Voici une transcription possible a 'aide d'un arbre de la méthode décrite par
Pascal.

A gagne
Bl fin ..ol 32 pistoles slires pour A
A, B
égalité
Ay By 16 pistoles pour A
B gagne | 16 pistoles pour B

somme a donner & A : 32 4+ 16 =32 + 352— = 48,

On traduirait aujourd’hui avec I’arbre de probabilité suivant :

fin

DO

fin

A, B

|
DO

TR

@ fin

somme & attribuer & A 64(% + %) = 48§,

Bien entendu cette présentation va au déla de ce que Pascal décrit puisqu’elle
utilise déja un caleul formalisé des probabilités.
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LETTRE DE PASCAL A FERMAT DU 29 JUILLET 1654
Varia Opera Mathematica D. Petri de Fermat (Toulouse 1679) pp. 179-188
Oeuvres de Blaise Pascal, G.E., pp. 381-393

Monsieur,

L’impatience me prend aussi bien qu’a vous et, quoique je sois encore au lit,
je ne puis m’empécher de vous dire que je regus hier au soir de la part de M.
de Carcavi, votre lettre sur les partis, que j’admire si fort que je ne puis vous
le dire. Je n’ai pas le loisir de m’étendre, mais, en un mot, vous avez trouveé
les deux partis des dés et des parties dans la parfaite justesse : j'en suis tout
satisfait, car je ne doute plus maintenant que je ne sois dans la vérité, apres
la rencontre admirable ou je me trouve avec vous.

J'admire bien davantage la méthode des parties que celle des dés; j’avois vu
plusieurs personnes trouver celle des dés, comme M. le chevalier de Méré, qui
est celul qui m’a proposé ces questions, et aussi M. de Roberval : mais M. de
Méré n’avoit jamais pu trouver la juste valeurs des parties ni de biais pour y
arriver, de sorte que je me trouvois seul qui elisse connu cette proportion.

Votre méthode est tres stre et est celle qui m’est la premiere venue a la
pensée dans cette recherche; mais, parce que la peine des combinaisons est
excessive, J'en ai trouvé un abrégé et proprement une autre méthode bien
plus courte et plus nette, que je voudrois vous pouvoir dire ici en peu de
mots : car je voudrois désormails vous ouvrir mon ceeur, s’il se pouvoit, tant
j’ail de jole de voir notre rencontre. Je vois bien que la vérité est la méme a
Toulouse et & Paris.

Voici a peu pres comme je fais pour savoir la valeur de chacune des parties,
quand deux joueurs jouent, par exemple, en trois parties, et chacun a mis 32
pistoles au jeu :

Posons que le premier en ait deux et I'autre une; ils jouent maintenant une
partie, dont le sort est tel que, si le premier la gagne, il gagne tout 'argent
qui est au jeu, savoir 64 pistoles; si 'autre la gagne, ils sont deux parties a
deux parties, et par conséquent, s’ils veulent se séparer, il faut qu’ils retirent
chacun leur mise, savoir chacun 32 pistoles.

Considérez done, Monsieur, que, si le premier gagne, il lui appartient 64; s’il
perd, il lui appartient 32. Done, s'ils veulent ne point hasarder cette partie et
se séparer sans la jouer, le premier doit dire : “Je suis sur d’avoir 32 pistoles,
car la perte méme me les donne; mais pour les 32 autres, peut-étre je les
aurai. peut-¢tre vous les aurez, le hasard est égal. Partageons donc ces 32
pistoles par la moitié et me donnez, outre cela mes 32 qui me sont stures”. 11
aura donc 48 pistoles et l'autre 16.
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Cas ol A a gagné 2 parties et B aucune.

Voici une transcription possible de la lettre de Pascal

A gagne fin ..., - 04 pistoles pour A

O on est ramené au cas précédent
48 pour A
16 pour B

Somme a attribuer a A : 48 + —1—29 =48 + 8 = 56.
48 représente la somme qui est siire pour A quelle que soit I'issue.

Cas ot A a gagné une partie et B aucune.

Voici encore une transcription possible

A, B on est ramené au cas n°® 2 56 pour A

A, B égalité 32 pour A

Somme a attribuer a A : 32 + (—5—6—2'333) =32+ 12 = 44.
32 représente la somme qui est siire pour A quelle que soit l'issue.



Posons maintenant que le premier ait deux parties et lautre point, et ils
commerncent & jouer une partie. Le sort de cette partie est tel que, si le
premier la gagne, il tire tout 'argent, 64 pistoles; si I'autre la gagne, les voila
revenus au cas précédent, auquel le premier aura deux parties et autre une.

Or, nous avons déja montré qu'en ce cas il appartient, a celui qui a les
deux parties, 48 pistoles : donc, s'ils veulent ne point jouer cette partie, il
doit dire ainsi : “Si je la gagne, je gagnerai tout, qui est 64; si je la perds,
il m’appartiendra légitimement 48 : donc donnez-moi les 48 qui me sont
certaines, au cas meéme que je perde, et partageons les 16 autres par la
moitié, puisqu’il y a autant de hasard que vous les gagniez comme moi”.
Ainsi il aura 48 et 8, qui sont 56 pistoles. Posons enfin que le premier n’ait
qu’une partie et Uautre point. Vous voyez, Monsieur, que, s’ils commencent
une partie nouvelle, le sort en est tel que, si le premier la gagne, il aura deux
parties a point, et partant, par le cas précédent, il lui appartient 56; s’il la
perd, ils sont partie & partie : donc il lui appartient 32 pistoles. Donc il doit
dire : “Si vous voulez ne la pas jouer, donnez-moi 32 pistoles qui me sont
sures, et partageons le reste de 56 par la moitié. De 56 otez 32, reste 24;
partagez donc 24 par la moitié, prenez-en 12 et moi 12, qui, avec 32, font
447 .

Or, par ce moyen, vous voyez, par les simples soustractions, que, pour la
premieére partie, il appartient sur 'argent de l'autre 12 pistoles; pour la
seconde, autres 12; et pour la derniére 8.
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Commentaire allant au dela de la lettre de Pascal

On peut arriver par une analyse a rebours a trouver la somme qu’on doit attribuer
a A en utilisant la regle :

*

/ - _1
T~

somme ¢ =2 (somme * 4 somme o )

¢ 2

0]

§

L’arbre suivant se remplit de droite a gauche pour reconstituer les sommes &
attribuer a A (que 'on lit dans le carré D )

B fin

Py o

A, @ fin@

A

ve

B~
o]

2 1 @Blfin
/ @ B. fin

04



Voici encore a titre d’exemple, 'arbre qu’on peut faire construire dans le cas ou le
ler joueur a avoir gagné 4 parties est le vainqueur.

e
fxg By - @Bo
/ A E _E)E,
A B '5(3 e
° 0 z{{]Bl N [64]

AO Bl etc... (partie de l'arbre symétrique en A et B)



Pascal, contrairement a Fermat ne dispose pas d'une regle simple permettant de
trouver d’emblée la valeur a attribuer au ler parti. Il décompose done le probléme
alnsi :

Tout d’abord, il cherche a trouver le parti (la somme) a attribuer & A juste avant
le coup qui pourrait décider du résultat définitif.

Par exemple dans le cas suivant : trouver le parti a attribuer a A dans le cas A3B,
sachant que le premier & avoir gagné 4 parties gagne.

/ DR
\ / @3
Ay B
. &) B,
IS /
A \ / . ;
parti a attribuer a A : \@

2 2
32 + %% + ?)4— + %— = 60 pistoles

N

e

fraction de la mise de 'adversaire qu’a chaque partie nouvellement gagnée le sort
lui accorde.

On peut ainsi généraliser (mais ceci n’est pas démontré chez Pascal, c’est du
langage moderne).

M est la mise initiale de chaque joueur. Le premier a avoir gagné (n + 1) parties
remporte la mise.

On se place dans le cas A, By.

Le parti a attribuer a A est

M M M 1

Tty = 2M - ).

A/[ + 'é‘é‘ 2 "

96



Or, pour ne plus faire de mystere, puisque vous voyez aussi bien tout &
découvert et que je n'en faisois que pour voir si je ne me trompois pas, la
valeur (j'entends sa valeur sur U'argent de 'autre seulement) de la derniere
partie de deux est double de la dernicre partie de trois et quadruple de la
derniere partie de quatre et octuple de la derniere partie de cing, ete.




Pascal précise ensuite que “la proportion des parties n’est pas aisée a trouver”.

Pascal expose une sorte de “truc” qu’il ne démontre pas (il dit que la démonstration
se fait a l'aide des combinaisons) dans cette lettre et qui lui permet de trouver la
fraction de la mise (sur 'argent de l'autre) qui revient au gagnant.

Voici une traduction en langage moderne :

on se place dans le cas suivant : le ler a avoir gagné (n-+1) parties est le vainqueur.
On cherche le parti a attribuer a A dans la situation A{By, donc dans le cas
ou il manque n parties & A pour gagner. On peut alors montrer que le jeu est
définitivement décidé en 2n parties.

Dans ce cas la somme a attribuer & A est :

1x3x5...2n—-1)

32+ 32 x
2X4x6...%X2n

La fraction représente la fraction de la mise de B qu’il faut attribuer a A.

Exemple : cas A1Bg. le ler a avoir gagné 3 parties est le vainqueur (voir arbre
de la page 92).
Il manque 2 parties & A donc n = 2. Le jeu est décidé en 4 parties définitivement.

Valeur du parti pour A : 32 + 32 X %—i——} = 44.

Autre exemple : cas A;By dans le cas ou le ler a avoir gagné 4 parties est le
vainqueur.

Il manque 3 parties a A : n = 3.

7ale {u parti - 39 9w IX3X5 :
‘\a}cur du parti pour A : 32 + 32 x 270 =42,
Voir arbre de la page 95.

il
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Mais la proportion des premieres parties n'est pas si aisée a trouver : elle est
done ainsi, car je ne veux rien déguiser, et voici le probleme dont je faisois
tant de cas, comune en effet il me plait fort :

Etant (1(,)111’1(3 tel nombre de barties quon voudra trouver la valeur de la
I )
premii‘re.

Soit le nombre des parties donné, par exemple 8. Prenez les huit premiers
nombres pairs et les huit premiers nombres impairs, savoir :

2,4,6,8,10,12, 14,16

et
1,3,5,7,9,11,13,15.

Multipliez les nombres pairs en cette sorte : le premier par le second, le
produit par le troisicme, le produit par le quatrieme, le produit par le
cinquieme, ete.; multipliez les nombres impairs de la méme sorte : le premier
par le second, le produit par le troisieme, etc.

Le dernier produit des pairs est le dénominateur et le dernier produit des
impairs est le numérateur de la fraction qui exprime la valeur de la premiére
partie de huit : c’est-a-dire que, si on joue chacun le nombre de pistoles
exprimé par le produit des pairs, il en appartiendroit sur Pargent de I'autre
le nombre exprimé par le produit des impairs.

Ce qui se démontre, mais avec beaucoup de peine, par les combinaisons telles
que vous les avez imaginées, et je n’ai pu le démontrer par cette autre voie
que je viens de vous dire, mais seulement par celle des combinaisons. Et
voici les propositions qui y meénent, qui sont proprement des propositions
arithmétiques touchant les combinaisons, dont j’ai d’assez belles propriétés :
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La lecture des deux pages suivantes, sans commentaires, est réservée a ceux qui
veulent vraiment approfondir la méthode exposée par Pascal . ..

Si d’un nombre quelconque de lettres, par exemple de 8 :
ABC/D E F G H

vous en prenez toutes les combinaisons possibles de 4 lettres et ensuite toutes
les combinaisons possibles de 5 lettres, et puis de 6, de 7 et de 8, etc., et
qu’ainsi vous preniez toutes les combinaisons possibles depuis la multitude
qui est la moitié de la toute jusqu’au bout, je dis que, si vous joignez ensemble
la moitié de la combinaison de 4 avec chacune des combinaisons supérieures,
la somme sera le nombre tantiéme de la progression quaterniere a commencer
par le binaire, qui est la moitié de la multitude.

Par exemple, et je vous le dirai en latin, car le francais n'y vaut rien :
Si quotlibet litterarum, verbigratio octo : (30)

A B,C,D,E,F,G,H

sumantur omnes combinationez quaternarii, quinquenarii, senarii, etc., usque

ad octonarium, dico, si jungas dimidium combinationis, nempe 35 (dimidium

70), cum omnibus combinationibue quinquenarii, nempe 56, plus omnibus

combinationibus senarji, nempe 28, plus omnibus combinationibus septenarii,

nempe 8, plus omnibus combinarionibus octonarii, nempe 1, factum esse

quartum numerum progressionis quaternarii cujus origo est 2 : dico quartum

numerum, quia 4 octonerii diminium est.

Sunt enim progressionis quaternarii, cujus origo est 2, isti :
2,8,32,128,512,etc.,

quorum 2 primus est, 8 secundus, 32 tertius et 128 quartus : cui 128

cequanture

+ 35 dimidium combinationis 4 litterarum

+ 56 combinationis 5 litterarum

+ 28 combinationis 6 litterarum

+ 8 combinationis 7 litterarum

+ 1 combinationis 8 litterarum.

Voila la premiere proposition qui est purement arithmétique; 'autre regarde
la doctrine des parties et est telle :

Il faut dire auparavant : si on a une partie de 5, par exemple, et qu’ainsi il
en manque 4, le jeu sera infailliblement décidé en 8, qui est double de 4.
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La valeur de la premiere partie de 5 sur I'argent de Uautre est la fraction qui
a pour numérateur la moitié de la combinaison de 4 sur 8 (je prends 4 parce
qu'il est égal au nombre des parties qui manque, et 8 parce qu'il est double de
4) et pour dénominateur ce méme nunérateur plus toutes les combinaisons

supérieures.
- - .« - “ = . “ . - = . ’?"
Ainsi, si j’al une partie de 5, il m'appartient, sur I'argent de mon joueur %’—8 :

c’est-a-dire que, s'il a mis 128 pistoles, j’en prends 35 et lui laisse le reste, 93.

Or cette fraction 7% est la méme que celle-la : ﬁgz laquelle est faite par la

multiplication des pairs pour le dénominateur et la multiplication des impairs
pour le numérateur.

Vous verrez bien sans doute tout cela, si vous vous en donnez tant soit peu
la peine : ¢’est pourquoi je trouve inutile de vous en entretenir davantage.

Je vous envoie néammoins une de mes vieilles Tables; je n’ai pas le loisir de
la copier, je la referai.

Vous y verrez comme toujours que la valeur de la premiere partie est égale &
celle de la seconde, ce qui se trouve aisément par les combinaisons.

Vous verrez de meéme que les nombres de la premiere ligne augmentent
toujours; ceux de la seconde de méme; ceux de la troisiéme de méme.

Mais ensuite ceux de la quatrieme diminuent; ceux de la cinquicme, ete. Ce
qui est étrange.

5ton jouc chacun 256 en

" I e

6 4 3 2 1
parties | parties| parties| parties| parties| partic
5 & ; & =0 - 1 -
o Teére partic £2 70 80 96 128 256
=
S . - - @ ~ aq
© 2 2¢ partic 563 70 80 96 128
28
o ey o . o .
2 3 . - . . Sioon joue 236 chacun en
T o 3¢ partic 56 60 64 64 y
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F 5 5 % 3 1
& 4¢ parti 2 30 . . . . .
: = re partie & 10 52 parties iparties; parties {partics pariie
3 <
2
B 5e partie 24 16 la lére partie 63 70| 80 96 128 236
be partic 8 0 Jes 2 promieres partics 1726 140 160 192 256
&
-
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Commentaire de la lettre de Pascal & Fermat
du 24 aout

Il s’agit ici de la méthode de Fermat exposée par Pascal (on ne dispose
&8 I
pas de la lettre de Fermat exposant lui-méme sa méthode).

On se place dans le cas ou il manque 2 parties a4 A et 3 & B pour gagner.

On peut reprendre par comparaison le méme cas que celui traité par la méthode
de Pascal. Voir page 90.

Cas A;B; : le vainqueur est le ler qui a gagné 4 parties.

Le jeu sera décidé définitivement en 4 parties (on peut faire un arbre pour s’en
convaincre (voir page 90).

Il y a 16 (= 2*) fagons de “combiner” ces 4 parties entre les 2 joueurs (voir le
tableau dans la lettre). 11 cas sont favorables a A, 5 & B.

A aura done 1 de la mise soit 44 pistoles et B = de la mise soit 20 pistoles.
16 ! 16

Il est intéressant de constater qu’avec la méthode de Fermat. 1l faut raisonner sur
1 ]
des p'dl‘thS “fHetives”.

a a
. . a a : L. . .
En effet dans la solution codée = ou j, bar exemple, 1l est inutile de jouer 4 parties
a
a a

puisque le jeu s’arréte deés que a a gagné 2 parties. Cette objection historique a
la méthode de Fermat était celle faite par Roberval et Pascal développe ici les
arguments qu’il emploie pour convaincre Roberval.

Certains éleves font le méme “blocage” sur la solution proposée par Fermat car
elle suppose de raisonner “au dela” des parties qui seront effectivement joudes.



LETTRE DE PASCAL A FERMAT DU 24 AOUT 1654
Varie Opera Mathematica P. de Fermat, pp. 184-188
Ocuvres de Blaise Pascal, G.E. III pp. {01-412

Monsieur,

Je ne pus vous ouvrir ma pensée entiere touchant les partis de plusieurs
joueurs par Pordinaive passé, et meéme j'al quelque répugnance a le faire,
de peur qu'en ceci cette admirable convenance, qui étoit entre nous et qui
m’étoit si chiere, ne commence a se démentir, car je crains que nous ne sOyons
de différents avis sur ce sujet. Je vous veux ouvrir toutes mes raisons, et
vous me ferez la grace de me redresser, si jlerre, ou de m’affermir, si j’ai
bien rencontré. Je vous le demande tout de bon et sincérement, car je ne me
tiendral pour certain que quand vous serez de mon coté.

Quand il n'y a que deux joueurs, votre méthode, qui procede par les
combinaisons, est tres sure; mais, quand il y en a trois, je crois avoir
démonstration qu'elle est mal juste, si ce n'est que vous y procédiez de
quelque autre manicre que je n’entends pas. Mais la méthode que je vous
al ouverte et dont je me sers partout est commune a toutes les conditions
imaginables de toutes sortes de partis, au lieu que celle des combinaisons
(dont je ne me sers qu’aux rencontres particulicres ot elle est plus courte que
la générale) n'est bonne qu’en ces seules occasions et non pas aux autres.

Je suis str que je me donnerai & entendre, mais il me faudra un peu de
discours et a vous un peu de patience.
Voicl comment vous procédez quand il y a deux joueurs :

51 deux joueurs, jouant en plusieurs parties, se trouvent en cet état qu’il
mangue deux parties au premier et trois au second, pour trouver le parti, il
faut, dites-vous, voir en combien de parties le jeu sera décidé absolument.

Il est aisé de supputer que ce sera en quatre parties, d’olt vous concluez qu’il
faut voir combien quatre parties se combinent entre deux joueurs et voir
combien il y a de combinaisons pour faire gagner le premier et combien pour
le second et partager I'argent suivant cette proportion. Jeusse eu peine a
entendre ce discours-la, si je ne l'eusse su de moi-méme auparavant : aussi
vous 'aviez éerit dans cette pensée. Done, pour voir combien quatre parties
se combinent entre deux joueurs, il faut imaginer qu'ils jouent avec un dé
a deux faces (pusqu’ils ne sont que deux joueurs), comme a croix et pile,
ot quils jettent quatre de ces dés (parce qu'ils jouent en quatre parties); et
maintenant il faut voir combien ces dés peuvent avoir d’assiettes différentes.




Cela est aisé a supputer : ils en peuvent avoir seize qui est le second degré de
quatre, c’est-a-dire le quarré. Car figurons-nous qu’une des faces est marqguée
a, favorable au premier joueur, et l'autre b, favorable au second; done ces
quatre dés peuvent s’asseoir sur une de ces seize assiettes :

alalala alaljala bib|b|b bibib|b
ajalala blbib|b ajalfala bibj|blb
alalbl]b alal|b|b alalb]|b afal|bib
afbjalb alblaijb a|lbflaljlb a|blalb
1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 2 1 2 2 2

et, parce qu’il manque deux parties au premier joueur, toutes les faces qui ont
deux a le font gagner : donc il en a 11 pour lui : et parce qu’il y manque trois
parties au second, toutes les faces ou il y a trois b le peuvent faire gagner :
donc il y en a 5. Donc il faut qu’ils partagent la somme comme 11 & 5.

Voila votre méthode quand il y a deux joueurs; sur quoi vous dites que, s’il y
en a davantage, il ne sera pas difficile de faire les partis par la méme méthode.

Sur cela, Monsieur, j’ai a4 vous dire que ce parti pour deux joueurs, fondé
sur les combinaisons, est trés juste et tres bon : mais que, s’il y a plus de
deux joueurs, il ne sera pas toujours juste et je vous dirai la raison de cette
différence.

Je communiquai votre méthode a nos Messieurs, sur quoi M. de Roberval me
Y

fit cette objection :

Que c’est a tort que l'on prend 'art de faire le parti sur la supposition qu’on
joue en quatre parties, vu que, quand il manque deux parties & ['un et trois a
Pautre, il n’est pas de nécessité que 'on joue quatre parties, pouvant arriver

bl 1 Y
qu’on n’en jouera que deux ou trois, ou a la vérité peut-étre quatre.

Et ainsi qu’il ne voyait pas pourquoi on prétendoit de faire le parti juste sur
une condition feinte qu'on jouera quatre parties, vu que la condition naturelle
du jeu est qu’on ne jouera plus des que 'un des joueurs aura gagné, et qu’au
moins, si cela n'étoit faux, cela n’étoit pas démontré, de sorte qu'il avoit
quelque soupcon que nous avions fait un paralogisme.
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Je lui répondis que je ne me fondois pas tant sur cette méthode des
combinaisons, laquelle véritablement n’est pas en son lieu en cette occasion,
comme sur mon autre méthode universelle, & qui rien n'échappe et qui porte
sa démonstration avec sol, qui trouve le méme parti précisément ¢ue celle
des combinaisons; et de plus je lui démontrai la vérité du parti entre deux
joueurs par les combinaisons en cette sorte :

N’est-il pas vrai que, si deux joueurs, se trouvant en cet état de 'hypotheése
qu'il manque deux parties a I'un et trois a l'autre, conviennent maintenant
de gré a gré qu’on joue quatre parties complétes, c’est-a-dire qu’on jette les
quatre dés a deux faces tous a la fois, n’est-il pas vrai, dis-je, que, s'ils ont
délibéré de jouer les quatre parties, le parti doit étre, tel que nous avons dit,
suivant la multitude des assiettes favorables & chacun?

Il en demeura d’accord et cela en effet est démonstratif; mais il nioit que la
méme chose subsistat en ne s’astreignant pas & jouer les quatre parties. Je
lui dis donc ainsi :

N’est-il pas clair que les mémes joueurs, n’étant pas astreints & jouer les
quatre parties, mais voulant quitter le jeu dés que l'un auroit atteint son
nombre, peuvent sans dommage ni avantage s’astreindre & jouer les quatre
parties entieres et que cette convention ne change en aucune maniére leur
condition? Car, si le premier gagne les deux premiéres parties de quatre et
qu’ainsi il ait gagné, refusera-t-il de jouer encore deux parties, vu que, s’il les
gagne, il n’a pas mieux gagné, et s'il les perd, il n’a pas moins gagné? Car
ces deux que l'autre a gagné ne lui suffisent pas, puisqu'il lui en faut trois, et
ainsi il n’y a pas assez de quatre parties pour faire qu'ils puissent tous deux
atteindre le nombre qui leur manque.

Certainement il est aisé de considérer qu’il est absolument égal et indifférent
a l'un et a l'autre de jouer en la condition naturelle & leur jeu, qui est de
finir dés qu'un aura son compte, ou de jouer les quatre parties entieres :
done, puisque ces deux conditions sont égales et indifférentes, le parti doit
~€étre tout pareil en I'une et en Pautre. Or, il est juste quand ils sont obligés
de jouer quatre parties, comme je I’ai montré : donc il est juste aussi en
Pautre cas. Voila comment je le démontrai et, si vous y prenez garde, cette
démonstration est fondée sur 1'égalité des deux conditions, vraie et feinte, &
'égard de deux joueurs, et qu’en I'une et en 'autre un méme gagnera toujours
et, si 'un gagne ou perd en l'une, il gagnera ou perdra en l'autre et jamais
deux n'auront leur compte.
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