COMMENT MEMORISER
LES LOIS DE PROBABILITE DISCRETES USUELLES
SANS TROP SE FATIGUER

Edith KosMANEK (*)

1.— LE TABLEAU DE CHOSSAT

Le tableau de CnossaT [1] présente 9 lois discrétes. Nous représentons sur le
tableau ci-apres les 7 qui sont unidimensionnelles. Pour ces lois, le modéle est
celui du tirage dans une urne a 2 catégories de boules, les blanches en proportion
p et les noires en proportion ¢ = 1 — p.

En croisant 2 criteres a 2 modalités chacun :

— mode de tirage : avec ou sans remise

— parametre fixé : nombre n de tirages ou nombre r d’occurences de blanches
on récolte 4 lois principales : binoémiale, hypergéométrique, Pascal avec ou sans
remise, lesquelles admettent 3 autres lois comme cas particuliers : uniforme,
Bernouilli, géométrique et la loi de Poisson comme loi limite. Des étudiants de ler
cycle, confrontés a ce tableau, émettent spontanément 2 remarques judicieuses :
— il manque la loi de Pascal sans remise (voir ci-dessous),

— pourquoi changer de modeéle pour présenter la loi uniforme : boules numérotées
au lieu de boules blanches et noires.

Lot Valeurs possibles Probabilités

r—1 ~k—r
CNp CNq Nper4l

Pascal [mr+1,... k,Ng+r] | PIX=k]= el v
N

sans remise

SN, 7, p]
Espérance Variance Modele

N+1 N(N+1)(Np~r+1) Syt .
U e "R AN T ) Dans une urne, deux catégories de boules :

proportion p de blanches et ¢ de noires. On
tire, sans remise, jusqu’a obtenir r boules
blanches. X est la variable aléatoire : nombre
de tirages nécessaires.

Observations
On retrouve la loi de Pascal avec remise pour
N — 400 et la loi uniforme pour p = %,— et r =1.

(*) A Aimé FucHs (Strasbourg), mon initiateur aux probabilités.

© IL’OUVERT 63 (1991)



E. KOSMANEK

LOIS DE PROBABILITE :
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VARIABLES DISCRETES

VARIANCE

MODELE

OBSERVATIONS (%)

Pq

Dans une urne, 2 catégories de boules :
proportion p de boules blanches, ¢ de
noires. On effectue un tirage. X est la vari-

able aléatoire “nombre de boules blanches”.

npg

Dans une urne, 2 catégories de boules :
proportion p de boules blanches, ¢ de
noires. On effectue n tirages avec remise,
X est la variable aléatoire “nombre de
boules blanches”.

X1 = B(na,p), Xy — B(ny, p)
Si

X1 et Xy indépendants
alors X1 + Xy — B(ny + na, p).

e

Dans une urne, 2 catégories de boules :
proportion p de boules blanches, ¢ de
noires. On tire avec remise jusqu’a obtenir
une boule blanche. X est la variable aléa-
toire “nombre de tirages nécessaires”.

ol 3

3

Dans une urne, 2 catégories de boules
proportion p de boules blanches, ¢ de
noires. On tire avec remise jusqu’a obtenir
» boules blanches. X est la variable aléa-
toire “nombre de tirages nécessaires”.

On retrouve la loi géométrique avec r = 1.
Si Xy — Pascal de parametre ry, Xy —
Pascal de paramétre ry. Si Xy et Xy sont
indépendants, alors X + X suit une loi
de Pascal de paramatre ry 4Ty,

N_.
PYRTT

avec g =

le\?

Dans une urne, 2 catégories de boules :
nombre Ny boules blanches, Ny de noires.
On tire n boules sans remise. X est
la variable aléatoire “nombre de boules
blanches”.

On retrouve la loi binomiale & Ja limite
ot N — oo,Ni — oo, Na — oo avee

N N .
NP E oa=1-p

Loi limite d'une loi binomiale lorsque
(n>50) et p < 0,10. Loi des évenements
“rares” .

51 X1 - p(/\)),Xz — p()\g),X} et X2
sont indépendants alors : Xy + Xo —
7)()&1 -+ )\g)

n? -1

12

Dans une urne, n boules numérotées de 1 &
n. On effectue un tirage, avec équiprobabi-
lité de tirer chaque boule. X est Ia variable
aléatoire “numéro de la boule tirée”

(* X — A signifie : X suit la loi de
probabilité A.
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Les résultats (page 1), obtenus sans trop de difficultés, répondent aux deux
questions et manifestent le lien qui existe entre elles : la loi uniforme apparait
comme cas particulier de la loi Pascal sans remise et peut donc, elle aussi, se
présenter a partir du modele standard : on tire sans remise dans une urne contenant
une seule blanche et (N — 1) noires jusqu’a 'occurence de cette unique blanche.

2.— I’ARBORESCENCE KOSMANIENNE

Le schéma unitaire ci-contre (p. 5) résume les considérations précédentes sous
forme de graphe arborescent; il met bien en évidence 'homogénéité du mécanisme
générateur des différentes lois.

3.— UN LOSANGE COMMUTATIF

En homogénéisant les notations de facon évidente, on observe les particularités
suivantes : on passe de la loi binomiale a la loi Pascal avec remise simplement en
multipliant par le taux de “succés” -%— (nombre d’occurences de blanches divisé
par nombre total de tirages) :

. - K . . .
K _k n—K K-1 K n-K
C.pq —= C,ipr q )

Idem pour le passage de la loi hypergéométrique a la loi Pascal sans remise.

RO K IO Ny 4
cy ‘n C;\‘,_l "N—-n+1

propriété généralisée au paragraphe 4.

L’arborescence précédente peut alors, compte tenu des observations du tableau de
Chossat, se présenter sous forme de “losange commautatif’ a rallonges (voir p. 6). I
suffit de mémoriser une seule formule, celle de la loi hypergéométrique; toutes
les autres s’en déduisent par trois opérations simples :

— multiplication par le taux de succes %,

— passage a la limite : N — +4o0o,n — 4oo,np — A;
— particularisation : n =1, K =1,p = 7{,—

4.— UNE GENERALISATION (*)

Notations :

e (A;) : suite d’événements associée a une suite d’épreuves,

e 1,4, : variable aléatoire indicatrice de I'événement A;,

o S, =351 14, : nombre d’événements réalisés en n épreuves,

e Ty = Min {n|S, = K} : nombre d’épreuves nécessaires a 'occurence de K
événements.

(*} Avec 'aide de P.-L. HENNEQUIN.
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LOSANGE COMMUTATIF KOSMANIEN

hypergéométrique

K ~n—K n
CNp CNq /CN

Pasc;;}; sans rl(gmise
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n—1 .
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N-—n+1

K=1
P=1/N

Uniforme
1

N
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Pascal avec remise
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géométrique
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Bernoulli
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Hypotheése
P(A4;|S, =K)=C Vi=1,2,...,n.
Proposition
]',7
P(Tx =n)=P(Sa=K) ¢ — 1<K <n.
n
Démonstration

On montre d’abord que la constante C' est égale au taux de succes : & en effet :

Y P(AilSy = K)=nC =) E(14]S, = K) =

=1 =1

= BE(Y 14|85, = K) = E(Sa|Sp = K) = K = C = K
=1

Il est clair, par ailleurs, que I’événement (T = n) est équivalent & I'événement :
(Sn-1 =K —1et Sy, = K) donec P(Tx =n) = P(S, = K)P(Sp-1 = K - 1|5, =
K)=P(S, = K)P(A4;|Sn =K)=P(S, =K) « C=P(S,=K) o &£

Application

Considérons comme suite d’épreuves celle du modele des urnes. L’événement A;
est l'occurence d’une blanche Vi. Que le tirage soit avec ou sans remise, ’hypothese

P(A;|S, = K) = C est valable.

Pour le tirage avec remise :
— 5, suit la loi binémiale,
— T'y¢ suit la loi Pascal avec remise.

Pour le tirage sans remise :
— 5, suit la loi hypergéométrique,
— Ty suit la loi Pascal sans remise.

On retrouve donc le losange.
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