L INEGALITE D’ERDOS-MORDELL
‘ (Suite)

Patrick FuHar

4— DEUXIEME DEMONSTRATION DE L’INEGALITE (E.M.)

Cette démonstration s’appuyera sur une minoration des longueurs M A MB et
MC dont 'idée repose essentiellement sur des calculs d’aires : rappelons que Paire
d’un parallélogramme est égale au produit d’une quelconque de ses bases par la
hauteur correspondante; il revient au méme de dire que aire des parallélogrammes
posséde la propriété suivante :
- Vi LN . . —.+
“Si le segment [C'D] se déplace (de maniére qu’on ait toujours : AB = b’é‘) sur
une droite d parallele & (AB), aire du parallélogramme ABCD reste constante.”
D C D! c'
d

A B
Figure 5
Aire ABC'D = Aire ABC'D’.

Ceci rappelé, commencons par préciser les notations que nous utiliserons, et qui
apparaissent sur la figure 6 :

B' (resp. C') désigne le symétrique de
B (resp. C) par rapport a la bissectrice
intérieure de A;

B" et C" sont définis par : B'B" =

sy —_—
AM = C'C"; et, comme d’habitude,

on pose :
a=BC;b=CA; c=AB.

L’idée de base, trés astucieuse, consiste
a minorer la longueur M A par la hau-
teur du parallélogramme B'C'C"B"
correspondant au choix de [B'C'] pour
Figure 6 base.
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Question 18 :

a) Justifier cette minoration, et exprimer la hauteur en question en fonction de
Uaire du parallélogramme B'C'C" B" et de la longueur a.

b) Justifier que U'aire du parallélogramme B'C'C" B" est la somme des aires des

parallélogrammes AB'B"" M et AC'C" M.
¢) En déduire que : MA > |L|(bMR+ cMQ).

Un raisonnement similaire prouverait, bien entendu, que :

1
MB > %(cMP+a1MR) et MC > —(aM@Q + DM P).
3 c
Question 19 :

En se souvenant du § 2, prouver que :

MA+MB+MC >2(MP+ MQ + MR).

Il serait dommage de quitter cette démonstration sans y ajouter deux remarques :

D’une part, quelle a été, au juste, la contribution de la symétrie par rapport a la
bissectrice intérieure de A? Autrement dit, n’aurait-on pas pu obtenir le méme
résultat en faisant jouer, dans le raisonnement, aux points B et C eux-mémes le
role qu'y ont tenu les points B’ et C'7

Question 20 :
a) Comment aurait-il fallu redéfinir, en conséquence, les parallélogrammes considérés ?

b) Montrer gu’on serait alors parvenu ¢ :
1 1 1 1 1 1
MA+MB+MC > a(y + —)MP +b(=+-)MQ + (- + Z)MR‘
c ¢ a a

¢) Montrer, par un exemple bien choist, qu’tl n’y a aucune raison “générale” pour
que les coefficients a(% + %), ..., sotent > 2.

On voit donc qu’il aurait été beaucoup plus difficile de conclure sans l'intervention
de cette symétrie.
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D’autre part, 'idée d’introduire de tels \l !
parallélogrammes doit étre rapprochée > h ! .
de la démonstration “historique”, due a |
Paprus, du théoréme de PYTHAGORE; :
les notations sont fixées par la figure 7. |
[
|
U Q T
Figure 7

Question 21 :
a) Par une rotation convenable, prouver que :

ey —
AD =BC et AD 1 BC.

b) Ezaminer attentiwement la figure pour comprendre pourquot : BC? = AB? +
AC?.
Pour terminer ce paragraphe, passons a 1’étude des “cas d’égalité” et pour cela,
observons que la démonstration précédente se résume en deux minorations :
b ¢ ¢ a a b
MA+MB+MC > (—+Z)MP+(~—+—)MQ+(Z+—)MR > 2(MP+MQ+MR);
c a ¢ a
d’autre part, comme dans le paragraphe 3, et pour les mémes raisons, les sommets
A, B,C du triangle seront écartés de la recherche des cas d’égalité (cf. question
11); par suite, deux au moins des trois longueurs M P, MQ, M R sont > 0.

Question 22 :

a) Que peut-on dire des inégalités ci-dessus, lorsque : MA + MB + MC =
2(MP+ MQ+ MR)?

b) Démontrer que, si (2 +S)MP+(£+9MQ+(3+2)MR =2(MP+MQ+MR),
alors le triangle ABC est équilatéral.

¢) Expliquer pourquot, s’agissant de la recherche des cas d’égalité, il suffit mante-
nant de comprendre 4 quelle condition : MA = %(bM'R + cMQ) (par exemple).

d) Reprendre le raisonnement qui avait conduit ¢ - MA > i—(bMR—i— cMQ@), et
prowver que U'égalité n’a liew que lorsque (AM) est une hauteur du triangle AB'C'.

Or, le triangle AB'C’ a la remarquable propriété suivante : “S1 O est le centre
du cercle circonscrit au triangle ABC, (AO) est la hauteur 1ssue de A du triangle
AB'C"” (voir figure 8 page suivante).
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Admettons un instant cette propriété, pour répondre a la question suivante :
Question 23 :

| @) Prowver que si égalité : MA + MB + MC = (2 + $)MP + (£ + $)MQ+

(% -+ %)]\/IR a liew, alors M est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC'.

b) En conclure que le cas o ABC est un triangle équilatéral de centre O est bien
le seul “cas d’égalité”.

Reste donc & prouver la propriété précédente; pour cela, soit A’ le projeté
orthogonal de A sur (BC'), et A; le point diamétralement opposé a A sur le cercle

circonscrit au triangle ABC'.

A
A
Q
S
B B!
Figure 8 Figure 9

Question 24 :

/T»_% —
a) Comparer, ¢ “kn prés”, les angles de vecteurs survants : (E,AA'); (BAl,B?);
—S
(AA,, AC).

b) En déduire que la symétrie par rapport d la bissecirice intérieure de A échange

les droites (AA") et (AO), et conclure.
5.— TROISITEME DEMONSTRATION DE L’INEGALITE (E.M.)

Les notations sont fixées par la figure 10 :

Figure 10
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L’INEGALITE D’ERDOS-MORDELL

La bissectrice intérieure de BMC (resp. C/ﬁA,AﬁB) recoupe (BC) (resp.
(CA),(AB)) en P' Q' R'; on pose :

MA=z; MB =y; MC =
MP = p M@ =q; MR =
MP'=p'; MQ'=¢ ; MR'= '

183

-
3

alnsi que

a=BC;b=CA; ¢c= AB.

BMC = 2a ; CMA = 28 ; AMB = 27, de sorte qu’il s’agit de prouver que :
T+y+z2>2(p+qg+r).

Nous avions vu en effet au paragraphe 3 qu’on pouvait supposer M distinct des
sommets A, B, C du triangle, ainsi les angles BMC, C.M'A AMB sont-ils bien
définis.

Question 25 :
Montrer qu’il suffit de prouver que :

c4+y+z>20p +4¢ +1').

Pour cela, nous allons d’abord calculer les longueurs p’,¢',7' en fonction des
quantités z,y,z,«, 8,v; il s'agit en fait de répondre a la question un peu plus
générale suivante :

Question 26 :

On donne un triangle ABC ; la bissectrice intéricure de A recoupe (BC) en X :
soit & calculer la longueur AX. Nous proposons trois méthodes :

a) (1ére méthode) : Commengons par rappeler que les bissectrices (intérieure et
extérieure) de A sont les azes des symétries échangeant les droites (AB) et (AC);
soit alors B' le symétrique de B par rapport 4 la bissectrice extérieure de A :
Justifier les égalités :

BAB' ‘A
- AX = B'B. o4,

! :2 :
B'B csin — il

: . A
en conclure que : AX = b+c cos 5.

b) (2¢me metizode) Rappelons que Uaire S d’un triangle ABC peut étre donnée
par : S = Lbesin A ¢ quelle nowvelle expression de S cette formule donne-t-elle
lorsqu’on divise le triangle ABC en les triangles ABX et AXC ? Retrouvez alors :

AX =

2be A
P cos X
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c¢) (3¢me méthode) : Rappelons (*) que X est le barycentre de (B,b),(C,c)

B , 2 . .
comment s’exprime, par conséquent, le vecteur AX ¢ Calculer alors le carré scalaire
ey

AX? et retrouver

s

d) (Un ezemple d’application) : Y et Z désignant, de méme, les pieds, sur (C'A)
et (AB) respectivement, des bissectrices intérieures de B et C, prouver que :

a<b<e= AX >BY > CZ.

Cette question résolue, revenons a la démonstration entamée de I'inégalité (E.M.);
les résultats obtenus entrainent :

Yz zx x1
Y cosa + 2 cos B +2 i
Y+ =z z+x T +vy

p+qd +r' =2 cos 7.

Le paragraphe 2 va permettre une majoration de la somme p' + ¢’ + r'.
Question 27 :
{ Démontrer que : p' + ¢ +r' < \fyzcosa + /zzcosf + /Ty cosy (on nloublicra

pas de sinterroger sur le signe de cosa,cos ff, cosy).
En déduire qu’il suffit désormais de prouwver que : 2(\/yzcosa + \/zxcos +
JTycosy) <z +y+ 2.

Pour cela, nous allons étudier le signe de la différence : D = a4+y+2—2, fyz cosa —
2y/zx cos 3 — 2, /xy cos v, en observant qu’elle est aussi de la forme :

D=X>+Y?4+2>—-2YZcosa —2ZX cos B —2XY cos~;

(pour quel choix de X,Y, Z7?); cette derniére forme se prétera bien a l'étude du
signe de D, par une méthode qui s'inspire de la mise sous forme canonique des
trinémes du second degré.
Exposons cette méthode sur 'exemple suivant : soit a étudier le signe de 'expres-
sion ) ,
E=X?4Y24+2?-XY -YZ—Z2ZX: en lecrivant
E=X*-XY+2)+Y?*4+2*-Y7Z,

nous marquons que nous regardons E comme un “trinéme du second degré en la
variable X7, que nous allons mettre sous sa forme canonique, comme il est naturel
pour en étudier le signe :

[V Y+ 2, Y+ 7.2 -2 2
E=(X-— )2 —( 5 ) +Y* 4+ 27 -YZ,

(*) Voir une démonstration dans 'ouvrage de 'TREM de Strasbourg “Les Maths en Pratique -

Termainale CDE’ | éd. Bordas, p. 126 : Ensemble des points M tels que %—;—; = k.
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soit, tous calculs faits : B = (X — Y—%‘—Z)Q + %(Y — Z)?%, ce que le lecteur est invité
a vérifier! On voit alors que 'expression E est toujours > 0.

Au lecteur de faire de méme, maintenant, avec ’expression D.
Question 28 :

a) Que vaut la somme 2a + 28 + 2y ¢ En déduire que : cosw + cos fcosy =
sin Fsin .

b) Présenter Uexpression D, regardée comme un “trinome du second degré en la
variable X 7, d’abord sous forme réduite et ordonnée, puis sous forme canonique;
en déduire que :

D= (X —Y cosy— Zcos )+ (Ysiny — Zsin §)°.

¢) Quel est le signe de D ? En conclure que cette démonstration de l'inégalité

(E.M.) est bien achevée.

Passons a présent a 'étude des cas d’égalité; pour cela, commencons par résumer
les étapes de la démonstration précédente; il s’agit en fait de trois majorations
successives :

2p+q+7r) <200+ ¢ + ") <2(fyzcosa + \/zx cos B + /Ty cos )
<z+y-+z.

Question 29 :
uwe peut-on dire de toutes ces inégalités “larges”, s’il advient que : 2(p+q+71r) =
Y4 , q p
r4+y+z?
Cherchons donc a quelle condition p+¢+r =p' +¢ +1r'.
Question 30 :

a) Que peut-on dire d’un triangle dont une bissectrice intérieure est aussi hauteur ¢

b) En dédwire que, sip+q+r=p' +q¢ +r', M estle centre du cercle circonscrit
au triangle ABC (ce que nous supposerons désormais, de sorte que v =y = z).
¢) Prouver qu’alors on a ausst : p'+¢'+r' = 2(\/yz cos a+/zz cos B+ /Ty cos ).
(On relira la démonstration de Uinégalité : p' +¢' +r' <2 /yzcosa + /zx cos B+
/Ty cosy.)

Reste donc a chercher quand : 2(\/yz cosa + y/zz cos f + J/Tycosa) =z +y + 2,
toujours en supposant que : @ = y = z; pour cela, relire I’étape correspondante de
la démonstration de I'inégalité, et voir que ’égalité se produit lorsque Pexpression
notée D est nulle.
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Question 31 :
a) Démontrer que s12(,/yz cos a++/zx cos B+ /Ty cosy) = = +y+z, alors f = .

b) En déduire que st cette méme égalité a lieu, le triangle ABC est équilatéral.

¢) En conclure que le seul cas otz +y + 2z = 2(p + q + ) est celur ot ABC est
équilatéral de centre M, résultat qui achéve ce paragraphe.

6.— ETUDE PARTICULIERE DES TRIANGLES RECTANGES 1SO-
CELES

Voici comment on peut reformuler 'inégalité (E.M.) : pour tout triangle ABC| soit
m la valeur minimum du rapport 7\%%, lorsque M parcourt I'intérieur du
triangle : alors m > 2; pour un triangle équilatéral, m = 2, valeur atteinte au
centre du triangle; pour d’autres types de triangles; il se peut tres bien que :
m > 2; nous nous proposons, dans ce paragraphe, de calculer m dans le cas
particulier des triangles rectangles isoceles.

Dans ce qui suit, ABC est un triangle rectangle isocele de sommet A; on choisit,

pour fixer les idées, la demi-diagonale [BC] comme unité de distance; les points
M dont il est question sont toujours intérieurs au triangle.

Question 32 :
| Que sait-on des lignes de niveaw de la fonction M — MP + MQ@Q + MR ?
Par suite, dans un premier temps, nous chercherons le minimum du rapport

% lorsque M décrit un segment [B'C'] paralléle a [BC'], défini, disons,

par MP = z;

A
I Q
R a
M
B c
B “a c
P
Figure 11

Il suffit donc en fait de chercher le minimum de la somme MA + MB + MC,
lorsque M décrit [B'C).
Question 33 :

a) Démontrer que cette somme est minimum lorsque M est le miliew de (B'C")
(indication : considérer séparément MA et MB+MC' ; pour cette derniere, penser
auz symétriques de B et C' par rapport a la droste (B'C")).

b) Etablir que, st M est le miliew du segment [B'C'], %éi%éi%g - 1;j“&%(vll_~*;§zj

expression que nous noterons, dans la suite, f(x).
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‘ ¢) Entre quelles valeurs peut varier x ¢

Tout revient donc, & présent, a chercher le minimum de la fonction

f:[0,1] =R
1— 2+ 2V1 + z?
x+\/§,(1—-x)

T —r

Question 34 :

a) Démontrer que, pour = € [0,1], le signe de f'(z) est aussi celui de Uexpression
(

g(z) définie par :
g(z) = 2(vV2 = 1)+ 22v2 — /1 + 22

b) Etudier le signe de g(z), towjours pour = € [0,1]. (Deuz méthodes nous
paraissent possibles : traiter “élémentairement” la condition g(x) > 0 comme une
inéquation irrationnelle, ou bien étudier les variations de g sur [0,1].)

I N s s MA+MB+MC  /; .
c¢) En déduire le minimum cherché du rapport MPTMQ4ME. (il sera rassurant,

aprés tous ces calculs, de trouver une valeur légérement supérieure @ 2, ce qui est

conforme d l'inégalité (E.M.)).
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