POUR LE DEVELOPPEMENT DES STRUCTURES

ITERATIVES ET RECURSIVES.

KRISTINA HAUSSMANN UND MATTHIAS REISS

Apprendre a programmer signifie pour une part essentielle acquérir une bonne familiarité
avec les structures de conirdle. Pour cela, la répétition joue un rdle particulier ; elle se fait
selon deux modalités structurellement différentes : I'itération et la récursivité, Travailler
de fagon itérative, c'est dérouler un processus de la méme maniére et de nombreuses
fois, successivement. Au contraire, avec une solution récursive, un probléme est ramené
4 un probléme de structure analogue et plus simple. La résolution de ce probléme plus
simple conduit & celle du problme posé. Une hiérarchie de problémes partiels se trouve
ainsi construite. Avec l'itération, les pas particuliers se succédent uniformément I'un 4 la
suite de I'autre ; avec la récursivité, ils sont ordonnés sur des plans différents.

L'itération et la récursivité présentent une analogie du point de vue mathématique, mais
elles sont liées & deux modes de pensée distincts. Pour les décrire, nous prendrons des
exemples d'une part parmi les programmes Logo produits par des éléves entre 12 et 15
ans, et d'autre part parmi les solutions qu'ils proposent au probléme de la TOUR DE
HANOI. Les éléves ont pris part, durant & peine neuf mois, & un groupe libre de travail
dans lequel ils ont appris les bases de la programmation en Logo. Nous avons observé la
fagon dont les éléves faisaient usage du langage de programmation et quelles structures
de contrdle ils mettaient en ceuvre dans leurs solutions. Pour cela nous avons fait, 4 deux
reprises, durant I'apprentissage du Logo, des entretiens individuels avec tous les éléves
du groupe, la premiére fois aprés une dizaine de séances environ, et la seconde fois & la
fin du cours. Des problémes significatifs pour l'activité de programmation y ont été
proposés. Le probléme de la TOUR DE HANOI fut I'un d'entre eux ; c'est un probléme de
nature récursive, dont la résolution est indépendante des connaissances de
programmation. En plus des entretiens individuels, nous disposons des protocoles de
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travail des éleves au cours des différentes séances Logo. Nous avons analysé les
programmes produits par les €léves au cours des séances.

Quand on considere les programmes des éléves pour les problémes qui exigent une
répétition, on peut distinguer différentes méthodes. I y a ainsi des éléves qui s'efforcent
d'appliquer des solutions itératives au sens strict. Pour eux, l'utilisation de la commande
Logo REPEAT est décisive. En particulier, 'homogénéité des pas successifs est prise en
considération. L'essentiel consiste dans l'identification et la définition des variables
appropriées. Aussi, le changement qui est caractéristique d'un processus récursif n'est
pas vu comme une simplification. Chaque processus particl est homogénéisé et rangé par
rapport aux autres. Une approche plus globale de tels problémes peut étre décrite comme
passage d'une solution itérative & une solution notée de fagon récursive. Les éléves qui
suivent ce chemin voient d'abord, dans un probléme donné, la structure itérative. Mais
ils reconnaissent alors que la commande REPEAT n'admet la description d'une solution
que de fagon détaillée. II leur vient ainsi & l'idée que les similitudes structurelles de
morceaux de solutions peuvent étre exprimées par une notation récursive. Il y a aussi des
éléves qui font directement usage de procédures récursives. On repere dans leurs
programmes tous les éléments d'un processus récursif. En particulier, on y trouve des
appels récursifs emboiltés.

Des différences similaires peuvent &tre remarquées dans les solutions pour le probléme
de la TOUR DE HANOI. Pour cela nous avons analysé les solutions trouvées pour ce
probléme dans une double perspective. Nous avons pris comme critéres de réussite
d'une part le nombre de déplacements et d'autre part le type de déplacement. Nous avons
pu ainsi repérer différents groupes d'éléves. Deux d'entre eux présentent un interét
particulier, Celui des éléves qui reconnaissent ici la structure récursive du probléme et qui
parviennent ainsi & une solution optimale. Et celui des éléves dont le point de vue avait
été auparavant caractérisé comme itératif. Ils adoptent une stratégie locale, commandée
pour chaque phase de la solution par le but partiel, et qui conduit & chaque fois & mettre
les plus grands disques au-dessus de la pile A construire. Mais il ne leur vient pas 1'idée
de les placer sur les disques qui restent encore & déplacer.
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ZUR ENTWICKLUNG ITERATIVER
UND REKURSIVER STRUKTUREN

KRISTINA HAUSSMANN UND MATTHIAS REISS

Einleitung

Programmieren lernen bedeutet zu einem wesentlichen Teil, die Fihigkeit fiir einem
sachgerechten Umgang mit Kontrollstrukturen erwerben. Jedes mit dem Computer bear-
beitbare Problem kann ndmlich als Programm geschricben werden mit Hilfe von
Sequenzen einzelner Schritte, durch die Definition bedingter Handlungen, die nur unter
gewissen Voraussetzungen ausgefiihrt werden, und iiber die Zusammenfassung dieser
Grundelemente in Form von Wiederholungen. Diese drei Typen von Kontrollstrukturen,
also die Sequenz, die Bedingung und die Wiederholung, sind notwendig und reichen
auch gleichzeitig aus, um jede Probleml&sung als Computerprogramm darzustellen. Die
Implementationen von Sequenzen und Bedingungen in den verschiedenen Programmier-
sprachen unterscheiden sich mehr oder weniger nur im Grad des Komforts, der fiir den
Programmierer bereigestellt wird. Bei der Wiederholung hingegen gibt es zwei
strukturell verschiedene Arten der Realisierung. Diese beiden Formen sind die Iteration
und die Rekursion.!

Benutzt man die Iteration als Kontrollstruktur fiir eine Wiederholung, so bedeutet das,
daB ein Prozef in gleicher Art und Weise mehrmals hintereinander ausgefiihrt wird. Es
kann dabei explizit vorgegeben sein, wie oft eine Handlung zu wiederholen ist. Man
spricht dann von einer gezihlten Wiederholung. Es kann aber auch angegeben sein, daf}
eine Handlung so oft wiederholt wird, bis eine bestimmte Situation erreicht ist. In beiden
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IDie sprachliche Regelung ist hier nicht einheitlich. Wir wiihlen Wiederholung als Oberbegriff tiber die
beiden Begriffe Iteration und Rekursion, Hiufig werden auch Iteration und Wiederholung gleichgesetzt
und von der Rekursion als Verschachtelung abgesetzt,
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Fillen kinnen sich Variablen im Laufe des Prozesses dndern, denn das ist bei einer Ite-
ration selbstverstindlich mdglich.

Entscheidend fiir die Kennzeichnung eines Prozesses als iterativ ist vielmehr zum einen

die Wiederholung selbst und zum anderen die Tatsache, daB ein einzelner Schritt mit
dem Durchlaufen der Wiederholung abgeschlossen ist und ein endgiiltiges Ergebnis hat.
Es gibt eventuell Zwischenergebnisse, die sofort weiterverarbeitet werden, es gibt aber
keine Zwischenergebnisse, die in irgendeiner Form gespeichert werden miissen, weil zu
einem spiiteren Zeitpunkt auf sie zuriickgegriffen wird.
Die Rekursion als Mittel der Realisierung von Wiederholungen in einem Programm
unterscheidet sich von der Iteration insbesondere in diesem letztgenannten Punkt. Bei
einer rekursiven Betrachtungsweise wird ein Problem nicht direkt geldst, sondern auf
ein einfacheres strukturgleiches Problem zuriickgefiihrt, Die Losung dieses einfacheren
Problems geht in die Lsung des eigentlichen Problems ein. Falls auch das einfachere
Problem nicht direkt 16sbar ist, setzt man den Gedankengang in gleicher Weise fort.
Wiederum wird ein strukturgleiches, noch einfacheres Problem gesucht, auf das die
momentan zu 15sende Aufgabe reduziert werden kann. Es ergibt sich so eine Folge von
Teilproblemen, von denen jedes etwas einfacher ist als sein Vorginger. Es gibt in dieser
Kette ein einfachstes Problem, das eine offensichtliche, direkte Lésung hat, Insbeson-
dere wird auf diese Weise eine Hierarchie von Teilproblemen aufgebaut. Die einzelnen
Schritte stehen nicht gleichberechtigt nebeneinander, sondern sind in verschiedenen
Ebenen angeordnet. Durch Backtracking vom trivialen Fall auf der untersten Ebene bis
zuriick zur htchsten Ebene bekommt man eine Lsung des eigentlichen Problems. Dabei
ist ein einzelner Schritt in der Problemléisung nicht zu dem Zeitpunkt erledigt, in dem er
ausgefiihrt ist. Vielmehr bedeutet die Verwendung der Rekursion das Arbeiten in einer
Hierarchie von Einzelproblemen und die Ubergabe von Werten zwischen den Ebenen
(REISS, 1984).

In den verschiedenen Programmiersprachen sind Wiederholungen sehr unterschiedlich
realisiert, Es gibt Sprachen wie FORTRAN oder iltere Versionen von BASIC, die nur ite-
rative Kontrollstrukturen kennen. Viele neuere Sprachen verfiigen sowohl iiber iterative
als auch iiber rekursive Kontrollstrukturen, Beispiele sind etwa PASCAL und LISP, zwei
Sprachen, die sich ansonsten sehr stark voneinander unterscheiden, Es gibt aber auch
Sprachen wie PROLOG, in denen Wiederholungen immer iiber einen rekursiven Aufruf
realisiert werden miissen. Daraus ergeben sich fiir das Erstellen eines Programmes keine
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prinzipiellen Schwierigkeiten. Vom mathematischen Standpunkt aus betrachtet sind Ite-
ration und Rekursion #quivalent. Eine Problemlung, die iterativ formuliert ist, kann
genauso rekursiv formuliert werden und umgekehrt. Betrachtet man allerdings Iteration
und Rekursion als Problemlésemethoden, dann kann die eine oder andere Art der For-
mulierung fiir ein Problem, zumindest subjektiv vom Problemlosenden aus gesehen, an-
gemessener sein. Beide Problemlosemethoden sind entsprechend mit verschiedenen
Denkmodi verbunden, die wir als iteratives und rekursives Denken bezeichnen
(HAUSSMANN & REISS, 1989).

Wir wollen im folgenden Beispiele aus zwei verschiedenen Problemldsebereichen fiir
diese beiden unterschiedlichen Denkmodi geben. Dabei verwenden wir zum einen von
Schiilern erstellte LOGO-Programme und zum anderen ihre Losungen fiir das Problem
des TURM VON HANOI.

Rekursion und rekursives Denken

Der Begriff der Rekursion und die kognitive Reprisentation rekursiver Prozesse sind
durch die Bedeutung von Programmiersprachen in letzter Zeit zum Gegenstand von
Untersuchungen geworden (SPOHRER, SOLOWAY & POPE, 1985; MOBUS, SCHRODER
& COLONIUS, 1986; VORBERG, GRUNER, HAHN, HEIM, SCHULZE & WAGNER, 1986;
SCHMALHOFER & KUHN, 1986; WALOSZEK, WEBER & WENDER, 1986). Die Rekur-
sion ist ein urspriinglich mathematisches Konzept, das Eingang in die Informatik gefun-
den hat. In beiden Disziplinen spielt sie eine wichtige Rolle. Die Verwendung rekursiver
Kontrollstrukturen oder auch nur ein elementares Verstindnis dieser Strukturen bereitet
allerdings sowohl jugendlichen als auch erwachsenen Programmieranfingern erhebiche
Schwierigkeiten (KURLAND & PEA, 1983; HAUSSMANN, 1985; HAUSSMANN, 1986),
die nicht durch die schematische Vorgabe einzelner Schritte zu 16sen sind. Es ist daher
wichtig, die kognitiven Prozesse zu untersuchen, die stattfinden, bevor die rekursive
Problemldsung erreicht ist.

Es gibt trotz der Bedeutung der Rekursion keine Definition des Begriffs, die allgemein
akzeptiert wire (HAUSSMANN & REISS, 1986). Was unter Rekursion zu verstehen ist,
wird in sehr unterschiedlicher Art und Weise gesehen, wobei sich einzelne Definitionen
vor allem darin unterscheiden, in welchem Kontext sie stehen und wie eng oder weit sie
gefaBt sind (BARFURTH, 1987). In der Mathematik sind etwa rekursive Definitionen von
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besonderem Interesse, in der Informatik steht die Betrachtung und Formulierung rekur-
siver Algorithmen im Vordergrund.

Eine schr allgemeine Auffassung der Rekursion findet man bei HOFSTADTER (1985). Er
bezeichnet damit Verschachtelungen und Varianten der Verschachtelung. Rekursiv in
diesem Sinne sind etwa Geschichten innerhalb von Geschichten, rekursiv sind Filme
innerhalb von Filmen, rekursiv ist auch die russische Puppe Matrioschka, in der sich
kleinere Kopien ihrer selbst finden. Insbesondere ist Rekursion ein Alltagsphinomen,
mit dem man intuitiv Erfahrungen sammelt. Das Wesen der Rekursion liegt darin, dal
man ein Objekt nicht explizit, sondern durch einfachere Versionen seiner selbst bes-
chreibt (HOFSTADTER, 1985, S.165). Als wesentliches Charakteristikum des rekursiven
Prozesses stellt HOFSTADTER das Arbeiten auf verschiedenen Ebenen heraus. Ein
Hauptbegriff ist dabei der Begriff des Stapels. Man hat auf einen Stapel nur Zugriff von
einer Richtung, man kann also oben etwas wegnehmen oder aber etwas hinzufiigen. Soll
ein bestimmtes Element aus dem Stapel genommen werden, so miissen eventuelle
Hindernisse vorher eines nach dem anderen abgeriumt werden. In dhnlicher Weise wer-
den bei einem rekursiven Prozef Stapel von Teilaufgaben aufgebaut, deren Bearbeitung
jeweils zugunsten einer anderen Teilaufgabe verschoben wurde. Es wird auf ver-
schiedenen Ebenen gearbeitet, zwischen denen nicht beliebig gewechselt werden kann,
Von einer bestimmten Ebene kommt man auf direktem Wege nur in die folgende oder die
vorhergehende Ebene. Dieses Verstindnis der Rekursion wird iibrigens auch von
PAPERT (1980) geteilt.

Viele Definitionen der Rekursion lassen deutlich erkennen, daB sie aus der Informatik
kommen. Das trifft auch fiir die Definition von ROBERTS (1986) zu, der rekursive Algo-
rithmen betrachtet und den Begriff damit in den Kontext des Problemldsens stellt. Fiir
ihn ist Rekursion "the process of solving a large problem by reducing it to one or more
subproblems which are (1) identical in structure to the original problem and
(2) somewhat simpler to solve" (ROBERTS, 1986, S. 1). Bei HOFSTADTER sind auch
der unendliche Prozef und vor allem das auch von PAPERT (1980) so betonte Spielen
mit der Unendlichkeit prinzipiell mtglich. Bei ROBERTS hingegen ist das Ziel eine Lo-
sung des Problems und nicht nur seine sukzessive Vereinfachung.

In vielen Fillen wird aber von Rekursion erst dann gesprochen, wenn die folgenden drei
haupitstichlichen Merkmale in einem Prozef erfiillt sind :
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1. Ein Problem wird auf ein strukturgleiches, einfacheres
Problem reduziert.

2. Es entsteht eine Folge solcher einfacheren Probleme,
von denen eines identfiziert werden kann, das unmit
telbar eine Losung hat.

3. Durch stufenweises Zuriickgehen werden die Lésungen
einer Ebene erzeugt und in der jeweils hoheren Ebene
verwendet.

Da die rekursive Losung eines Problems immer nur eine von mehreren mglichen ist,
kann rekursives Denken nicht iiber eine Aufgabe, sondern nur iiber den Lésungsweg
beschrieben werden. Man kann davon ausgehen, dafl eine Person rekursiv denken,
wenn in einer Problemlésung die oben angegebenen drei Schritte zu identifizieren sind,
wenn also ein Problem reduziert wird auf strukturgleiche Unterprobleme, cin einfachster
Fall identifiziert und direkt geldst wird und die Losung der jeweils einfacheren Fille in
die Losung der Fille auf einer htheren Ebene eingeht. Doch spielen diese Schritte nicht
nur in ihrer Gesamtheit, sondern auch einzeln eine Rolle. Sie sind jeweils fiir sich
genommen Indikatoren fiir ein Arbeiten in Richtung auf eine rekursive Losung. Rekur-
sives Denken hat hingegen nichts damit zu tun, ob eine Person ganz bewuflt Losungs-
schritte in einer maschineniihnlichen Art und Weise iiberlegt. Es geht hier insbesondere
auch nicht darum, einzelne Stufen des rekursiven Prozesses explizit zu antizipieren oder
zu verfolgen. Rekursives Denken umfafit vielmehr das Erkennen der grundlegenden
Struktur eines Problems und die adéquate Arbeit mit seinen strukturellen Gegebenheiten,

Programmieren und rekursives Denken

Die Identifizierung und Beschreibung der Stufen und Vorstufen beim Verstindnis der
Rekursion war das Ziel einer Untersuchung mit 25 Schiilern der Klassen 7 und 8 ver-
schiedener Schularten im Alter zwischen 12 und 15 Jahren. Die Schiiler nahmen knapp
neun Monate an einer freiwilligen Arbeitsgemeinschaft teil, in der sie Grundziige des
Programmierens in der rekursiven Programmiersprache LOGO lernten. LOGO ist eine
Sprache, die zu dem Zweck entwickelt wurde, Kindern den Zugang zum Computer zu
ermdglichen. Wir haben uns fiir die Arbeit mit LOGO entschieden, da diese Program-
miersprache durch die Implementation einer Graphik-Komponente, der sogenannten
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Schildkréten-Graphik, erlaubt, recht subtile Programmideen auf einfache und auch fiir
Schiiler verstindliche Art und Weise zu realisieren. Insbesondere gibt es in LOGO die
Maglichkeit, sowohl iterative als auch rekursive Algorithmen zu implementieren. Wir
vermuten, daB durch die Arbeit mit dieser Programmiersprache ein Bindeglied geschaf-
fen werden kann zwischen dem eher intuitiven Rekursionsbegriff, wie er im Alltag ver-
wendet wird, und rekursiven Strukturen, wie sie in der Mathematik vorkommen. Insbe-
sondere gilt aber auch, daB das Lernen einer Programmiersprache eine komplexe kogni-
tive Titigkeit ist. Eine Beobachtung dieses Prozesses scheint Verallgemeinerungen zu-
zulassen (ANDERSON, FARRELL & SAUERS, 1984).

Bei der Einfiihrung in LOGO wurden Probleme aus der Igel-Graphik genauso wie
Anwendungsaufgaben zu den Rechenméglichkeiten und Beispiele fiir den Umgang mit
Listen und Wértern beriicksichtigt. Die Schiiler bekamen von uns kleinere und groBere
Programmieraufgaben vorgegeben, sie wurden aber auch immer wieder ermutigt, sich
stattdessen oder zusiitzlich eigene Probleme zu stellen. Das Hauptgewicht unseres Inte-
resses lag nicht bei bestimmten Aufgaben, sondern vielmehr darauf, wie die Schiiler sie
losten und welche Kontrollstrukturen Verwendung fanden. Withrend des LOGO-Kurses
machten wir zweimal Einzelinterviews mit allen Schiilern der Gruppe. Das erste dieser
Interviews wurde nach etwa zehn Unterrichtsstunden durchgefiihrt. Zu diesem Zeitpunkt
hatten die Schiiler Grundkenntnisse der Syntax von LOGO erworben. Sie waren mit den
wichtigsten Kommandos zur Schildkréten-Graphik vertraut und hatten auch bereits
kleinere Programme geschrieben. Dabei waren vor allem ein sequentieller Pro-
grammablauf und die wiederholte Ausfiihrung bestimmter Programmschritte mit Hilfe
des REPEAT-Kommandos oder iiber einen rekursiven Aufruf verwendet worden. Wir
meinen, daB nach einer solchen kurzen Einfiihrung der Schiiler in eine Programmiers-
prache bei cinem Interview eher ein intuitives Wissen aufgedeckt werden kann, als ein
systematisches Wissen, das im Verlauf des Kurses erworben wurde. Ein zweites Mal
wurden die Schiiler im Anschiuf an den Kurs interviewt. Zu diesem Zeitpunkt war
selbstverstindlich der Wortschatz in der Programmiersprache groBer geworden. Die
Schiiler waren aber auch intensiver mit Techniken vertraut gemacht worden, wie Pro-
gramme geschrieben werden kénnen. Insbesondere hatten sie mit rekursiven Program-
men verschiedenen Schwierigkeitsgrades intensiv gearbeitet.

In den Interviews wurden fiinf Teilaufgaben gestellt. Davon bezogen sich vier auf die
Grundprobleme des Programmierens, nimlich die Planung eines Programms, di¢ Inter-
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pretation eines vorliegenden Programms, das Erstellen eines Programms bei vorgege-
benem Problem und die Fehlersuche in einem Programm (vgl. PEA & KURLAND,
1983). Eine weitere Teilaufgabe war die Losung des Problems TURM VON HANOI, also
einer prinzipiell rekursiven Problemstellung unabhiingig vom Programmierwissen. Uber
diese Einzelinterviews hinaus protokollierten wir auch die Arbeit der Schiiler in den
verschiedenen LOGO-Sitzungen. Teilweise geschah das mit Hilfe von Dribble-Files, bei
denen jede mit Return bestitigte Eingabezeile in einem externen Speicher festgehalten
wird, teilweise analysierten wir aber auch nur die von den Schiilern wihrend der Sitzun-
gen erstellten Programme.

Programmbeispiele aus einer LOGO-Arbeitsgemeinschaft

Im Zusammenhang mit dem Programmieren wird héufig eine einfache Definition des
Rekursionsbegriffs benutzt. Man spricht von einem rekursiven Algorithmus, wenn sich
der Algorithmus wihrend seines Ablaufs selbst aufruft (BAUER & GOOS, 19823;
DORFLER, 1984), Es gibt verschiedene Formen, die sich in der Komplexitit unter-
schieden, wobei die Grundstufe die von BAUER & GOOS repetitive Rekursion genannte
Form ist. Dabei gibt es einen rekursiven Aufruf in der letzten Programmzeile, doch
werden keine Werte iibergeben, so dal mit dem Erreichen einer neuen Stufe die vorher-
gehende Stufe im Grunde abgeschlossen. Es handelt sich um eine Rekursion, die einer
Iteration sehr #hnlich ist, sich aber in der Notation davon unterscheidet. Durch den re-
kursiven Aufruf in der letzten Programmzeile wird mit jedem neuen Schritt jedesmal die
Aktionsebene gewechselt. Doch gehen keine Werte in einem Riicklauf in die Gesamtlo-
sung ein, Man kann sich vorstellen, daB das Programm beim Erreichen der untersten
Ebene abbricht. Tats#chlich ist diese Art der Rekursion in vielen Sprachen, unter ande-
rem auch in einigen LOGO-Dialekten, maschinenintern als Iteration realisiert.

Nach dem Prinzip der repetetiven Rekursion wird etwa die Bestimmung des groBten
gemeinsamen Teilers zweier Zahlen mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus ausgefiihrt
(vgl. HAUSSMANN, 1987, S. 143). Es ist ggT(a,b) = ggT(b,amodb) fiir b >0 und
ggT(a,b) = a fiir b = 0. Der grifte gemeinsame Teiler wird bei dieser Bestimmungs-
methode sukzessive vereinfacht bis zu einem trivialen Fall. Dann allerdings ist die L§-
sung direkt ablesbar, Komplexer sind hingegen Formen, bei denen im Riicklauf von der
untersten Ebene auf die urspriingliche Ebene Werte libergeben werden. Ein Beispiel ist
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die Berechnung von n! fiir eine natiirliche Zahl n (vgl. HAUSSMANN, 1987, S. 146). Es
gilt n! = n*(n-1)! fiirn > 1 und 1! = 1, Eine direkte Berrechnung ist hier nicht moglich,
sondern nach dem Erreichen des trivialen Falls n = 1 muff man zum Ausgangspunkt
zuriickgehen. Wihrend bei der Bestimmung des gréfiten gemeinsamen Teilers das
Problem auf ein strukturgleiches reduziert wird und ein einfachster Fall angegeben
werden kann, geht bei der Berechnung von n! das Ergebnis jeder Stufe in die
Gesamtlésung ein. Zu beiden Aufgaben kann man LOGO-Programme schreiben, die ei-
nen rekursiven Aufruf in der letzten Zeile haben. Doch verbergen sich dahinter unter-
schiedliche Schwierigkeiten bei der Programmerstellung (vgl. auch DUPUIS, EGRET &
GUIN, 1985).

Die folgenden Aufgaben, die im LOGO-Kurs den Schiilern zur Bearbeitung vorgegeben
wurden, haben in rekursiver Notation ganz entsprechende Lisungen. Die erste Aufgabe
entspricht der Berechnung des groften gemeinsamen Teilers. Eine mégliche LOGO-Pro-
zedur konnte einen Selbstaufruf in der letzten Zeile enthalten und auf der untersten Aus-
fiihrungsebene abbrechen, Bei der zweiten und dritten Aufgabe hingegen sind Lsungen
denkbar, die strukturell der Bestimmung von n! gleichen und somit alle Merkmale eines
rekursiven Prozesses aufweisen. Doch sind bei der Losung aller Aufgaben auch
Prozeduren méglich, die den in LOGO implementierten REPEAT-Befehl verwenden.

Aufgabe 1

Es soll eine Prozedur TRICHTER1 geschricben werden, die ein Wort als
Eingabe hat. Der Aufruf von TRICHTER1 "ANTON soll den folgenden
Ausdruck auf dem Bildschirm erzeugen:

ANTON
ANTO
ANT

AN
A

Aufgabe 2

Gesucht ist eine Prozedur TRICHTER?2, die den Trichter aus Aufgabe 1 von
unten nach oben auf den Bildschirm bringt.

TRICHTER2 "OSKAR
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R

AR
KAR
SKAR
OSKAR

Aufgabe 3

Schreibe eine Prozedur, die ein Eingabewort umkehrt, die also
aus dem REGAL ein LAGER macht und aus dem ESEL eine
LESE.

Bei der Umsetzung dieser Probleme in Programme sind Entscheidungen iiber die Pro-
grammstruktur und iiber den Umgang mit Variablen zu treffen, Dabei sind hinsichtlich
der Struktur sowohl rein sequentielle Programme als auch Programme mit iterativen oder
rekursiven Kontrollstrukturen denkbar. Sicher wird schon von einem Programmier-
novizen erkannt, daB die einzelnen Ausgabezeilen {iber prinzipiell dhnliche Pro-
grammzeilen realisiert werden kénnen, Doch wiihrend sich dieser Sachverhalt bei einem
rein sequentiellen Programm nur implizit in der Ahnlichkeit aufeinanderfolgender Zeilen
ausdriickt, werden bei der Verwendung von Iteration oder Rekursion die Moglichkeiten
einer Sprache explizit benutzt. Teile einer Problemlésung miissen dazu als strukturgleich
identifiziert werden. Eine zweite Entscheidung vor dem Erstellen des Programms
beinhaltet den Umgang mit Variablen. Es ist entscheidend, welche Variablen eingefiihrt
werden und wie diese Variablen im Verlauf des Programms getindert werden. Welche
Lisungen Schiiler fiir die Probleme finden, illustrieren die folgenden Beipiele. Man sieht
insbesondere, daB sehr verschiedene Methoden beim Umgang mit Problemen, die rekur-
siv gelsst werden konnten, Verwendung finden. Die Fallbeispiele lassen erkennen, daf
es Teilaspekte und Vorstufen rekursiven Denkens gibt, die im Hinblick auf ein Versténd-
nis rekursiver Strukturen produktiv genutzt werden kénnen.

Klaudia (13)

KLAUDIA ist eine Schiilerin der Klasse 8 eines Gymnasiums. Sie geht bei der Losung
der ersten Aufgabe von der Uberlegung aus, daB sich bei der Anwendung einer Proze-
dur TRICHTER1 zwei aufeinanderfolgende Wérter im letzten Buchstaben unterschei-
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den. Dieser Buchstabe wird im jeweils folgenden Wort nicht mehr ausgedruckt. Der
Druckbefehl in LOGO ist PRINT, mit BUTLAST hat man Zugriff auf ein Wort ohne seinen
letzten Buchstaben,

So findet sie sehr schnell die folgende Losung:

TO TRICHTER1 :WORT

PRINT :WORT

PRINT BUTLAST :WORT

PRINT BUTLAST BUTLAST :WORT

PRINT BUTLAST BUTLAST BUTLAST :WORT
END

Diese Lsung ist sequentiell, doch enthilt sie auch ohne die explizite Verwendung einer
REPEAT-Anweisung ganz offensichtlich ein iteratives Element, Die Schiilerin hat er-
kannt, wie sich die einzelnen Komponenten voneinander unterscheiden und hat dies in
recht dhnlichen Zeilen beriicksichtigt. Natiirlich ist diese Prozedur wenig flexibel. Sie
liefert nur dann eine richtige Lésung, wenn das Eingabewort aus genau vier Buchstaben
besteht. Die Eingabe des Beispiclwortes ANTON fiihrt also nicht zu der gewiinschten
Ausgabe. Doch diese ausfiihrliche Schreibweise enthilt alle wesentlichen Elemente der
Losung und leitet hin zur Idee einer rekursiven Notation. KLAUDIA kommt nach einigen
Uberlegungen zu folgender Prozedur:

TO TRICHTER1 :WORT

IF :WORT =" [STOP]

PRINT :WORT

TRICHTER1 BUTLAST :WORT
END

Bei dieser Lésung wird das Problem auf ein strukturgleiches mit vereinfachter Eingabe
zuriickgefiihrt. Aufierdem ist ein trivialer Fall angegeben, der offensichtlich l6sbar ist.
Bei Eingabe eines Wortes ohne Buchstaben wird der STOP-Befehl ausgefiihrt. STOP
bedeutet in LOGO nicht den Abbruch einer Prozedur, sondern die Riickgabe der Kon-
trolle an die aufrufende Prozedur. Der Befehl zum Abbruch wire THROW "TOPLEVEL,
das ist die sofortige Riickgabe der Kontrolle an die oberste Ebene. Da in diesem speziel-
len Fall allerdings in der aufrufenden Prozedur keine Befehle mehr zu bearbeiten sind,
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ist das Ergebnis auf dem Bildschirm in beiden Fillen gleich. Riickfragen bei KLAUDIA
ergeben, daf ihre Interpretation von STOP die des Prozedurabbruchs ist.

Stefan (14)

Auch STEFAN besucht die 8. Klasse eines Gymnasiums, Er gehort zu den Schiilern, die
vor dem LOGO-Kurs bereits Programmiererfahrungen in BASIC hatten, Dementspre-
chend geht er recht souveriin an die Aufgaben heran. Die erste Aufgabe ist ihm offen-
sichtlich zu einfach. Er bearbeitetet sie nicht und kommt fiir die zweite Aufgabe sofort zu
einer allgemein anwendbaren Losung.

TO TRICHTER2 :WORT
MAKE "R COUNT :WORT MAKE "A "
REPEAT R [MAKE "A WORD LAST :WORT :A
MAKE "WORT BUTLAST :WORT PRINT :A]
END

Im Gegensatz zum ersten Versuch von KLAUDIA ist diese Prozedur allgemeingiiltig, sie
ist also fiir Worter beliebiger Linge zu verwenden. Der Aufbau scheint auf den ersten
Blick iiberraschend und etwas uniibersichtlich. Zuniichst wird Hilfe des LOGO-Grund-
wortes COUNT gezihlt, wie viele Buchstaben die Eingabe enthiilt, Im AnschluB daran
wird mit MAKE eine Hilfsvariable A definiert, Sie nimmt jeweils die Buchstabenfolge
auf, die in einer bestimmten Zeile gedruckt werden soll, und wird durch die LOGO-Be-
fehle WORD, LAST und BUTLAST manipuliert. WORD faBt dabei zwei Eingaben zu ei-
nem Wort zusammen, LAST erlaubt den Zugriff auf das letzte Zeichen eines Wortes.
Entscheidend ist hier die Anweisung REPEAT. Die notwendigen Anderungen der Va-
riablen werden so oft ausgefiihrt wie durch die Linge des Eingabewortes bestimmt ist.

Auch diese Losung 148t erkennen, daB die prinzipielle Gleichartigkeit der aufeinander-
folgenden Schritte beriicksichtigt wird. Doch sind andere Charakteristika eines rekursi-
ven Prozesses nicht zu erkennen. Das Hauptgewicht liegt auf der Anderung der Eingabe-
variablen, Diese Anderung wird aber ganz offensichtlich nicht als Vereinfachung ange-
sehen. STEFAN verwendet rekursive Aufrufe auch bei anderen Aufgaben selten. Wenn
es moglich ist, mit einer gezhlien Wiederholung zu arbeiten, zieht er diese Methode vor.
Dies zeigt sich auch bei seiner Losung der Aufgabe, eine Buchstabenfolge umzukehren,
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Sie unterscheidet sich strukturell nicht von der Lsung der TRICHTER-Aufgabe und
kann auch als iterativ angesehen werden.

TO UMKEHR :WORT
MAKE "R COUNT :WORT MAKE "A "
REPEAT ‘R [MAKE "A WORD :A LAST :WORT
MAKE "WORT BUTLAST :WORT]
PRINT :A
END

Sebastian (14)

Es gibt Schiiler, dic mit rekursiven Prozeduren sehr souverin umgehen. Die folgenden
Programme von SEBASTIAN sind ein Beleg, Er ist fast 14 Jahre alt und ebenfalls in der
8. Klasse. SEBASTIAN i#ndert das gegebene Problem leicht ab, so daB beachtet werden
muB, daB sich seine Prozedur TRICHTER zwar in der Wirkung, doch nicht in der
prinzipiellen Struktur von der in Aufgabe 1 verlangten Prozedur TRICHTER1 unter-
scheidet.

TO TRICHTER :WORT
PRINT :WORT
IF :WORT =" [THROW "TOPLEVEL]
TRICHTER BUTFIRST :WORT
END

TO TRICHTER2 :WORT
IF :WORT =" [STOP]
TRICHTER2 BUTLAST :WORT
PRINT :WORT

END

Die Verwendung von THROW "TOPLEVEL in der ersten Prozedur und STOP in der
zweiten Prozedur verdeutlicht, daB diesen Losungen ein elaboriertes Verstindnis rekur-
siver Prozesse und der Programmiersprache LOGO zugrunde liegt. Dariiber hinaus ist
das zweite Problem mit Hilfe eines eingebetteten rekursiven Aufrufs geldst, so daB alle
Komponenten eines rekursiven Prozesses zu identifizieren sind. Die Prozedur wird
durch den Selbstaufruf auf eine strukturell gleiche Prozedur zuriickgefiihrt, mit jedem
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neuen Aufruf, also jeder neuen Ebene, wird die Eingabe weniger komplex und es ist ein
einfachster Fall identifiziert, da fiir das leere Wort die Anweisung STOP gegeben ist, In
einem Riicklauf durch alle Ebenen druckt das System den jeweils aktuellen Parameter
aus. Interessant ist auch SEBASTIANs Behandlung der dritten Aufgabe, da hier die Mani-
pulation der Variablen und der rekursive Aufruf getrennt werden.

TO UMKEHR :WORT
IF :WORT =" [PRINT [] THROW "TOPLEVEL]
MAKE "A LAST :WORT
TYPE :A
UMKEHR BUTLAST :WORT
END

Im Prozeduraufruf selbst wird die Eingabevariable geindert, der Ausdruck wird hinge-
gen iiber eine mit Hilfe von MAKE definierte Hilfsvariable gesteuert.

Diese Beispiele der Problemldsungen von Schiilern spiegeln die unterschiedlichen Arten
des Umgangs mit den gegebenen Problemen wider. Im Beispiel von KLAUDIA, die zu
einer rekursiven Notation kommt, kann man eine Entwicklung von einer iterativen zu
einer rekursiven Betrachtungsweise feststellen. Fiir sie ist von Anfang an nicht ein bes-
timmiter Teil des Prozesses herausgehoben, sondern sie versucht die strukturelle Ahnli-
chkeit der Teile fiir die Lsung zu nutzen. Dieses Verhalten war bei vielen Schiilern zu
beobachten. Es fiihrte allerdings nicht immer ohne weitere Anleitungen zur Formulie-
rung rekursiver Prozeduren. Die Methode von STEFAN deutet auf eine eindeutig iterative
Sichtweise des Problems hin, Das Augenmerk des Problemlgsers wird hier auf die
Identifizierung und Belegung geeigneter Variablen gerichtet. Jeder TeilprozeB ist gleich-
berechtigt und gleichrangig mit den anderen. Sebastian hingegen kann genauso eindeutig
einer rekursiven Betrachtungsweise zugeordnet werden. Seine Vorgehensweise 148t
erkennen, daB die strukturelle Ahnlichkeit der Teilprozesse vorrangig in die Lsung
eingeht und das Problem mit Hilfe des rekursiven Aufrufs sukzessive vereinfacht wird.
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Der TURM VON HANOI als rekursives Problem

Betrachtet man die Losungen von Programmieraufgaben, so entsteht leicht der Eindruck,
daB nicht immer durch ein Programm auch der Denkstil des Programmieres wie-
dergegeben wird. Oftmals ist es so, daB ein Programmieranfinger zwar elaborierte Ideen
entwickelt, sie aber nicht in einer Programmiersprache formulieren kann. Wird also zu
einem Problem kein Programm oder nur ein unzureichendes Programm erstellt, so heiit
das noch nicht, daB der Problemldsende keine Struktur einer Losung erkennt.
Insbesondere werden rekursive Strategien von uns als ein Netz ineinander verschachtel-
ter mentaler Operationen begriffen, die sich in der Regel nicht direkt in beobachtbaren
Handlungen niederschlagen. Wir haben deshalb als eine weitere Aufgabe fiir die Schiiler
den TURM VON HANOI hinzugenommen, Der TURM VON HANOI ist deswegen eine
besonders interessante Problemstellung, weil die optimale Losung eine rekursive
Struktur hat und dabei einzelne Schritte des Denkprozesses handlungsorientiert beob-
achtet werden kdnnen. Die Aufgabe ist in der kognitiven Psychologie oft beschrieben
worden (ANZAI & SIMON, 1979; ANDERSON, 1983). Sie kann als rekursives Transfor-
mationsproblem gekennzeichnet werden, was allerdings nicht heifit, daB jeder einzelne
Zug in diesem Problem einem Schritt im rekursiven Denkproze entsprechen muB. Es
handelt sich um eine Aufgabe, die ohne groBe technische Hilfsmittel realisiert werden
kann, Man braucht eine Anzahl von Scheiben unterschiedlicher GréBe und drei Felder,
die mindestens den Durchmesser der gréften Scheibe haben. Hiufig sind auf den Fel-
dern Stiibe angebracht, und in den Scheiben befindet sich jeweils ein Loch, damit jeder
Schritt eindeutig vollzogen ist, wenn die Scheibe auf einen Stab gesteckt wurde.

Die Aufgabe der Versuchsperson ist es, alle Scheiben von A nach C zu bewegen und
dort denselben Turm aufzubauen. MaBgeblich sind dabei die folgenden Regeln: es darf
jeweils lediglich eine Scheibe pro Zug bewegt werden; befinden sich mehrere Scheiben
auf einem Feld, so darf nur die oberste bewegt werden; eine Scheibe darf nie auf eine
kleinere gelegt werden; Feld B kann als Hilfsfeld dienen.

Alle Zugmdglichkeiten kénnen in einem Diagramm als Suchraum dargestellt werden
(vgl. Abb. 1 nach KLIX, 1971). Dabei wird ein freier Zug und der darauf folgende obli-
gatorische Zug zu einem einzigen Knoten im Suchraum zusammengefaft. Man kommt
so zu einem verschachtelten Dreieck, das die rekursive Struktur des Problems zeigt. Der
Knoten an der Spitze des Dreiecks steht fiir die Ausgangsstellung (alle drei Scheiben
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liegen noch auf dem linken Feld), der Knoten in der rechten unteren Ecke fiir die Ziel-
stellung (alle drei Scheiben befinden sich nun auf dem rechten Feld). Der Knoten in der
linken unteren Ecke steht fiir eine Losung, bei der alle Scheiben auf das mittlere Feld
gelegt wurden. Dazwischen befinden sich alle miglichen Scheibenpositionen, die unter
korrekter Anwendung der Regeln herauskommen kénnen. Bei n Scheiben sind 3" Posi-
tionen moglich, im Fall n=3 sind das 27 verschiedene Spielstellungen, Die folgende Ab-
bildung (Abb. 1) beschreibt den Suchraum fiir das Drei-Scheiben-Problem. Dabei
bedeutet "3 2 1", daB die groBte Scheibe 3 auf Feld A liegt, die mittlere Scheibe 2 auf
Feld B und die kleine Scheibe 1 auf Feld C. Ein Strich weist darauf hin, daB sich keine
Scheibe auf dem betreffenden Feld befindet.

123 - -
23 1 - 23 -
312 321
3-12 13 - 2 312 -
- 312 13 2 12 3
213 2 - 13 1-23
2 3 -
- 128 - 12 - 3 _12

Abbildung 1: Suchraum fiir den TURM VON HANOI mit drei Scheiben

In diesem Diagramm 1Bt sich jeder Zug und jede Zugfolge lokalisieren und somit kann
man jede Losung des Problems als einen bestimmten Weg in diesem Diagramm bes-
chreiben. Betrachtet man den optimalen Lsungsweg, also die rechte Kante des grofien
Dreiecks, so sieht man, daB der wichtigste Zug der ist, bei dem die grofite Scheibe von
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der Ausgangsposition auf die Zielposition gelegt und damit das Drei-Scheiben-Problem
auf zwei Zwei-Scheiben-Probleme reduziert wird. Man befindet sich an diesem Punkt
genau auf der Hilfte der rechten Kante des Dreiecks. Dieser Punkt stellt gleichzeitig die
rechte untere Ecke eines kleineren Dreiecks und die obere Ecke eines weileren ebenso
grofien Dreiecks dar. Bedient man sich der Metapher des Turmbauens, so kann man sa-
gen, daB zweimal ein Zweier-Turm bewegt werden muB, damit man einen Dreier-Turm
bauen kann, und daB zusitzlich die gréBte Scheibe zu bewegen ist. Horizontale oder
diagonale Verbindungen zwischen den Positionen sind gleichrangig, wichtig ist nur, ob
ein Zug den Abstand zur Zielposition verkleinert (vgl. die Definition der Problemld-
segiite bei FUNKE, 1588).

Unser Interesse gilt jedoch nicht nur der optimalen Lésung. Jeder Knoten im Suchraum
ist eine giiltige Position, und jeder Weg von der oberen Ecke zur rechten unteren Ecke
stellt eine Losung des Problems dar. Beriicksichtigt man allerdings bei der Losung die
rekursive Struktur der Aufgabe, so wird man sicher nicht jede Position gleich bewerten,
also nicht im gesamteﬁ Bereich des Diagramms suchen. Zun#chst wird man dann nur
Ziige wiihlen, die die Position der unten liegenden gréBten Scheibe unveréndert lassen.
Dies wird man so lange fortsetzen, bis sie sich als einzige verbleibende Scheibe auf
diesem Feld befindet und das Zielfeld frei ist. Das Teilziel, sie auf das Zielstab zu
bewegen, ist somit nur erreichbar, wenn der um eine Scheibe verkleinerte Turm auf dem
Hilfsfeld aufgebaut wurde. Bis zu diesem Punkt wird man sich also nur fiir Ziige
interessieren, die sich im oberen Teil des Dreiecks bewegen. Umgekehrt ist es nicht
sinnvoll, Ziige in diesem Teildreieck auszufiihren, wenn die grofite Scheibe bereits auf
ihrer Zielposition liegt. Diese Uberlegung li8t sich fiir das weitere Vorgehen verallge-
meinern. Betrachtet man den neuen Zielturm, so kann man auf das Hilfsfeld nur dann
gelangen, wenn seine groBte Scheibe, das ist die mittlere im Gesamtproblem, voriiber-
gehend auf das andere Feld gelegt und dann die untenliegende Scheibe bewegt wird.
Diese weitere Binschrinkung des Suchraums bedeutet, daB nur solche Ziige sinnvoll
sind, die im kleineren oberen Teildreieck des Dreiecks zu lokalisieren sind, Man kommt
auf diese Weise zum optimalen Pfad entlang einer der beiden dufieren Kanten des Dia-
gramms. Diese Wege repriisentieren eine Strategie, bei der der Suchraum erfolgreich
immer weiter reduziert wird. Eine solche Lsung soll im folgenden als rekursive Losung
des Problems bezeichnet werden.
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Ein entsprechender Suchraum 1Bt sich fiir jede Anzahl n von Scheiben aufstellen. Dabei
kann man die einzelnen Diagramme fiir den Suchraum bei n und bei n-1 Scheiben
ineinander iiberfiihren. So liBt sich der Suchraum fiir das Vier-Scheiben-Problem aus
drei Diagrammen fiir das Drei-Scheiben-Problem zusammensetzen. Im oberen Dreieck
findet man alle Ziige, die moglich sind, bis die unterste Scheibe auf ein anderes Feld
bewegt wird. Die beiden unteren Dreiecke stehen jeweils fiir die Bewegung des kleine-
ren Drei-Scheiben-Turms vom Hilfsfeld zum Zielfeld B oder C.

Uber die Lokalisierung der Ziige im Suchraum konnten die Losungen aller Schiiler zu
dieser Aufgabe vollstindig beschrieben werden, Wir wollen hier exemplarisch die L§-
sungen zweier Schiiler analysieren. Thre Ziige deuten auf typische Strategien hin, die
Programmieranfianger bei der Aufgabe des TURM VON HANOI verwendeten, Dabei stand
es deri Schiilern frei, Feld B oder Feld C als Zielposition zu betrachten. Wichtig war le-
diglich, daB der Turm auf einem anderen als dem Ausgangsfeld aufgebaut wurde.

Tom (13)

TOM besucht die 8. Klasse einer Hauptschule. Sein Engagement fiir den Computer und
das Programmieren ist deutlich ausgepriigt. TOM hat selbst einen Rechner zu Hause und
konnte bereits vor Beginn des LOGO-Kurses einfache Probleme in BASIC programmie-
ren, Er kannte einige Kontrollstrukturen so zum Beispiel die gezihlte Wiederholung. Am
eigenen Computer hatte er die Moglichkeit, sich mit den im Unterricht gestellten Aufga-
ben zu beschiiftigen. Seine Kenntnisse der LOGO-Grundwdrter und ihrer Verwendung
waren deutlich besser als die der anderen Schiiler.
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TOM kooperierte zwar mit anderen Schiilern, war jedoch immer bestrebt zu dominieren,
indem er den Platz an der Tastatur einnahm,

Abbildung 2: Iterative Lésung des Vier-Scheiben-Problems

Abb. 2 zeigt TOMs Lsungsweg fiir den TURM VON HANOI mit vier Scheiben. Der Su-
chraum wird im oberen Teil dieses Diagramms nahezu vollstindig abgedeckt. TOM be-
wegt zunichst recht willkiirlich die Scheiben hin und her, bis er die groBte Scheibe auf
das mittlere Feld legen kann, Analysiert man die weiteren Bewegungen, so wird deut-
lich, daB TOM sich nun mit seinen Ziigen in einem kleineren Teildreieck bewegt. Dieses
Teildreieck ist eine Untermenge der Ziige, bei der lediglich die kleinste und die zweitk-
leinste Scheibe bewegt werden, Die zweitgroBte bleibt unveréndert in ihrer Position auf
dem Hilfsfeld.
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Nachdem diese auf das Ausgangsfeld der Problemstellung gelegt worden ist, findet TOM
sofort den optimalen Weg zur Zielposition.

AL

/:" ,.-v/' ,ff'f xxfﬁ}/f fﬂ\(‘ S}a"f/ 4.

Wl v{f (»
CS‘Q A

Abbildung 3: Tterative Lisung des Fiinf-Scheiben-Problems

Die Analyse des Suchraums zeigt, daB TOM iiber eine lokale Strategie verfiigt. Er ver-
folgt in jeder Phase der Probleml&sung das Teilziel, die gréfite Scheibe auf den zu er-
richtenden Stapel zu bringen. Er iibertriigt diesen Gedanken jedoch nicht auf die dann
verbleibenden Scheiben. So ist bei den Ziigen, in denen mit diesen Scheiben operiert
wird, keine einheitliche Strategie zu erkennen. Die Ziige lassen sich innerhalb gewisser
Grenzen durch die Methode von Versuch und Irrtum beschreiben. Offensichtlich zu er-
kennen ist dies im oberen Dreieck, in dem TOM die Scheiben relativ ziellos von einem
Feld auf das andere legt. Er konzentriert sich nicht mehr auf sein globales Ziel, den
ganzen Turm von einem Feld auf ein anderes zu bewegen. Nachdem er dann die grofite
Scheibe verschoben hat, setzt er sich ein neues Teilziel. Dieses Teilziel verfolgend macht
er nur Ziige, die sich im kleineren Dreieck unterhalb des groBen oberen Dreiecks
bewegen, also Ziige, die seine neue grofite Scheibe unverindert lassen. Es wire jedoch
falsch, TOMs Ziige lediglich als vom Zufall geleitet zu beschreiben. Vermutlich hat er
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einzelne Positionen als Schliisselreize im Langzeitgediichtnis gespeichert, die Initialposi-
tionen fiir eine ganze Folge von Ziigen darstellen (vgl. REISS & HAUSSMANN, 1988).
Diese Chunks sind automatisierte mentale Operationen, die den ProzeB der Pro-
blemlésung wesentlich schneller ablaufen lassen, aber auch unflexibler gestalten. Die
Automatisierung des Denkprozesses 4Bt sich mit der begrenzten Kapazitiit des Kurzzeit-
gedichtnisses erkldren. Durch Chunking wird eine ganze Reihe von Einheiten zu einer
Einheit zusammengefaBt und so eine {iberschaubare Anzahl von tibergeordneten Ein-
heiten gebildet.

Auch beim zweiten Interview 1ift sich diese Strategie bei TOM beobachten. Zwar 18st ex
dieses Mal die Vier-Scheiben-Aufgabe eleganter, verwendet aber bei der wesentlich
schwierigeren Fiinf-Scheiben-Aufgabe eine vergleichbare Strategie (vgl. Abb. 3). Man
kann erkennen, wie TOM in jedem Teildreieck fast den gesamten Suchraum abdeckt. Er
verlegt seine gesamten Anstrengungen auf das Teilziel, die unterste Scheibe freizulegen.
Die strukturellen Gegebenheiten des Problems im Hinblick auf eine rekursive Lésung
bleiben dabei auBerhalb seines Blickfeldes.

Jan (14 )
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Abbildung 4; Rekursive Losung des Vier-Scheiben-Problems

JAN besucht zum Zeitpunkt der Untersuchung die 7. Klasse einer Hauptschule. Er hat
ein ausgeprigtes Interesse fiir Computer, aber auferhalb des Unterrichts keine Mogli-
chkeit, einen Rechner zu benutzen. Dennoch zeigt JAN ein auflerordentliches Geschick
beim Programmieren. Er iiberblickt recht schnell, wie sich ein Problem in ein entspre-
chendes LOGO-Programm umsetzen liBt. Auch er beschiftigt sich, genauso wie
STERAN, nicht nur mit den gestellten Aufgaben, sondern #ndert und erweitert nach der
Lésung einer Aufgabe die Problemstellung, fragt auch gegebenenfalls nach weiteren
LOGO-Grundwdrtern, die fiir das Erreichen seiner Ziele erforderlich sind. Auf diese
Weise schreibt er im allgemeinen anspruchsvolle Programme, die weit iiber dem durch-
schnittlichen Niveau der iibrigen Schiiler lagen. JAN zieht oft die individuelle Arbeit am
Computer der Kooperation mit anderen vor, er hilft ihnen aber bei der Losung ihrer
Aufgaben oder erklirt einzelne Schritte, die zur Problemldsung erforderlich sind.

Abb. 4 zeigt JANs Lisung der Vier-Scheiben-Aufgabe im ersten Interview. Sie verlduft
genau auf dem optimalen Pfad. Er findet dicse Losung auch recht schnell. Die einzelnen
Scheiben werden rasch bewegt, und er arbeitet zumindest mit einer intuitiven Strategie.
Eine kleine Pause ist lediglich zu beobachten, nachdem er die gréfite Scheibe auf die
Zielposition gebracht hat. Es ist anzunchmen, daf er in dieser Situation das Problem neu
strukturiert, das heiBt, er paBt die Strategie den aktuellen Erfordernissen an und iiber-
priift sie auf ihre Angemessenheit (vgl. COHORS-FRESENBORG, 19835).
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Abbildung 5 : Rekursive Losung des Fiinf-Scheiben-Problems

Wie TOM 1&st auch JAN im zweiten Interview sowohl das Vier-Scheiben-Problem als
auch das Fiinf-Scheiben-Problem. Zwar findet er beim Vier-Scheiben-Problem erneut
die optimale Lsung, kommt aber beim Turm aus fiinf Scheiben zu einer Losung mit
kleinen Umwegen (Abb. 5). Dennoch ist die Abweichung von der optimalen L&sung
nicht bedeutsam. Die Hypothese, daB JAN intuitiv rekursiv vorgeht, 1iBt sich beibehal-
ten,

Diskussion der Ergebnisse

Ist ein rekursives Problem auch als solches kognitiv reprisentiert, so folgt daraus noch
nicht, da auch die Handlungsschritte zur Lsung des Problems bekannt sind. Die Pla-
nung dieser Schritte setzt voraus, daB Hierarchien von Teilzielen entwickelt werden, die
wie Module bearbeitbar sind. Man kann dies vielleicht am besten als eine Interaktion von
Kurz- und Langzeitgedichinis sehen, Die Hierarchie der Teilziele wird im Langzeit-
gediichtnis gespeichert. Aus dem Kurzzeitgedichtnis werden einzelne Teilziele abgerufen
und dort in Handlungsschritte iiberfiihrt (HAUSSMANN & REISS, 1988).

Die Untersuchungen zum TURM VON HANOI wurden an einem iiberschaubaren, leicht
formalisierbaren Problem durchgefiihrt. Sie geben jedoch Aufschlufl iiber rekursive
Denkprozesse, wie sie auch beim Programmieren vorkommen. SIMON (1975) unter-
schied im Rahmen seiner Arbeit am General Problem Solver vier Strategien beim TURM
VON HANOI:

» die vom Ziel her rekursive Strategie

+ die differenzierte wahrnehmungsgeleitete Strategie
» die einfache wahrnehmungsgeleitete Strategie

* die Strategie der gelernten Zugmuster

Eine rekursive Strategie im strengen Sinne ist nur die erste, da sie ohne Umwege zu ei-

ner Losung fiihrt, Wenn man etwa eine Pyramide (k) mit k Scheiben hat, 1dBt sich die
Strategie folgendermafen als einfaches Produktionssystem darstellen:
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Um Pyramide (k) von A nach C zu bewegen
bewege Pyramide (k-1) von A nach B,
bewege Scheibe (k) von A nach C,
bewege Pyramide (k-1) von B nach C.

Sowohl bei der einfachen als auch bei der differenzierten von der Wahrnehmung geleite-
ten Strategie ist das oberste Ziel das Umlegen der jeweils gréBten Scheibe, die noch auf
dem Ursprungsfeld liegt. Damit sic bewegt werden kann, ist es zum einen erforderlich,
alle Scheiben zu entfernen, die sich iiber ihr befinden. Zum andern muf aber auch das
Zielfeld von Scheiben befreit werden, die kleiner sind als diese Scheibe. Sollten nur die-
se beiden Regeln in der genannten Reihenfolge zur Anwendung kommen, so sind un-
endliche Schleifen méglich. Die optimale Problemlsung wird in diesem Fall unwahr-
scheinlich, die Riickkehr zu bereits durchlaufenen Positionen ist mglich. SIMON be-
zeichnet diese Strategie als eine einfache von der Wahmehmung geleitete.

Die differenzierte wahrmehmungsgeleitete Strategie ist im wesentlichen gleichzusetzen
mit der eben geschilderten. Der einzige bedeutende Unterschied besteht darin, daB der
Problemldser sein Augenmerk darauf richtet, ob zum einen iiber der zu bewegenden
Scheibe ein Hindernis liegt und zum anderen ob auf dem Zielfeld ein Hindernis liegt. Die
eben dargestellte Strategie wird im folgenden erneut auf dieses Hindernis angewendet.
Der Problemldser greift sich nicht mechanisch eine jeweils mdgliche Regel heraus, son-
dern arbeitet einen Stapel von Zielen ab, die im Kurzzeitgedichtnis gespeichert sind.
Auch hier handelt es sich um eine Strategie, die rekursive Anteile hat, sie unterscheidet
sich aber trotzdem von der ersten Strategie. Die erste Strategie geht von der Zielhierar-
chie aus, die jeweils erforderlichen Schritte werden nur an der wahrgenommenen Situa-
tion iiberpriift. Die letzte Strategie orientiert sich zwar an der Zielhierarchie, geht aber
von der wahrgenommenen Situation 4us.

FaBt man diese beiden Strategien zusammen, so 148t sich als Gemeinsamkeit herauss-
tellen: Ziele werden in Teilzicle aufgespalten und Zielhierarchien abgearbeitet; insofern
sind diese Strategien schluBfolgernd. Es ist natiirlich aber auch maglich, dafl Ziige geiibt
und Zugsequenzen ohne Einsicht in den rekursiven Proze auswendig behalten werden
oder daB Tricks statt Problemlgsestrategien zur Anwendung kommen. Die folgende
Sequenz von Regeln stammt wieder von SIMON (1975) und kann als Beispiel fiir ein
solches Vorgehen gelten:
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o Zihle die Anzahl der bisher ausgefiihrten Ziige.

. Ist die Anzahl der bisher ausgefiihrten Ziige ungerade, dann bewege die
kleinste Scheibe, sonst bewege die nichstgréfiere Scheibe, die auf einem
der Stibe oben liegt.

+ Wird die kleinste Scheibe bewegt und ist diec Anzahl der Scheiben im Spiel
gerade, dann bewege sie zyklisch vom Ursprungsfeld iiber das Zwischen-
feld auf das Zielfeld und zuriick zum Ursprungsfeld.

» Wird die kleinste Scheibe bewegt und ist die Anzahl der Scheiben im Spiel
ungerade, dann bewege sie zyklisch vom Ursprungsfeld iiber das Zielfeld
auf das Zwischenfeld und zuriick zum Ursprungsfeld.

Diese Strategie kann man sich rasch aneignen, sie 146t sich im Langzeitgediichtnis spei-
chern und ist weder eine Belastung fiir das Kurzzeitgedidchtnis noch stellt sie groBere
Anforderungen an die Mustererkennung. Hier wird zwar in effektiver Weise jeweils neu
ein Regelsystem auf die Situation angewendet, aber keine Zielhierarchie abgearbeitet.

Wie unterscheiden sich nun diese Strategien in der Problemldsegiite? Die rekursive
Strategie fiihrt auf dem kiirzesten Wege zur Zielposition. Bei der einfachen wahrneh-
mungsgeleiteten Strategie kann es leicht zu zirkuliren Bewegungen im Problemraum
kommen, die differenziertere wahrnehmungsgeleitete Strategie kann vom optimalen Lo-
sungsweg abweichen, jedoch ist die Wahrscheinlichkeit recht hoch, daB sie irgendwann
zur Losung fithre. SIMONs Ansatz, Problemlsen mit Hilfe von Produktionssystemen zu
erkliren, 148t sich gut mit den Uberlegungen von KLIX (1971) verbinden. Die Klassi-
fikation der Strategien, wie sie KLIX (1971) vornimmt, hat als Kriterium den Suchraum,
in dem sich die Ziige bewegen, SIMON (1975) geht dagegen von Regeln eines
Produktionssystems aus, das er dem Problemloseverhalten seiner Versuchspersonen
zugrunde legt, Bei Anwendung der Regeln ergeben sich die Ziige automatisch. Es ist
bisher auch in neueren Arbeiten (KARAT, 1982; HUSSY, 1987) noch nicht versucht
worden, beide Ansitze zusammenzubringen: Der Suchraum ist in der Tat ein gutes Kri-
terium zur Unterscheidung verschiedener Strategien, es gilt aber, die Regeln herauszu-
finden, die beim Verfolgen dieser Strategien angewandt wurden, und darzustellen, zu
welchen Bewegungen im Suchraum diese Regeln fiihren, In einem weiteren Schritt ha-
ben wir diese Regeln fiir den iterativen Fall in einem Produktionssystem modelliert
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(HAUSSMANN & REISS, in Druck). Diese Form der Simulation triigt dazu bei festzustel-
len, in welchem AusmaBe sich einzelne Regeln auf die Anzahl der Ziige bis zur Problem-
15sung auswirken. AuBerdem kann man mit Hilfe einer Simulation herausfinden, ob eine
Strategic auch bei Problemen groBerer Komplexitit zu einer Losung fiihrt,

Folgt man KLIXs struktureller Darstellung, so gibt es den idealen Problemlser, der
seine Ziige im Losungsdiagramm entlang der rechten Kante des groBen Dreiecks sucht,
aber auch den von uns iterativ genannten Problemldser, der sukzessiv den Suchraum
einschriinkt (vgl. Abb. 6).
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Abbildung 6 : Iterative Losung des Vier-Scheiben-Problems

-?

In unserer Untersuchung steht JAN fiir die rekursive Strategie. Seine Losung ist als Pfad
an der rechten Kante des groBen Dreiecks zu beschreiben. Ob es sich dabei um eine
rekursive Strategie im engeren Sinne oder doch nur um eine differenzierte wahr-
nehmungsgeleitete Strategie nach SIMON handelt, kann allein aus der Lokalisierung der
Ziigen im Suchraum nicht geschlossen werden. Die verbalen Protokolle enthalten An-
zeichen dafiir, daB JAN den Turm von Hanoi als rekursives Problem versteht, TOM da-
gegen macht Ziige, die mit dem von ihm gesetzten Unterziel konsistent sind, die groBte
noch verbleibende Scheibe auf das Zielfeld zu bewegen. Das Problems wird nicht als
rekursive Aufgabenstellung gesehen, es gibt keine abgestufte Zielhierarchie. SIMON
wiirde dies vielleicht als eine perzeptive Strategic bezeichnen.

Das Ziel dieser Untersuchung war es zum einen, Ansitze zur Losung eines Problems zu
beschreiben, das in optimaler Weise rekursiv 18sbar ist. Es konnten dabei verschiedene
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Strategien identifiziert werden, die die Schiiler bei der Lésung des Problems anwende-
ten. In Anlehnung an KLIX wurden unterschiedliche Strategien beschricben, die sich in
ihrer Nihe zu einer rekursiven Problemlisung unterscheiden.

Zum andern zeigen die anfangs aufgefiihrten Beispiele zum Programmieren, daB auch
dort zwei Gruppen von Problemlésern unterschieden werden knnen. Es gibt Perso-
nen, die ganz eindeutig iterative Strageien bei der Lisung rekursiver Probleme verfol-
gen, Es gibt auf der anderen Seite aber auch Personen, die ein mehr oder weniger elabo-
riertes Verstindnis einer rekursiven Problemlsemethode zeigen. STEFAN kann sicher-
lich der ersten Gruppe zugeordnet werden. Dabei fillt auf, daB er genauso wie TOM
Vorerfahrungen in BASIC besitzt. Wir méchten allerdings keine Hypothese dariiber
aufstellen, was hier die Ursache und was die Wirkung ist. Es ist mdglich, daB ein Pro-
grammieren in BASIC einen iterativen Denkstil fordert, es ist aber genauso mdglich, daf3
cher iterativ orientierte Sprachen von Personen vorgezogen werden, die einem iterativen
Denkstil zuzuordnen sind.

SEBASTIAN liBt sich als rekursiver Probleml&ser charakterisieren. Er erkennt, daB die
gestellten Probleme besonders gut mit Hilfe eines rekursiven Aufrufs im Programmitext
zu realisieren sind. Man sieht aber auch, daB SEBASTIAN ein guter Programmierer ist,
der iiber einige Routine beim Erstellen von Programmen verfiigt. Bei KLAUDIA kann
man erkennen, daB sie den rekursiven Aufruf aus einer iterativen Darstellung ableitet.
Sie lernt wihrend des Problemltseprozesses, daB eine rekursive Notation fiir die L&-
sung des gegebenen Problems eine angemessene Darstellung ist. Das Beispiel ihres
Programmes macht besonders deutlich, daf es bei der Entwicklung rekursiver Struktu-
ren Zwischenschritte gibt und welcher Art diese Zwischenschritte sein kénnen, Obwohl
natiirlich eine rekursive Strategie als optimal betrachtet werden mufl, kénnen iterative
Ansiitze als Moglichkeit der Hinfiihrung zur Rekursion genutzt werden.

Im Rahmen unseres Projekts zum rekursiven Denken werden die Ergebnisse zum Pro-
blemlésen beim TURM VON HANOI in Beziechung gesetzt zur Kompetenz beim Pro-
grammieren, genauer zu den Leistungen bei der Planung rekursiver Programme (vgl.
HAUSSMANN & REISS, 1987), bei ihrem Verstindnis (HAUSSMANN & REISS, 1989),
beim Schreiben und bei der Fehlersuche ("debugging”) in solchen Programmen. Der
TURM VON HANOI hat sich dabei als ein interessanter Indikator rekursiven Denkens er-
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wiesen, weil diese Problemldseleistung unabhiingig ist von spezifischem Wissen iiber
die Syntax und Semantik einer Programmiersprache bzw. vom mathematischen Notati-
onswissen, Er ist durch die KLIXsche Darstellung in seiner Struktur formalisierbar und
durch Produktionssysteme als ProblemldsungsprozeB beschreibbar. Uber Spezifika der
kognitiven Prozesse geben die Interviews Aufschlufi.
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