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Un cours d’arithmétique a ¢t introduit en premiere année du premier
cycle de mathématiques de iniversité Louis Pasteur en 1986. Cet
enseignement comprend des travaux pratiques sur microordinateur qui
donnent aux étudiants l'occasion d'analyser des algorithmes, comme le
crible d’Eratosthene, de faire des expérimentations, sur la répartition des
nombres premiers par exemple, ou de se faire une idée des applications de
Parithmeétique, comme la cryptographie.

Un chapitre du cours est consacré aux fractions continues. C’est un
sujet qui habituellement ne fait pas partie d'un cours d’arithmétique
élémentaire, mais il a l'avantage de permettre un point de rencontre
avec le cours d’analyse. De plus ce sujet ancien connait de nouveaux
développements.

Nous avons rassemblé les notes de cours, les énoncés d'exercices et de
travaux pratiques préparés par les personnes qui ont assuré cet enseigne-
ment pendant ces trois dernieres anncées. Nous les publions principalement
pour les travaux pratiques qui seuls présentent un caractere original.

Le texte a été saisi en TEX par madame Evelyne Le Guyader.
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Chapitre T

DIVISIBILITE

1. Plus grand commun diviseur. — Rappelons que, étant donnés
deux entiers relatifs a et b (b > 0). il existe un couple unique d’entiers
(g, 1) tel que

a="bg+ret0<r <D

On nomme a le dividende. b le diviseur, ¢ le quotient. et r le reste de la
division de «a par b, et on note

g=adivd

r = a mod b.

Ezemple. — Les égalités de la division de 8 (resp. -8) par 3
s’écrivent :
8§ =3 X242 quotient : 2 reste: 2
~8=3 X (—=3)+1 quotient : -3  reste : 1.

Soit (a,b) € Z x N*, et
a=bg+r.0<r<b

Pégalité de la division de « par b. Sir = 0, on dit que b divise a. b est un
diwiseur de a, a est divisible par b, et a est un multiple de b, et on écrit
bla. On note aZ l'ensemble des multiples de a. Le nombre 1 est diviseur
impropre de tout entier a.

ProPoOSITION 1.1. — Les sous-groupes additifs de Z sont les
ensembles al (o € N).

Démonstration.

1) Pour tout entier a. aZ est un sous-groupe de Z.

2} Réciproquement. montrons que tout sous-groupe H de Z est de la
forme aZ. avec a« > 0. Si H = {0}. alors H = 0Z. Supposons H # {0}
et soit ¢ un élément non nul de H tel que la| soit minimum. Comme —a
est aussl un élément de H. on peut supposer ¢ > . Pour un élément x
quelconque de H. la division de @ par a s'éerit

r=aq+r.0<r <a



1. Divisihilité

Comme H est un sous-groupe de Z. les nombres aq et » = 2 — aq sont
éléments de H. La définition de ¢ implique que r = 0, donc = ag et H
s’écrit de maniere unique sous la forme H = aZ (avec a > 0). [

THEOREME 1.2. —  Soient a ¢t b deux entiers, non tous deuz nuls.
Il existe un entier d > 0 tel que tout diviseur commun a a et b divise d.
Un tel entier d est unique. Il divise a et b. et est appelé le plus grand
commun, diviseur (PGCD) de a et b. De plus. il existe des entiers u et v
tels que
d = au -+ bv.

L'égalité d = au + bv est appelée égalité de Bézout.

Démonstration. — Si a et b sont deux entiers, posons
H ={am+bn|m,nel}.

Alors H est un sous-groupe de Z . il existe donc un entier d > 0 unique
tel que H = dZ. Pour I'élément d de H, il existe u et v dans Z tels que

d = au + buv.
Les nombres a et b appartiennent a H. donc a et b sont de la forme
") ! ! !
a=da et b= db (a0 € 1)

et d est un diviseur commun a a et b,
Par ailleurs, si ¢ est un diviseur commun a a et b (¢ € Z),

a=-cda . b=cl (a' b €l)

alors
d=au+bv=cldu+bv)

donc ¢ divise d, et d > ¢. Le nombre d est donc le plus grand commun
diviseur de a et b. []

Dans l'égalité de BEzouT. le couple (u,v) n'est pas unique. Par
exemple, si a = 8.0 = 6,d = 2.

Sxl—-0x1=2
SX (=2} +06x3=2
Sx A+ 6(—5)=2. cte.
Ce théoreme ne fournit pas de procédé pour déterminer le PGCD de

deux nombres. Clest en revanche 1'objet de 'algorithme suivant, appelé
algorithme d Euclide :



1. Plus grand commun diviseur

Sotent a et b deux entiers strictement positifs. Supposons a > b. La
division de a par b. de quotient g. de reste r, s’écrit

a="bq+r,0<r<b

On remarque que les diviseurs communs a a et b sont les diviseurs communs
abetr, et quen particulier le PGCD de a et b est le PGCD de b et
r. Lalgorithme d’EUcLIDE consiste en la répétition de divisions dans
lesquelles dividende, diviseur et reste ont meme PGCD :

(k=1) a = bgy + ry O0<ry<hb

(]\ = 2) b = r1ga F 0<ry <y

(k=3) ryo=Troqgs 4+ r3 0<ry <ry
Fhk—2 = Tk—1qk + Tk 0<rp <rp—1

(k =n-—1) Tn—3 = I'n—2Qn-1 + p=1 0 <rp—1 <Tp-2

(l‘ - n) Fpe2 = I'n—14n rn =20
La suite des restes rqy.ro. ..., ri. ... est une suite d’entiers positifs ou
1.7 k

nuls strictement décroissante. done nécessairement il existe un entier n tel
que r, = 0. Le PGCD de a et best le PGCD de bet ry. de ry et 1y, ... .de
Tn—2 €t rp—1, de rp—y et 0. C'est done r,—; : le PGCD de a et b est le
dernier reste non nul.
L’algorithme d’EUCLIDE peut étre résumé comme suit :
Répéter

g:=adivb
r:=a modb
a: =0

h:i=r

jusqua ce que o= (.

Le PGCD est alors a.
Ezemple. a =44 D =18.

(1) g =2 ;=8 a = 18 h=28
(2] g=2 =2 =28 =2
(3) g =4 r=0 a = 2 h=2

Le PGCD est 2.



I. Divisibilite

Programme. — Ceci donne en langage PASCAL :

program FEuclidel:
var a, b, q.r : integer :

BEGIN
write ('a =7"): readln(a);
write (b =7"): readln(b);
repeat
q = a div b;
r:=a mod b;
a = b
bi=r
until r = 0;
write ('le PGCD de a et best '.a..);
END.

L’algorithme suivant, que nous appelerons algorithme d Euclide- Bézout,
fournit des coefficients v et v de 1'égalité de Bézout au + bv = d.
Le sous-groupe de Z

H=Aam+bn|m,nel}

contient les nombres ry = a —bgy,ro = b—ryqs,... Siry...., 741, 7% sont
des éléments de H, de la forme

re = auy + by (k>1)

alors, de la relation

v
o

Phal = Thei — Qht1Tk (k

on déduit

Fi1 = QUp—y + bop—y — qryr(auy + bvg)

= a{tp—1 = qrp1vp) + D(vr—1 = qrarvr),

d’ou les relations de récurrence

Ukt1 = Up—1 — Gr41Ug
Ukl = Vk—=1 7 Gk 1 Uk (k=2

Les coefficients u et v cherchés sont w,—q et v,—1.

4



1. Plus grand commun diviseur

Les suites (rg), (ug). (vi) (A € N*) sont définies par les mémes
relations de récurrence, avec des conditions initiales différentes. En
complétant 'algorithme A’EvcrLIDE par les égalités

a=>0bx0+a (k= -1)
h=uax0+b (k =0)
et en posant
1=« U_1= 1 V= 0
g = ]7 g = () vy = 1.

les relations de récurrence entre les ry (resp. uy, vy ) sont valables pour
k>0. ,
L’algorithme d’EUCLIDE-BEZOUT peut étre résumé comme suit :

ry=a, wuy;=1. vy =0

ro = b, wuy =0, ve=1

répéter

g =ry div ry
re=ry —qgr
U =1uy —qry

U =10y — 41U

i
!

juqu’a ce que r = 0.

Le PGCD est alors d = rq, et les coeflicients de 'égalité de BEZOUT

sont uy et vy.



1. Divisibilité

Ezemple. — a = 3129. b = 546.

h : u ! q
-1 3129 1 0

0 040 0 1

1 399 1 ) 5)
2 147 -1 6 1
3 105 3 -17 2
4 42 -4 23 1
) 21 11 -63 2
6 0 -26 149 2

Le PGCD de 3129 et 546 est 21 et

21 = 3129 x 11 + 546 x (—63).

Programme. — Ceci donne en langage PASCAL :

program Euclide2;
var a,b, q,r.ry,ro, uy g, ug, v, 0y, vyiinteger;

BEGIN
write ('a =7"); readln (a);
write ('b =7"); readln (b):
ry =) uy =1 vy =0
ro i=0b; uy 1= 0; vy 1= 1;
repeat
q =1y div ro;
R O R Y
WIS Ug = K Uy
Vim0 — ¢k Ut
Py oy IR Uy I gl
Fo I TiUg i Ul =
writeln (v 4. RTIE R g 4)
until r = 0;
writeln ('Le PGCD de ', a.) et "0 est ".ry) )
writeln (ry. =" uy )« o)+ 0 x b))

END.

G



1. Plus grand commun diviseur

On dit que deux entiers sont premiers entre euz si leur PGCD est égal
al.

THEOREME 1.3 (BEzOUT). —  Pour que deuz entiers a et b soient
premiers entre euz il faut et 1l suffit qu'il existe un couple d’entiers (u,v)
tel que

av+bv = 1.

Démonstration. —  Le théoreme 1.2 prouve que la condition est
nécessaire. La condition est anssi suffisante : si au + bv = 1. tout di-
viseur commun a a et b divise 1. (]

Remarque. — Etant donnés deux entiers a et b premiers entre eux, le
couple (u,v) vérifiant 1'égalité de BEzouT n'est pas unique.

’ ~ . . B

THEOREME 1.4 (GAUSS). —  Soient a. b et ¢ des entiers. Si a
divise be, et s1 a est premier avec b, alors a divise c.

Démonstration. — Siles entiers a et b sont premiers entre eux, d’apres
le théoréeme de BEzouT il existe un couple d’entiers (u,v) tel que

au + be = 1.

et alors
acu + bev = c.

L’entier a, divisant ac et be, divise c.
Le PGCD possede les propriétés suivantes,

1. — St destle PGCD des entiers a et b, et m est un entier, alors
le PGCD de ma et mb est égal a md.

2. — S1destle PGCD de a eth, alors a =dd' etb=dV, ouna etd
sont deur entiers premiers entre cu.

C’est une conséquence immédiate du théoreme 1.2 et du théoréme de
Bézout.

3. — Soient o b.c des entiers. m le PGCD de a et b, et p le PGCD
de b et c. Alors le PGCD de m et ¢ est le PGCD de a et p.

Ce nombre est appelé le PGCD de a.b et ¢. Tout diviseur de a et p, et
en particulier leur PGCD. divise a.b et c. done m et c¢. et leur PGCD. De
meme, le PGCD de m et ¢ divise le PGCD de a et p.

Plus généralement le PGCD de n entiers ap..... a, est défini par
récurrence : c'est le PGCD de a,, et du PGCD de ay. ..., tn—1. On dit

que plusieurs entiers sont premicrs entre cuz si leur PGCD est égal a 1.



I. Divisihilité

2. Equation diophantienne ar + by = ¢. Etant donnés des
entiers a, b, ¢, on cherche s7il existe des entiers x et y tels que

(1) ar -+ by = ¢
D’apres le théoreme 1.2, s1 d est le PGCD de a et b, on a
{ax + by x.ye 2} =dL.

Donc, pour que de tels entiers existent, il faut et il suffit que d divise c.

En divisant les deux membres de 1'équation (1) par d, on se ramene au
cas ol @ et b sont premiers entre eux. D’apres le théoreme de BEzour, il
existe alors deux entiers u et v tels que

au + by = 1.

Les nombres u et v sont fournis. par exemple, par I'algorithme d’EvcLIDE-
BEZOUT. Les nombres xg = uc et yo = ve sont solutions de (1). Posons

r=xo+X.,y=y+ Y.
Alors z et y sont solutions de 1'équation (1) si et seulement si

aX +bY =0,

(2) aX = =DhY.

L'entier a divise aX, donc Y. 1l est premier avec b, il divise donc Y
d’apres le théoreme de Gauss. et I'on peut poser

YV = —ka, kel
On déduit de (2) que X = kb. d'ou la solution générale

v=uwg+ kb, y=yy—ka. k€L

Ezemple. — Soit a résoudre dans Z 1'équation
S 44y = 3.
Les nombres 5 et 4 sont premiers entre eux. I'équation a donc des solutions.

En posant
r=3u. y=3v

e}



3. Bases de numération

on se ramene a l'équation

ou+4v =1,
qui a pour solution évidente u = 1. v = —1. L’équation initiale a donc
pour solution particuliere rq = 3. yo = —3. Les nombres 2 et y de la

forme
r=3+4k . y=-3-5k kel

sont les solutions de 'équation donnée.

Remarque. ——  Géométriquement, la résolution de (1) consiste a
rechercher les points de coordonnées entieres situés sur la droite d’équation

ar + by = c.

Nous avons montré que ces points, sils existent, constituent une suite

(My), k € Z, définie par

— ey — — b
OM; =0My+EV .,V =
—a
3. Bases de numération. — Le développement d'un entier dans

une base b s'obtient a 'aide d'une suite de divisions euclidiennes.

PROPOSITION 3.1. —  Soit b un entier (b > 2). Tout entier naturel
x # 0 s’écrit dune maniére unique sous la forme

r=a,b" 4+ b+ g

avec 0 <a; <b, 0<:<peta,#0(peN).

Dans le systeme de numération en base b on convient d’écrire
r= 2. xyxg (b)) ou w=, .. xyxg (D).

Cette écriture de 4 s’appelle le développement du nombre v en base b.

Démonstration. Soit r un entier non nul. Si x < b, on pose xy = &

et © =xo(b) (p=0). St >0b ladivision de x par b s’écrit
r=bqy + a9y avec 0 <y <Dh

Siqy < b onposer; =q et =uo1b+rg=uax119 (b). Siqgr = b, ladivision
de g1 par b s'écrit

g1 = by + 11 avec 0 < ay < b



. Divisibilité
et ainsi de suite. La division de ¢ par b s’écrit
gr = bgpey + 2 avee 0 <ap <b, k>1.

La suite des quotients ¢y, ¢o,. ... g est une suite d’entiers positifs stricte-
ment décroissante :

0< gy < qp < ... < qp < gy < .

Il existe donc un entier p pour lequel on a
dp—-1 = b([]) =+ Tp—1 0< Tp—1 < b,
0<qp<a< Ip—1
¢Gp=0b0+z,.0<2,=¢q <b
dp+1 = 0.
Le nombre 2, est alors le dernier quotient non nul et dans ce cas

To= 1’,1)[)]) + . _+_ x [) + 20,

qui se note en base b :

r=r, .. r Ty,
L’unicité de la décomposition se démontre par I'absurde. [

Remarques.

— Le nombre de chiffres de 'écriture de x en base a est égal au nombre
de divisions nécessaires pour obtenir un quotient nul.

~— La décomposition d'un entier 2 non nul suivant les puissances de b
peut s’étendre a x = 0 ; pour tout b > 2 :

0=0/(b).

Ezemple. — En base 12, on utilise les chiffres 0,1,...,9 et les symboles
o (pour 10) et 4 (pour 11) :

ad(12)=a x 12+ 4 =10 x 12+ 11 = 131 (10).
L’algorithme d’écriture d'un entier en base b peut étre résumé comme suit,

Répéter
r =21 moda
g=a diva
roi=gq

jusqu’a ce que ¢ = 0.

10



4. Nombres premiers

Les valeurs successives de r sont les chiffres de 2 en base b, obtenus
dans l'ordre d’écriture de droite a gauche, rg.xy,20,...,2;. 1l faudra les

écrire ensuite dans l'ordre inverse, a.....xy. 0.

Ezemple. — » =25 b=2.
(1) 25=2x 12+ 1 r o= g =12 =12
(2) 12=2x64+0 r=_(0 q:G r =6
(3) 6= 2x3+0 = g:3 €T o=
(4) 3= 2x1+4+1 r o= g=1 T =
(5) 1=2x0+1 ro= qg=0 r=10

25 = 11001 (2)
Programme. — Ceci donne en langage Pascar :

program chbase;
var b,j, [, r, 2. integer:
Uarray [1..100] of integer;

BEGIN
write ('Donner ["entier a a écrire en hase b :');
readln(x);
write ('Donner la base b (b > 1)');
readln(b);
Ji=Llr.=ux
repeat
Ulj] := r mod b;
ro=rodiv b
Ji=7+1L
until » = 0:
=) —1;

writeln ('Ecriture de ".2." en base "0, ' });

for j := 1 downto 1 do write (U[j]./ "
END.
4. Nombres premiers. Un nombre n > 2 est dit premaier si ses

seuls diviseurs sont 1 et lui-meme. Un nombre entier n > 2 est dit composé
s'il n'est pas premier.

11



. Divisibilité

On note 7(n) le nombre des diviseurs de n qui sont inférieurs a n, 1 et
n compris.

no |12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
rm) |1 2 2 3 2 4 2 4 3 4 2 6 2

Un nombre n est premier si et seulement si 7(n) = 2. Ceci constitue un
premier test pour reconnaitre si un entier n est premier.

Le crible d’Eratosthene permet d’établir la liste des nombres premiers.
Il consiste a éliminer successivement les multiples de 2, puis ceux de

3,...,de k,... (k< N). Les entiers qui n'ont pas été éliminés sont
premiers.
Ezemple. — Nombres premiers < 100.
g q A
v A 4 5 6| 7 8 9| 10
% e /l‘
%
110 az) 13 4 z{/rs 170 81 19 /%(/
z v /
A /] g
//'/2 24 %//5 ao/”l /ﬁ 29
jog

7
31 /a{ 28| ) s /6(6 37 | #8
~

Ve
51 &3/ 4 /é 561 67 YR,
7 v
71 /2 73 / 75 A3, 78 74 48]
% e v

| it s | | K ) gF | 6| o] 96
F /
/<,n/ /grf S oA | /eC /9/6 97 | 46 /)99/ 106

L’algorithme utilisé pour dresser le tableau précédent peut étre résumé

comime suit,

pour k = 2,....n poser ¢, = vral ;

poser k=2

répéter
sicp est vral, pour m = k2 k2 4k, k% 4+ 0k
et tant que m < n, poser ¢, = faux ;
Ei=1Fk+1;

2
tant que bk < n.
Les nombres premiers compris entre 2 et n sont les entiers & pour
lesquels le booléen ¢) a gardé la valeur vrar.

12



4. Nombres premiers

Programme. — Ceci donne en langage Pascat :

program Eratosthene:

const n = 1000;

var k., m:integer;
crarray [1..n] of boolean;
p:boolean;

BEGIN
p:=true;
c[l]:=not p;
for k:=2 to n do c[k] := p;
k=2
while b« k& < n do
begin
if ¢[k] = p then
begin
m o= kxk;
while m <=n do
begin
¢[m]:=not p;
m.=m + k:
end:
end;
ki=k 4+ 1;
end;
for k:=1 to n do
begin
if ¢[k]=p then write (k:3,’ ") else write ("/// )
if & mod 10=0 then writeln:
end:

END.

PROPOSITION 4.1. —  Tout nombre entier n > 2 admet au moins
un dimseur premaier.

Démonstration. — Soit n > 2. Son plus petit diviseur est un nombre
premier. i
Voici le premaer théoréme d Euclide

13



I. Divisibilité

rd ~ . .
THEOREME 4.2 (EUCLIDE). —  La suite des nombres premiers est
limatée.
Démonstration. — Elle se fait par I'absurde : Supposons qu’il n’existe
qu'un nombre fini de nombres premiers py,pa....,pm. Posons

n=pipe .. pm + L

Le nombre n admet au moins un diviseur premier, que l'on note p, et
! k34 e
n=pn', n' €N. Légalité

]))II —PipP2...Pm = 1

montre que le nombre premier p ne peut étre l'un des p; (i = 1,....m),
d’ou la contradiction. [
Le théoreme suivant est appelé théoreme fondamental de Uarithmétique.

L hY . . ’ ¢
THEOREME 4.3. —  Tout nombre entier supérieur ou égal d 2 est
égal a un produit de facteurs premicrs. A lordre des facteurs prés, cette
décomposition est unique.

Démonstration. — Montrons d’abord Uexistence de la factorisation.
Soit n > 2 un entier, et p; son plus petit diviseur. Alors p; est premier,
et n = piny, avec 1 <ny < n. Siny > 2, on répete le méme raisonnement,
avec ny. La suite des quotients ny.... étant décroissante, le processus
s’arréte lorsque le quotient est 1. L’entier n s’écrit finalement sous la

forme
aq

n=pi" ... py
ou les p; sont des nombres premiers distincts, et a; > 1 (i =1....,7).
Pour démontrer I'unicité on utilise le lemme suivant :

LEMME 4.4. — Sip et g sont deux entiers premiers entre euz, alors,
pour des entiers a et b, a et b > 0, les entiers p® et ¢® sont premiers entre
euz.

Sip et ¢ sont premiers entre eux. il existe deux entiers u et v tels que
up + vq =1

done aussi

(up + rq)”“’ = 1.

On développe le premier membre en utilisant la formule du bindéme de
Newton, et on regroupe d'une part les termes contenant le facteur ¢°, et
d’autre part les termes contenant le facteur p®. On obtient une expression
de la forme

I'ltjb + ”Ip(z -1

14



4. Nombres premiers

ou u' et v’ sont des entiers, ce qui montre que p® et q” sont premiers entre
eux.
Montrons maintenant I'unicité de la factorisation. Supposons que 1'on

ait
ay o, by

PPy =y q{;
ou les a; et b; sont > 1. les p; sont des nombres premiers distincts, de méme
que les ¢;. On doit montrer qu'a l'ordre pres ce sont les mémes nombres
premiers élevés aux memes puissances. Raisonnons par 'absurde. Apres
simplification on arrive & une situation ou, par exemple, p; ne figure pas
parmi les ¢; : p; divise qi" (qé’g ..qb). et est premier avec q?’. done,
d’apres le théoreme de Gauss, p; divise (qg2 ...¢%). En recommencant
on arrive a la conclusion que p; divise ¢%<. d’ou la contradiction. []

COROLLAIRE 4.5. —  Si les décompositions en facteurs premiers de
deuz entiers m et n s écrivent

mo=p{' .. .pyr
by b,

no=p. ... puy
1 s

alors le PGCD de m etn est égal a d = p5'...p°, on ¢; = min(a;, b;).
q 1 1 ] ¥ s



I. Divisibilité
EXERCICES
(Ezercices sur lo section 1)

1. — On divise deux entiers a et b par leur différence a —b. Comparer
les quotients et les restes obtenus.

2 . — Pour diviser un entier ¢ par un produit d’entiers byby, suffit-il
de diviser par by le quotient entier de a par by 7

3 . — Dans Z, on définit la relation R par
aRb <= a divise b.

Vérifier que R est une relation d’ordre.

4 . — Ecrire l'algorithme d’EUCLIDE-BEZOUT pour a = 70, b = 42 ;
pour a = 2431, b = 1342.

5. — Veérifier que les diviseurs communs a plusieurs nombres sont les

diviseurs de leur PGCD.

6 . — Solent a et b deux entiers premiers entre eux. On pose
s=a+b p=ab

Déterminer le PGCD de a et s, de s et p.

7 . — Solent a et b deux entiers. Les diviseurs communs a a et b
sont les diviseurs de a et @ — b. En déduire une méthode de calcul du
PGCD de 70 et 42 par différences successives. Ecrire un algorithme, puis
un programme Pascar affichant le PGCD de deux entiers donnés, calculé
par différences successives.

8 . — Sin et m sont deux entiers strictement positifs. déterminer le

PGCD de 2" — 1 et 2™ — 1.

9. — Montrer que, sil'entier ¢ est premier avec les entiers by, by, ... by,
. e o P S p .
alors a est premier avec Hi:l b;.

10 . —  (Nombres pythagoriciens) Le but de cet exercice est de
déterminer tous les triplets (2. y. =) d'entiers relatifs vérifiant 1'équation :

(E). Pyt =

Soit (z',y'. z') une solution de (E).

16



Exercices

a) Démontrer que les couples (2. y'), (y'. 2"y et (2', ') ont méme PGCD.
En déduire qu’il existe un entier d et trois entiers x,y, z premiers deux a
deux tels que (z,y, z) est une solution de 'équation (E) et 2/ = dr,y’ =
dy,z' =dz.

b) Soit (z,y.z) une solution de 1'équation (E) telle que x,y,z soient
premiers deux a deux. Démontrer que x et y sont de parités différentes.

«) Supposons v pair et y impair. En remarquant que z —y et z + y
sont pairs, démontrer qu’il existe deux entiers u et v tels que y = u — v et

= u 4 v, et u et v sont premiers entre eux.

3) Démontrer que u et v sont les carrés de deux entiers premiers entre
eux (ie. u = a? et v = b?).

v) En déduire que v = 2ab,y = a* — b et = = a® + b2,

c) En déduire toutes les solutions de l'équation (E).

11 . — (Plus petit commun multiple) L'entier ¢ est appelé multiple
commun de deux entiers s’il est multiple de chacun de ces entiers. On
appelle plus petit commun multiple (PPCM) de deux entiers a et b un tel
multiple commun qui divise tout multiple commun de a et b.

a) Montrer que dans Z. deux plus petits communs multiples de deux
entiers a et b ne different que du signe. On notera [a,b] le plus petit
commun multiple positif.

b) En considérant l'intersection (a) N (b) des deux sous-groupes en-
gendrés par a (resp. par b), montrer qu’il existe un plus petit commun
multiple de a et b.

¢) Montrer, que pour tous entiers «.b et ¢ non nuls avec ¢ > 0, on a
[ac, bc] = c[a, b].

d) Montrer que. si @ et b sont deux entiers premiers entre eux, ab est
alors un plus petit commun multiple de a et b.

e) Montrer que si a et b sont deux entiers positifs,

ab =PGCD (a.b).[a,b].

12 . — a) Soit u, la suite définie par
n
1
Uy, = E -
=1

La suite wu,, prend-elle des valeurs entieres 7 (Indication : Seoit &k le plus
grand entier tel que 2% < n. et soit d le PGCD des nombres 2,3.....n.
Montrer que

d = 2%

ou a est un nombre impair, et que d u, est un nombre impair.)

17



I. Divisihilité

b) Soit v, la suite définie par

Al

La suite v, prend-clle des valeurs entieres ? (Indication : Considérer les
puissances de 3.)

Pour un prolongement de cet exercice on peut consulter American
Math. Monthly 67 (1960)p.290 et pp. 924925,

(Ezercices sur la section 2)

13 . — Résoudre dans Z :
a) Tr — 19y = 5;

b) 12z — Ty = 19;

¢) 120z + 252y = 48.

14 . — Donner les solutions entieres positives des équations :
a) 6z + 15y = 83;
b) 202 + 50y = 510.

15 . — Eecrire un programme Pascal qui donne, lorsque c¢’est possible,
des solutions de 'équation diophantienne ax + by = c¢. (On modifiera, par
exemple, le programme de I'algorithme d'Euclide-Bézout. )

(Ezercices sur la section 3)

16 . — Ecrire
1000 (10) en base 2.
10011001 (2) en base 10.
1101 111 010 100 011 (2) en base 8. Déterminer a et b sachant que
23 (10) =27 (a) et 136 (10) = 233 (b).

17 . — Ecrire, en base n. un nombre a de trois chiffres. tous différents.
Ecrire le nombre b obtenu en lisant les trois chiffres de a de droite & gauche.
On note d la différence de a et b.

Eerire le nombre ¢ obtenu en lisant les chiffres de d de droite a gauche.
Montrer que s = d + ¢ est indépendant de «.

18 .~  Par combien de zéros se termine l'écriture (en base 10)

de 100! 7

18



Exercices

19 . — Etudier le programme suivant et donner, sous forme dun
tableau, le contenu des variables n.p.r a Uintérieur de la boucle "repeat
...until” si les valeurs initiales de n et x valent respectivement 19 et a.
Quelle fonction ce programme assure-t-il 7 Mettre ce programme sous
forme procédurale. (odd(n) est un booléen qui est vrai si n est impair).

program X;
var 2. n. p, rianteger;

BEGIN
read(x )iread(n):
p:=1;
repeat
while not odd(n) do
begin
XToi= ok
n:=n div 2:
end;
pi=pok
ni=n-—1;
until 7 = 0;
write(p);

END.

(Ezercices sur la section 4)

20 . — Oun suppose que le PGCD des entiers a et b est un nombre

premier p. Quelles sont les valeurs possibles du PGCD de a® et b, a® et b,
2 3 9
a* et b> 7

21 . — Soit p un nombre premier. On suppose que le PGCD de «a et
p? est p, et que le PGCD de b et p* est p?. Déterminer le PGCD de ab et
pt.etle PGCD de a + b et pt.

22 . — a) Démontrer que tout nombre premier a > 5 est de la forme
a=4n+louva=4n+3 (neN)

b) Si p est un nombre premier. on note p!' le produit des nombres
premiers inférieurs ou égaux a p. On pose ¢ = 2(p!!) — 1. Montrer que
g est de la forme ¢ = 4n + 3, puis montrer que ¢ est soit premier, soit
divisible par un entier a; premier. avec ay > p. Le nombre a; est-il de la
forme a; = 4n 4+ 3 7

19



I. Divisibilite

En déduire que la progression arithmétique 3+4n comprend une infinité
de nombres premiers.

¢) Démontrer que tout nombre premier a > 5 est de la forme a = 6n +1
oua = 6n+5. En déduire que la progression arithmétique 6n+5 comprend
une infinité de nombres premiers.

23 . — Ecrire un programme Pascal pour le test de primarité
sulvant : un entier n est premier si et seulement si 7(n) = 2 (cf. § 4).

24 . — S1n est un nombre premier, on note n!! le produit des nombres
premiers inférieurs ou égaux a n.

a) Si n est un nombre premier, les nombres n!! 4+ 2. n!l 4+ 3,... sont-ils
premiers ?

b) Démontrer que, dans Z, on peut trouver des intervalles [a,b] de
longueur b — a arbitrairement grande ne contenant pas de nombres pre-
miers.

¢) A l'aide d'un programme PascaL. trouver la décomposition en
facteurs premiers des nombres 30030, 30031, ..., 30043, ...jusqu’au
premier nombre premier que I'on rencontrera.

d) Si n est un nombre premier, n!! + 1 est-il premier ?

25 . — (Théoreme de WiLson) a) Soit p un nombre premier, p > 5.
On pose

Montrer que pour tout nombre a de A4,. il existe un nombre b de A, tel
que
ab =1 (mod p).

Le nombre b est-il unique 7 Est-il possible que a = b
b) Pour p = 7 remplir le tableau suivant

.
B
N
o
-
-

Faire de meéme pour p = 11.

¢) Montrer que, si p est un nombre premier, le nombre (p — 1)! + 1 est
divisible par p.

d) Soit p un nombre tel que (p — 1) + 1 soit divisible par p. Le nombre
p est-il premier 7

26 . — On note 7(n) le nombre de diviseurs de n. Par exemple. les
diviseurs de n = 10 sont 1. 2. 5 et 10 : 7(10) = 4.

a) Montrer que st m et n sont premiers entre eux

T(mn) = r(m)r(n).
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Exercices

b) Si p est premier et « un entier > 0. montrer que
(p") = a+ 1.

¢) Exprimer 7(n) a 'aide de la décomposition en facteurs premiers de
n, n=ptpy?...pi*. Calculer 7(720).
d) Quel est le plus petit entier n tel que 7(n) = 100 ?
e) Ecrire une procédure pour le calcul de la fonction 7(n). Etudier la
suite définie par
ng = a

Negp1 = T(ng).

f) Montrer que, pour s > 1,

()

n=1 rz=

]2

Pour cela on utilisera la partition suivante de N* x N* :

N* x N* = U>_, 4,,.

n=1-*
avec

A, ={(u,v)

uv = n}.

En particulier

> (n) . 72 9
Z n? (—G—> ‘

27 . — On note g(n) la somme des diviseurs de n. Par exemple
o(1l0)=1+2+54+10=18.
a)Montrer que si m et n sont premiers entre eux
o(mn) =o(mjo(n).
b) Si p est premier et « un entier > 0, montrer que
N pr,x+1 —1
olp’) = ———
p—1

c) Exprimer o(n) a l'aide de la décomposition en facteurs premiers de

n, n=pi...ppt. Caleuler o(200).
d) Montrer que, pour s > 2,

X

Z (T ).

| =1




1. Divisihilité
TRAVAUX PRATIQUES

1. Longueur de l’algorithme d’Euclide. — Le calcul du PGCD
de deux nombres entiers » > y > 0 par I'algorithme d’EUCLIDE consiste en
des divisions successives. Le nombre n de divisions dépend des nombres 2
ety :n= f(r,y)

Calculons par exemple le PGCD de 44 et 18 :

(1) 44=2x18+8
(2) 18=2x8+42
(3) 8§=4x2+0
Le PGCD est égal a 2, I'algorithme a nécessité 3 divisions :
f(44.18) = 3.
1. — Etude de la fonction f. a) Ecrire une procédure pour le calcul

de cette fonction f.
b) Soit ¢ la fonction définie par

glr) = max{f(x.y)|l <y <z}

Ecrire un programme permettant de tabuler la fonction ¢ pour les valeurs
de 2 comprises entre 50 et 100. Pour quelles valeurs de z atteint-elle son
maximum 7

¢) On propose de comparer g(x) a In(x). Montrer & laide d'un
programme que, pour 2 < x < 230, le rapport g(x)/In(z) est borné.
Quel est son maximum ? Quels sont les nombres =, 1 <z S 250, pour
lesquels g(x)/In(x) > 1.9 7

2. — Onnotery,ro,...,7h—1.7n = 0les restes des divisions successives.
On pose rg = b,r_; = a.
a) Montrer que, pour 1 <k <n —1,

Vk—2 2 Th—1 + T}
b) Soit (F,,) la suite de FiBonacct. Les nombres F, sont définis par

E}il. Flzl

Fo=F, 1+ F,—. n>2
Montrer que, pour 0 < k < n.,
Po—t—1 2 Fp.
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Travaux pratiques

¢) Démontrer que, pour n > 0.

et en déduire une majoration du type
n < Aln(a)+ B.

d) Commenter les résultats numériques obtenus en 1.

2. Quelle est la probabilité pour que deux nombres soient
premiers entre eux 7. — Si u et v sont deux entiers tirés au hasard,
quelle est la probabilité pour que u et v soient premiers entre eux 7 Mais
que signifie “tirés au hasard” 7 Pour donmer un sens a cette question,
notons ¢, le nombre de couples (u,v) d’entiers premiers entre eux de
I'intervalle [1,n], et posons p, = Flgq,,. Les couples (u,v) étant supposés
équiprobables, p, est la probabilité pour que deux nombres de l'intervalle
[1,n] solent premiers entre eux. On propose dans ce T.P. d’étudier la suite
p7l‘

1. — a) Tout d’abord, simuler a 'aide de l'ordinateur le tirage au

hasard d'un couple d’entiers (u,v). Pour cela utiliser la fonction random.
Ecrire le programme suivant :

program hasard:

var k, n:integer;

BEGIN

for k:=1to 20 do
begin
n :=random(1000):
writeln(h : 2. "4

END.

Exécuter ce programme. Les nombres de la deuxieme colonne semblent
tirés au hasard parmi les nombres compris entre 0 et 1000. En fait ces
nombres sont caletldés a aide d'une formule. Cette formule est choisie de
telle sorte que ces nombres paraissent distribués au hasard. Ce sont des
nombres pseudo-aléatoires.
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I. Divisihilite

b) Ecrire une procédure calculant le PGCD de deux nombres entiers. A
I'aide de la fonction random écrire un programme permettant de simuler
une suite de m tirages au hasard de couples d’entiers de lintervalle
[1,10000], et qui calcule pour une telle suite la fréquence relative f,, des
couples d’entiers premiers entre eux : si dans la suite choisie il v a ¢,
couples d’entiers premiers entre eux, ¢, est la fréquence, f,, = 2 est la
fréquence relative. Qu’observe-t-on ?

¢) ) Ecrire une procédure calculant le nombre de diviseurs d’'un entier.

#) Ecrire un programme calculant, pour une suite de m tirages de
couples d’entiers, le nombre moyen de diviseurs communs de deux entiers
de T'intervalle [1,10000] en utilisant les procédures de b) et ¢) «).

d) Calculer a l'aide d'un programme les probabilités p, pour

n = 50,100, 150, 200.

2. — a) Pour n fixé, soit Q lUensemble des couples d’entiers (u,v).
1 <wu,v < n. On suppose que tous les couples sont équiprobables. On
note P la probabilité ainsi définie sur Q : la probabilité d'une partie A de
2 (évenement) est le nombre

P(4) = —(24)
n2 "
ou jA désigne le nombre d'éléments de 4. On note p la probabilité pour
que u et v solent premiers entre eux. Soit d un entier, 1 < d < n. Quelle
est la probabilité a(d) pour que d soit diviseur commun a u et v ?

b) Soient ay,...,ar les nombres premiers < n. Soit Aj I'événement
suivant : a; est un diviseur commun a w et v. Soit A = A; U... U A;.
Montrer que

p=1—P(A).

et que
PlA;n...Nn4j) =alayasz...qj).

¢) La fonction de Mobius est définie sur N* par

p(l) =1,

p(d) = 0 si d est divisible par un carré autre que 1,

pldy =(=1)'sid=ajas...q;

ou les a;, 1 <7 <, sont des nombres premiers distinets.
En utilisant la formule

P(A4) =3 P(4j) = 30 PIAR A Ajs) 4+ (-1 P4 N0 Ay
J J1<2

montrer que
I

, 1 2
i SPTESE

d=1
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Travaux pratiques

ou [z] désigne la partie entiere de x.

d) Ecrire un programme permettant le caleul de la fonction de Mobius.
Comparer les valeurs de p = p,, trouvées en 1.d) et les valeurs calculées a
I'aide de la formule précédente.

3. — Cette derniere partie utilise les séries numériques.

a) Montrer que la suite p, a une limite ¢ quand n tend vers l'infini.

b) On note p,(d) la probabilité pour que d soit le PGCD de u et v (en
particulier p,(1) = p, ). Montrer que

. ‘ q
im p,(dj = -j—
n—oo (]2
Sachant que

oG 2

R

‘< ([? 6

d=1

calculer ¢. Comparer cette valeur aux valeurs expérimentales obtenues en
1.
¢) Montrer que le nombre moyen M, de diviseurs communs a u et v est
égal a
n

M, = Z r(d)pn(d),

d=1

ou 7(d) désigne le nombre de diviseurs de d.
Démontrer que

n—oC

M= lim M, = ; T(d)%.

En utilisant la formule

o0 2

; T((I)(—I:}? = <%—->2

comparer la valeur de M aux résultats expérimentaux obtenus en 1.

3. Bases de numération. — Si n est entier positif, on désigne par
long(n) le nombre de chiffres de son écriture en base 2.

1. — Eecrire un programme en langage Pascal qui réalise les taches
suivantes :

a) lecture au clavier de Uentier n ;

b) conversion de n en base 2 :

¢) atichage de l'écriture binaire de n :

d) affichage de la valeur long(n).

25



I. Divisihilité

On pourra utiliser une procédure dont le parametre d’entrée sera n
et dont les parametres de sortie seront le tableau-ligne des chiffres de
Iécriture binaire de n et U'entier long(n). Autrement dit n sera transmis
par valeur tandis que la variable “tableau” et la variable long(n) seront
transmises par référence.

2. — Quelle est la plus grande valeur de n dont votre programme
effectue la conversion 7 Expliquer.

3. — Tabuler les valeurs de la fonction long(m) + long(n) - long(mn)
lorsque m et n varient indépendamment de 0 & 100 : décrire ce que 1'on
obtient ; quelle est la valeur maximale de cette fonction sur ce domaine ?

4. — Montrer, en se servant éventuellement du programme, qu'il existe
une valeur réelle positive du parametre réel C pour laquelle

. In(m)
sup  |long(m) — ——|
me&[1,1000] C

est la plus petite possible (In(m) désigne le logarithme népérien de m).
Pour cette valeur €y particuliere de C, quelle est la borne supérieure
obtenue et en quelles valeurs de m est-elle atteinte ?

§. = En utilisant la fonction partie entiere et In(m)/Cy, montrer que

l'on peut exprimer facilement long(m) sur Uintervalle [2.1000].

6. — Application a 'évaluation des puissances entieres d'un nombre
réel : si a est un nombre réel positif, quel est le nombre minimal de
multiplications nécessaires pour élever a a la puissance 2¢ (7 entier > 0) ?

7. — Le calcul d'une puissance a” peut étre accéléré si I'on procede de
la fagon suivante :

a) décomposer n en base 2 :n = ¢pCp—q1...¢q |

b) effectuer le produit des a?") correspondant aux ¢; valant 1.

Expliquer en détail les calculs donnés par cet algorithme dans 1’évaluation
1o 219
de 3.

8. — Ecrire une fonction en langage Pascar, fondée sur le procédé
décrit ci-dessus. pour déterminer. avec le minimum de multiplications.

a™ {ou a est réel > 0 et n entier > 0) : utiliser cette fonction dans

un programme qui détermine «” si a et n sont entrés par 'utilisateur.
Comment comparer le gain de temps gagné sur le procédé ordinaire
d’évaluation de a” 7

4. Répartition des nombres premiers. — Si n est un entier
(n = 2). on note m(n) le nombre d’entiers premiers inférieurs ou égaux
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Travaux pratiques

1. — A l'aide d'un programme en langage PascalL affichant =(n) et
la proportion f—(;?—r—l-)— de nombres premiers compris entre 1 et n, observer
les variations de m(n) lorsque n varie. Vers quelle limite semble tendre le

. w(n) - N e 1 D
rapport s lorsque n tend vers 'infini 7
2. — Pour un entier k > 1, on note p; le k-ieme nombre premier dans

la suite des nombres premiers rangés par ordre croissant. A 'aide d'un
programme en langage Pascar observer les variations de ¢ lﬁ’(” y lorsque k
varie (k > 2). En donnant des valeurs suffisamment grandes a k, préciser
vers quelle limite semble tendre ce rapport lorsque & tend vers I'infini.

3. — Dans le systeme de numération décimal, quel peut étre le chiffre
des unités d’un entier premier 7 Par quels chiffres de dizaine et d'unité
peut se terminer un nombre premier 7 Préciser le nombre de possibilités.
Pour un entier n > 1 on note N;(n) le nombre d’apparitions du ¢

(1 <1 <9) comme chiffre des unités dans les entiers premiers inférieurs ou
Ni(n)
w(n)
Nji(n)le nombre d’apparitions du j (0 < j < 9) comme chiffre des dizaines,
avec 1 (1 < 7 < 9) comme chiffre des unités dans les entiers premiers
P , . . . Nis

inférieurs ou egaux a n, et fj,;( n) = ——;_’—(—,(7—')1—)—
tous les couples (. 7) sont également fréquents parmi les nombres premiers
de N, vers quelles valeurs tendent f;(n) et fii(n) lorsque n tend vers

Vinfini 7 Cette conjecture semble-t-elle confirmée par 'expérience ?

égaux an, et fi(n) = la fréquence relative d’apparition du . On note

. Si tous les entiers ¢ possibles, et

5. Conjecture de Goldbach. - “Tout nombre entier pair supérieur
a 3 peut s'écrire comme somme de deur nombres premiers.”

1. — ATaide d'un programme en langage PASCAL, vérifier cette conjec-
ture pour les entiers inférieurs a 100. Combien y a-t-il de décompositions
possibles pour 10, 100, 200 ?

2. — Démontrer que tout entier supérieur a 12 est la somme de deux
entiers composés.

6. Les nombres parfaits. — Un entier n positif est dit parfait si la
somme des diviseurs de n. n non compris, est égale a n. Par exemple 28
est parfait :

IT4+24+4+7+14 =28,

1.~ On note o(n) la somme des diviseurs de n. par exemple

I

(12) =1+24+3+4+6+12 = 28

Ainsi n est parfait si o(n) = 2n.



I. Divisibilité

a) A l'aide d'un programme déterminer les nombres parfaits compris
entre 1 et 1.000.

b) Déterminer la décomposition en facteurs premiers des nombres
parfaits trouvés.

2. — On pose u,, = 2™ — 1.
a) Montrer que si wu, est premier. alors n est premier. Pour cela
raisonner par l'absurde et utiliser I'identité : pour k > 1,

¥ —1=(a— e T+ ab 24 4 1).

b) Pour étudier la réciproque on utilisera un programme qui déterminera,
pour 2 < n <13, ¢ le nombre u, est premier.

c) Montrer que si u, est premier alors 2" 1y, est parfait. Quels sont
les nombres parfaits qui sont obtenus de cette facon ? (2 < n < 15).

Remarque. — Les nombres premiers de la forme u, = 2" — 1 sont
appelés nombres premiers de Mersenne. 11 est démontré que tout nombre
parfait pair s'obtient a partir d'un nombre premier de Mersenne comme
en 2.c. Mais on ne sait pas s’il existe une infinité de nombres premiers de
Mersenne, s'il existe une infinité de nombres parfaits, s'il existe un nombre
parfait impair.

3. — Deux nombres m et n sont dits amss si la somme des diviseurs
de m, m non compris, est égale a n et si la somme des diviseurs de n. n
non compris, est égale a m. c’est-a-dire si o(m) = m +n = o(n). A 'aide
d’un programme déterminer les nombres amis compris entre 1 et 1000.

R
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Chapitre 11

CONGRUENCES
1. Le théoreme de Lagrange. - Soit H un sous-groupe d’un

groupe . La relation R définie sur G par
tRy = 2 'ye H

est une relation d’équivalence. En effet cette relation est
— réflexive : Vo € G.o7 e € H.
----- symétrique : Vo.y € G.si v 'y € H alors y ' € H.
— transitive : Vo,y,z € G.si v 7ly e Het y 'z € H alors 7'z € H.
La classe d'équivalence d'un ¢lément o de G est, par définition,
I'ensemble des éléments y de G tels que a ™'y soit élément de H :

aly="h (heH).

C’est donce U'ensemble

aH ={ah. heH}

appelé classe a droite modulo H. L'ensemble quotient est 'ensemble des
classes a droite modulo H. Il est noté G/H.

Si E est un ensemble fini on note zE le nombre d’éléments de FE.
Supposons le groupe G fini. alors H est fini. Pour a fixé dans G,
Iapplication

H — aH

h —s ah

est une bijection, donc {(«H) = :H : le nombre d’éléments de chacune
des classes est égal au nombre d'éléments de H.

On appelle ordre de G le nombre G d'éléments de G, ordre de H le
nombre 1H d’éléments de H. indice de H dans G le nombre de classes a
droite modulo H. c’est a dire le nombre déléments de 'ensemble quotient
G/H. Onle note G: H. ainsi G H = (G /H).

Comme les classes définissent e partition de G, Uovdre de G est égal
au produit de l'ordre de H par 'indice de H dans G.

G o= (G H)(:H ).

) ()



II. Congruences

En conséquence nous pouvons énoncer :

THEOREME 1.1. —  Dans un groupe fini, Lordre d'un sous-groupe
divise Uordre du groupe.

Soient G et G' deux groupes dont les lois sont notées multiplicativement.
Si f est une application de G dans G’ telle que
Vi,ye G fley) = fla)fly),

on dit que f est un homomorphisme de G dans G'. On a alors

flg) =1
fla™" = flao)y . Ve e G.

Par exemple les applications

exp (R, +) — (RL.x)
In: (RL.x) — (R, +)

sont des homomorphismes.

Soit f un homomorphisme de groupes de G dans G'. L’ensemble
Ker f = f~1{1¢}, appelé noyau de f. est un sous-groupe de G. De méme
I'ensemble image f(G) est un sous-groupe de G'. En effet, si z,y € Ker f,
on vérifie qualors xy~! € Ker f :

Flay™) = )t 1= fo (F)™") =16

Soit G un groupe, a un élément fixé dans G et soit f 'application de Z
dans G et définie par f(n) = «". L'application f est un homomorphisme
du groupe (Z, +) dans le groupe (G, x). Son noyau est un sous-groupe de
Z. 1l est done de la forme mZ, ou m € N. Supposons m = 0. On a alors

Ker f = {0}

et f est une application injective. Ceci n'est possible que si G est infini.
Si G est un groupe fini, on a nécessairement m > 0, et, pour un entier k,

ak =1, == ke ml.
L’entier m est le plus petit entier strictement positif tel que ™ = 1: m est
appelé ordre de a. Le sous-groupe image est le sous-groupe H engendré

par a. Il est de la forme

H={l.ada. . ...a" ).



2. Congruences

L’ordre de H est m. et ¢’est aussi Uovdre de a. Ainsi on déduit du théoreme
précedent que m divise l'ordre de G. Ce résultat s'énonce:

THEOREME 1.2 (LAGRANGE). — Dans un groupe fini, l'ordre d un
élément divise lordre du groupe.

Ezemple. — L’ensemble Gy des permutations de {1, 2, 3} est un groupe
pour la composition des permutations et 163 = 6. Les valeurs possibles
de l'ordre d'une permutation de &3 sont 1.2.3 ou 6. Par exemple :

123 123
ordre de Id =1, ordre de | =2 . ordre de = 3.
132 231
2. Congruences. — Soit n un entier, n > 2. La relation R définie

dans Z par

aRb == n divise a — b

est une relation d’équivalence. On dit que a et b sont congrus modulo n
et on écrit
a = b (mod n).

Cette relation d’équivalence est associée au sous-groupe H = nZ de G = Z.

L’ensemble quotient est noté Z/nZ. La classe d'un entier a est notée a :

= {beZ | b=a(modn)}
et nous avons
Z/NZ:{_(S.I ..... n—1} 1 Z/nZ =n.

Par exemple 'heure est comptée dans Z/24Z ou dans Z/12Z.

PROPOSITION 2.1. —  Soit n un entier > 2 et sotent a, b, ¢, d des
entiers tels que
a =00 (mod n). ¢=d (mod n),

alors

I

a-+c=b+d{mod n). ac=bd (mod n).

En effet si n divise a — b et ¢ — d_ il divise leur somme (a —b)+ (c—d) =
(a+c¢)—(b+d). De meme n divise (¢ —bie et ble—d) et done leur somme
ac — bd. ]

Cette proposition signifie ¢ue la relation d'équivalence R est compatible
avec la structure d'anneau de Z. Par suite en posant

a-+b=a+b

a b= ab
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I1. Congruences

on définit dans Z/nZ une structure d'annean. Cet anneau est commutatif
et fini. De plus.

— 0 est élément neutre de Uaddition.

— (—a) = —a.

— 1 est I"élément neutre pour la multiplication.

Voici les tables daddition et de multiplication dans Z/nZ pour n = 6
et n =25

Table d'addition de Z/67 :

01T 213|445
1123|450
2103 14301
31510112
451011218
5101112314

Table de multiplication de Z/6Z:

172131453
21470211
310113103
T 1210423
5111313 |1

Table d'addition dans Z/52:

0| 1T ]2 3 1%
T 12131310
203 0101
3010132
£l 0 T 2 3

Table de multiplication dans Z/5Z:

o
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2. Congruences

1123 | 4
2 | 4| 1|3
31T 42
413121

PROPOSITION 2.2. — Soit n un entier > 2. L'ensemble des éléments
wnversibles de Uanneaw Z/nd est un groupe pour la multiplication, noté

(Z/nZ)*.
Par exemple les éléments inversibles de Z/6Z sont Tets: (Z/62)" =
{1,5}, les éléments inversibles de Z/5Z sont 1,2,3 et 4 : (Z/5Z)* =

{1,2.3,4}.

Pour démontrer la proposition 2.2 il suffit de remarquer que :

- -1

a) st a est inversible, alors son inverse a est aussi inversible., d’inverse

a b
) . - T 0 . . e _l e _‘] -

b) si a et b sont inversibles. d'inverses « et b, alors ab est
. . .. - ] T l
inversible, d'inverse a b . [

PROPOSITION 2.3. — Dans Z/nZ. pour que a soit inversible, il faut
et ol suffit que a soit premier avee n.

a) Si a est inversible dans Z/nZ. il existe b dans Z tel que

ab = 1{mod n)
ab=14+hkn . oukel,
ab— hkn =
D’apres le théoreme de Bézout. a et n sont alors premiers entre eux.
b) Réciproquement, si « et 1 sont premiers entre eux, il existe des
entiers u et v tels que
au e = 1.

aun =1 {mod n).

et u est alors 'inverse de a dans Z/nZ. [
PROPOSITION 2.4. —  Si p cst un nombre premier, Z/pd est un
coTps.
En effet, tout élément non nul de Z/pZ est alors inversible. et (Z/pZ)* =

{1,2,....p—1}. ]



II. Congruences

3. Systemes de congruences. — Un systeme de congruence est un
systeme d’équations de la forme

\ r=a (mod m)
(S5)

r=b (mod n).

THEOREME 3.1 (THEOREME DU RESTE CHINOIS). —  Soient m
et n deuz entiers premicrs entre eur (m.n > 2). Pour tout couple (a,b)
d’entiers, le systeme (S) admet des solutions entiéres. Deuz solutions
quelconques different dun multiple de mn.

Nous donnons deux démonstrations de ce theoreme.

Premaére démonstration. — Soit f I'application naturelle de Z dans

Z/mZ x Z/nl, telle que

fla) = (a.b)

s1 et seulement si
r = a (mod m)

r = Db (mod n).
L’application f est un homomorphisme d'anneaux. Son noyau f~1{(0,0)}

est I'ensemble des entiers a la fois multiples de m et de n., c’est donc mnZ.
Soit ¢ l'application naturelle de Z dans Z/mnZ, telle que

g(x) = ¢ si et seulement si v = ¢ (mod mn).

L’application g est un homomorphisme d'anneaux. Elle est surjective. De
plus, pour deux entiers x et @' quelconques,

flz) = f(a") si et seulement si gla) = g(a').

On peut done définiv wne application b @ Z/mnZ — Z/mZ x Z/nl,

telle que. pour ¢ dans Z/wmnl. hic) = (; by s1 et seulement s1 ¢ = g(a)
et (a,b) = f(a), v € Z. ¢c'est a dive que f = hog. L'application h

est un homomorphisme d’anneau. elle est injective. Puisque les ensembles
Z/mnlZ et Z/mZxZ/nZ ont le méme nombre d’éléments, a savoir mn, cette
application h est bijective. Il en résulte que application f est surjective.
Le théoreme du reste chinois est ainsi démontré.

Deuzieme démonstration. La démonstration précédente n'est pas
constructive. Par contre la démonstration qui suit fournit un algorithme
pour le calcul des solutions.
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3. Systemes de congruences

a) Etant donnés des entiers m et n premiers entre eux, il existe, d’apres
le théoreme de BEzouT. des entiers u et v tels que

e+ ne = 1.

Alors

mula —b)+ nv(a—D>b) =a—>b

et
b+nvia—>0)=a+mulb—a).
En posant
vla—by=k., wb—a)="n et x=a+hm=>b+ kn,
on peut écrire
= o (mod m)
r =0 (mod n).

b) Soient x et 2’ deux solutions du svsteme de coneruence (5).
. L) \

r =a (mod m). &' =a (mod m)
r =b (mod n). ' =b (mod n)

Alors

r—2' =0 (modm)et x—2" =0 (modn)
Le théoreme de Gauss montre qu'alors
r— 2" =0 (mod mn).
¢) Les solutions du systeme de congruence (S) sont donc de la forme

r o= 1y + kmn

ou xg est une solution particulicre et k un entier quelconque.
On peut remarquer que, si u et ¢ sont des entiers tels que

PR ==

alors le nombre

rg o= o+ anv



IT. Congruences
est une solution particuliere du svsteme, car

nv =1 (mod m).

Ty = avn (mod m) = a (mod m).

De meme

g = b (mod n).

Remarque. — A Torigine la résolution de systemes de congruences est
liée a des problemes de calendrier du type snivant : a supposer que les
mois aient tous 30 jours et sachant que le 1% janvier est un lundi, quels
sont les vendredi 13 7

Ezemple. — Résolution du systeme de congruence :

(S)

r =1 (mod 9)

o= 2 (mod 7).

Les entiers 9 et 7 sont premiers entre cux. le systéme admet done des
solutions entieres. De plus, lidentité de Bézout

Qu-+Tv=1
est vérifiée pour u = —3 et v = 4. Le nombre
Tog =2 X9OX(—3)+Txd=-26

est donc une solution particuliere du systeme. Les solutions de (S) sont
de la forme
r=03k—-26. oukel.

4. Indicatrice d’Euler. Soit n un entier (n > 2). On appelle

indicatrice d'Fuler, et on note »(n). le nombre d'éléments inversibles de
Z/nZ :
clny=dZ/nd)".

Par convention. on pose p(1) = 1. Par exemple, p(6) = 2. ©(5) = 4.
Lorsque p est premier. Z/pZ est un corps,

(Z/pl)" = {?5 ..... p—1},
donc ¢(p)=p—1.

oYa
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4. Indicatrice d'Euler

THEOREME 4.1 (EULER). —  Soient n un entier n > 2 et a un
entier premier avec n. Alors

a”" =1 (mod n).

I suffit d’appliquer le théoreme de LAGRANGE au groupe G(Z/nZ)* :
Pentier a étant premier avec n, a est élément de (Z/nZ)*, et son ordre d
divise ¢(n), ordre de (Z/nZ)*.

w(n) =dk. avec k&N,

D’ou
'™ = (% = 1 (mod n).
THEOREME 4.2 (FPERMAT). —  Soit p un nombre premier, et a un

entier quelconque. Alors

a” = a (mod pJ.
a) Supposons que a ne soit pas divisible par p. Alors @ est premier avec
p et, d’apres le théoréme d’EvLER.

a*P) = a""t =1 (mod p).

D’ou

a’ = a (mod p).

b) Supposons que a soit divisible par p. Alors
a’ = a =0 (mod p).

L’énoncé est done vérifié pour tout « entier.
2 0y .. . . N . . .
THEOREME 4.3. —  Lndicatrice d Euler est multiplicative dans le
sens swwant : sun et sont dewr entiers premiers entre euz, (m,n > 2),

alors

clmor) = gim)eln).

En effet. dans la premicre démonstration du théoréme chinois nous
avons défini un isomorphisme d'annean h de Z/mnZ sur Z/mZ x Z/nZ.
Par restriction on en déduit un isomorphisme de groupe h de (Z/mnZ)* sur
(Z/mZ)" x (Z/nZ)*. Par conséquent les groupes (Z/mnZ)* et (Z/mZ)* x

(Z/nZ)* ont le meme nombre 'éléments :

Sl = plm)e(n),



II. Congruences

PROPOSITION 4.4. —  Si p est un nombre premier, et o un entier
(a2 1),
Ay =(p—1)p""

Soit p un nombre premier. Si o = 1. on sait que Z/pZ est un corps et
elp)=p—1. Sta>2,

L/p“L = {ité....,p,p%*l ..... 2p.2p 41,0 p® —p,...,po —1}

. Les éléments non inversibles de Z/p®Z sont les multiples de p :

0.p,2p,....p% —p=p(p—1 —1).

Leur nombre est p®~!. Donc

[

COROLLAIRE 4.5. — 57 la décomposition en facteurs premiers d ’un

entier n s’'écrit
Gy (V9

n=plips’...ppt

alors \ . - »
pn) =(p1—1p (p2 = 1)py* ™ oo(pe = Dip* ™

—i Il -2

P

pln

D’apres le théoréme
3 ap )

eln) = 2(p 2 ps?) o e(phF ).

et, d’apres la proposition.

olpf )y =(p; = 1 re 1.k
d’on le résultat :
k L 1 k 1
wln) = H(p; L Hp;”('l - 1—)—) = nH(l -~ p—)
1= = ! =1 !

Exemples. -
— Sin e« N*!p(-zn‘) — -_)‘n-l'
—= 816 = 2" x 3 x 17 d'ott »(816) = 2% x 2 x 16 = 256.

o
o0



Exercices

EXERCICES

(Ezercices sur la section 1)

1. — Onrappelle quun groupe fini G est cyclique s'il existe un élément
x pour lequel
1 2 -
s={l,a.a% L "

x est générateur de G et n est son ordre. Soient G un groupe cyclique
d’ordre n, et ' un groupe cyclique d’ordre m. les entiers m et n étant
premiers entre eux. Montrer que G x I\ est un groupe cyclique d’ordre
mn.

2.~ Onpose G, = {z € C.2" = 1}. Muni de la multiplication,
Iensemble G, est un groupe isomorphe au groupe additif Z/nZ. Les
eléments de G, s'écrivent :

e K . ]\7 e /Z\’
=69 =cos 27— +isin2x—, hk=0,1,...n— 1.
" n

Les nombres zj sont appelés racines n-iemes de ['unité.

a) On suppose que n = 12, Quels sont les ordres des éléments zg, 29, 210
?

b) Expliquer comment, en général, on détermine 'ordre de zj,, élément
de G,,. On suppose que n = 255. Quel est l'ordre de z45 ?

¢) Une racine n-ieme de I'unité est dite primitive si son ordre est égal
a n. Supposons que n = 12. Quelles sont les racines primitives ?

d) Soient m et rn deux entiers positifs premiers entre eux. Soient o une
racine primitive, élément du groupe G, .et 3 une racine primitive, élément
du groupe G,. Montrer que le produit v = a3 est une racine primitive,
élément du groupe G,,,. (On montrera par exemple que, si ¥¥ = 1, alors
o® appartient a G, et ensuite que mn divise k.)

(Exercices sur la section 2)

3. — Démontrer les propriétés suivantes des congruences ou a. b, ¢, d. m,
n sont des entiers (m,n > 2.

a) St a =b (modm)et c=d(mod m)alors a+c=b+d (modm).

b) Sia=b(modm)et c=d (modm) alors ac = bd (mod m).

¢) St ac = be (mod m)et (m.c) =1 alors a = b (mod m).

d) St ae = be (mod me) alors « = b (mod m) (¢ # 0).

e) Sim divise n et « = b (mod n) alors a = b (mod m).

f) Sta=b(modm).a=b{modnyet (m.n)=1alors a = b (mod mn).
4 . — Déterminer le reste de la division de 2473% par 7.
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II. Congruences

5 . — Déterminer le reste de la division de 2'137 par 17, le reste de la
division de 2137 par 13, et en déduire le reste de la division de 237 par
221.

6 . — Déterminer les inverses de 4 et 9 dans le groupe multiplicatif

(Z/13Z)*, puis montrer que 27° + 37% est divisible par 13.

7 . — Démontrer que :

a) 5 x 228 =1 (mod 641).
b) 5* = 2% (mod 641).

c) 641 divise 232 4 1.

8 . — Pour un entier n > 0 on note F,, le nombre 22" + 1.

a) Montrer que si un entier ¢ divise F,, Uordre de 2 dans le groupe
(Z/QZ)* est égal a o+l

b) Montrer que tout diviseur premier de F, est congru a 1 modulo 27+1,

9 . — Le but de cet exercice est de montrer que le seul entier n impair
qui divise 3" 4+ 1 est égal a 1. Soit n un entier impair strictement supérieur
a 1 tel que n divise 3" + 1.

a) Montrer que n ne peut pas étre premier.

b) Soit p le plus petit diviseur premier de n.

(i) Montrer que p > 3.

(i1) Soit 6 l'ordre de 3 dans dans (Z/pZ)*. Montrer que é divise p — 1
et 2n. Montrer que si & est lmpair il est égal a 1, et que si § est
pair il est 4gal a 2. En déduire une impossibilité et conclure.

10 . — Soit G un groupe commutatif fini. Soit x un élément de G
d’ordre m et y un élément de G d'ordre n.

a) Montrer que l'ordre de 2y divise le PPCM de m et n.

b) On suppose que (m,n) = 1. Montrer que xry est d'ordre mn et que
le sous-groupe engendré par ry contient x et y.

c) Montrer que dans le groupe additif Z/24Z on peut trouver des
éléments v et y d'ordre 12 tels que r + y soit d’ordre 2, 3 ou 6.

11 . — Soit p un nombre premier. Montrer que pour tout entier ¢,
1< ¢ <p—1Tentier C! est un multiple de p. En déduire que, pour des
entiers a et b quelconques.

(a+ D) =a’ + D" (mmod p).

Montrer que. si b” = b (mod pj. alors (b+1)" = b+ 1 (mod p). En déduire
le théoreme de FErvaT, énoncéd p. 37, Montrer que, pour tout entier k
positif et p > 2,

(1 +P\)“)L‘) =1+ p"" (mod p*t?).
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12 . — a) A quelle condition 'équation ax + b = 0 admet-elle des
solutions dans Z/nZ 7 Comment obtient-on toutes les solutions ?

b) Résoudre I'équation 1200 — 48 = 0 dans Z/2527.

¢) Donner une condition nécessaire et suffisante sur m (m € N*), a
et b (a.b € Z) pour que 'application v — ax -+ b soit une bijection de
Z/mZ dans lui-méme.

13 . — 1) Soit n un entier > 1. Prouver que

n” =n  (mod 10).
Montrer que, pour tout & > 1.
(1) =% (mod 10).
On désigne par zy, le chiffre des unités de n*. Déduire de la relation (1) que
la suite (2 )r>1 est périodique et que sa période p divise 4. Déterminer

les valeurs de p et les suites () )p>; pour n = 1.2.3,...,9. Les résultats
devront étre présentés dans un tableau comme ci-dessous :

M | p oy lao jos |2y {25 |26 |27 |28

[V

O 0 =1 O Ut ok W

2) Pour k > 1. entier. vérifier la congruence

2 42000 = 10 (mod 10

(2) (k4 20y = ] (mod 10).

a) En déduire que la suite (y;)n>; des chiffres des unités de k% est
périodique et que sa période divise 20.

b) Déterminer, en détaillant les caleuls, y19. 13, Y13

tableau. Qu'en concluez-vous ?



I1. Congruences

3) On note z; le chiffre des unités de (L*)*
a) Montrer que la suite (zp)r>; est également périodique, de période
divisant 20. -
b) En utilisant les résultats du 2) déterminer z19. 213, 215 et 21g.
c¢) Caleuler tous les zp pour 1 < & < 20. Quelle est la période de la
suite (23 )r>1 7

(Ezercices sur la section 3)

14 . — Trouver toutes les solutions @ dans Z des systemes :
a) =4 (mod 7)
r =9 (mod 11)
b) @ =5 (mod 12)
r = 8 (mod 15)
15 . — Déterminer le plus petit multiple de 7 qui est égal a 1 modulo

2,3,4,5et6.
16 . — Considérons les équations

T = ay (mod my)
=ay  (mod mo)

!

r=ay (mod ma ),

i

ou (my,ma) = (my,mz) = (ms.my) = 1. Posons M = mmymsy. Montrer
1

que l'entier == est inversible modulo m; pour i = 1,2, 3. Soit alors
K

2=

E\Jr -1
C; = (———) (mod m;), ©=1,23.

M5

Montrer que la somme a trois termes

M
¥ H— % iy —C;
iy

est une solution de (1). Montrer que deux solutions quelconques different
d'un multiple de M. Trouver le plus petit entier n > 0 vérifiant
n=2(mod3). n=3(mod>d)et n=2(mod 7).

17. a) Résoudre dans Z les deux équations suivantes,

Tr = 13 (mod 16).
4o =5 (mod 16).
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Exercices
b) Soit f application de Z dans Z/17Z définie par
f(n)=3" (mod 17).

Montrer que f est périodique. Quelle est sa période 7
c) Soit m, 1 < m < 16. Montrer quil existe un entier unique n,
0 <n <15, vérifiant

3" = m (mod 17).

On notera g 'application qui a Uentier m,1 < m < 16, fait correspondre
Uentier n, 0 < n < 15. Dresser le tableau des valeurs de ¢ :

771}12345...16
gm) | 0 1

d) Démontrer les propriétés suivantes :
(i) Sim = mymy (mod 17) alors g(m) = g(m) + g(my) (mod 16).
(i1) Soit k € Z, si m' = m* (mod 17) alors g(m') = kg(m) (mod 16).
e) En utilisant la fonction ¢
calculer 15'° (mod 17).
résoudre X7 =12 (mod 17).
résoudre X* =5 (mod 17).

(Ezercices sur la section /)

18 . — On désigne par ¢ Uindicatrice ’EULER. Montrer que tout entier
n est égal a la somme des o(d) ou d parcourt 'ensemble des diviseurs de
n.

19 . — Sotent a et b deux entiers positifs premiers entre eux, u et v
des entiers tels que au + b = 1. Montrer que

v=a”"7 (mod b)
- Yf(rll“f {5y 3
v =D (mod a).
20 . — Soit p un nombre premier. Montrer que pour tout entier ¢,

1 < ¢ <p—1Tentier €'} est un multiple de p. En déduire que, pour des
entiers a et b quelconques.

(a+ DY = a’ 4+ b (mod p).
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&

Montrer que, si b” = b (mod p), alors (b+1)? = b+1 (mod p). En déduire
le théoreme de FERMAT, énoncé p. 37. Montrer que, pour tout entier k
positif et p > 2,

(1 +p)("’k" =1+ ])H] (mod ])H‘Q ).

21 . — a) Montrer que l'équation ar+b = 0 admet au plus une solution
dans Z/pZ si p est premier.

b) Montrer que l'équation 2% = a admet au plus deux solutions dans
Z/pZ si p est premier.

c) Résoudre les équations suivantes :

2 = —1 (mod 65),
9

= =2, (mod 33).

fl

X

d) Soit p un nombre premier. Montrer par récurrence sur n que
I’équation
" a "V b ay, x4 a, =0,

dont les coefficients sont des éléments de Z/pZ, admet au plus n solutions
dans Z/pZ.
e) On suppose que p est premier et que d divise p — 1. Montrer que
I’équation
et =1

admet exactement d solutions dans Z/pZ. (Utiliser le théoréme d’EULER.)
Que se passe-t-il si d ne divise pas p —1 7

22 . — Soit p un nombre premier.
a) Soit a un élément d'ordre d dans le groupe (Z/pZ)* Montrer que
I’ensemble

contient tous les éléments d'ordre d de (Z/pZ)*. (Utiliser la partie d) de
Uexercice précédent.) En déduire quil v a au plus o(d) éléments d’ordred.
dans (Z/pZ)*.

b) Déduire de I'exercice 18 que si d divise p — 1. il v a exactement o(d)
éléments d'ordre d dans (Z/pZ)*.
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TRAVAUX PRATIQUES

1. Racines carrées de "unité. - On dit qu'un élément a de Z/nZ
est une racine carrée de 1 si

=1 dans Z/nZ,

et on note R, 'ensemble des racines carrées de 1 dans Z/nZ.

1. — Démontrer que R, est un sous-groupe du groupe (Z/nZ)* des
éléments inversibles de Z/nZ.

2. — Eecrire un programme qui calcule le nombre d’éléments de R,
et qui affiche les éléments de R, (on demande que ce programme soit
exécutable pour n assez grand, pour n = 1000 par exemple).

3. — On suppose 7 premier.

a) Conjecturer a l'aide de 2.- la liste des éléments de R,,.

b) Démontrer cette conjecture et préciser le groupe bien connu isomor-
ea

phe a R,.

— On suppose que n = p", avec p premier et p # 2, m entier et
{

a) Conjecturer la liste des éléments de R, a l'aide de 2.-.
b) Démontrer cette conjecture par récurrence sur m, en utilisant la
remarque :

= I{mod p™) = = 1(mod pm—1 ).

Préciser le groupe bhien connu isomorphe a I,.

5. — On suppose que n = 2" m entier et m > 2

a) Conjecturer a l'aide de 2.- le nombre d’éléments de R,.

b) Démontrer la conjecture pour n = 4. Préciser le groupe bien connu
isomorphe a Ry.

¢) Vérifier que :

(2™ — 1) = L(mod 2™ ") et (27 + 1)* = L(mod 2™F1).

d) Démontrer la conjecture pour n = 8, puis par récurrence sur m pour
n =2". (On utilisera la remarque de 4 b.)

e) Ecrirve la table de multiplication du groupe Rom  (m > 2) et celle
du groupe Z/27 x 7/217.

Les comparer.

6. — Solent n et m deux entiers premiers entre eux.
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a) Conjecturer une relation entre le nombre d’éléments de R,. R,, et
Rym.

b) Soit f 'application de Z dans Z/nZ x Z/mZ qui a x associe le couple
(a,b) ot a est la classe de = dans Z/nZ et b est la classe de » dans Z/mZ.

Montrer que si 22 = 1(mod mn) alors ¢ appartient a R, et b appartient
a Rm,'

Si (a,b) appartient a R, x R,,. déterminer 'ensemble des = € Z tels
que f(z) = (a,b).

En déduire une bijection de R,,, sur R, x R,,. Montrer que cette
bijection est un isomorphisme de groupes.

La conjecture est-elle démontrée 7

¢) Exemple : Soit n = 5'% et 1 = 3. Déterminer les éléments de R,,,,.
(On les exprimera a l'aide des puissances de 5.)

7. — Soit n un entier quelconque (n > 2).

a) Calculer le nombre d’éléments de R, en fonction du nombre de
facteurs premiers et de la puissance de 2 intervenant dans la décomposition
en facteurs premiers de n.

b) Vérifier ce résultat en utilisant le programme écrit en 2.- et une
procédure calculant les éléments de la décomposition en facteurs premiers
de n intervenant dans la formule ci-dessus.

¢) Démontrer que R, est isomorphe a (Z/2Z)*"™) ou I'on précisera la
valeur de l'entier a(n).

2. Cryptographie. La cryptographie (du grec kruptos, cache,
et graphein, écriture) est la science du codage et du déchiffrement des
messages codés. L'arithmétique de 'anneau Z/nZ des entiers modulo n
fournit des systemes de codage.

1. Codage par multiplication. - La méthode de codage utilise la
multiplication modulo 26 par un entier inversible modulo 26. Il y a
©(26) = 12 entiers inversibles modulo 26.

Par exemple, soit a coder le message BONJOUR.

a) On remplace chaque lettre par son rang dans 'alphabet :

21514 10 15 21 18.

b) On multiplie chacun des nombres par 7 modulo 26. Comme 7 est
inversible modulo 26. la mnltiplication par 7 modulo 26 est une bijection
de Z/26Z. On obtient

1412018117 22,

Le nombre 7 est la clé de codage.
¢) Pour décoder ce message on multiplie chacun des nombres par 15 qui
est I'inverse de 7 modulo 26. Le nombre 15 est la clé de décodage.

46



Travaux pratiques

Eecrire un programme qui vous dira si un entier h est inversible modulo
n et qui calculera son inverse modulo n. Il s’agit essentiellement de
Ialgorithme d’Euclide.

2. Les chaines de caractéres. — Pour écrire un programme effectuant le
codage et le décodage, on utilisera des variables de type STRING (chaine
de caracteres), et certaines fonctions opérant sur ce type de variable
LENGTH, CONCAT, POS. COPY.

La déclaration d'une variable de type STRING se fait comme suit

var phrase:string[40];

Le nombre 40 indique le nombre maximum de caracteres que la chaine
de caracteres affectée a la variable dans le programme peut contenir. Ce
nombre est limité a 80.

a) Ecrire le programme suivant

program western:
var phrase:string[40];
Linteger:

BEGIN

phrase:='le train sifflera trois fois';
:=length(phrase);

writeln(phrase):

write(L):

END.

Exécuter ce programme. LENGTH est une fonction d'une variable de
type STRING a veleur de type INTEGER.

b) Modifier le programme comme suit

program western:
var phrasel.,phrase2.phrase:string[40];

BEGIN

phrasel:='le train siflera ';
phrase2:="trois fois';
phrase:=concat(phrasel,phrase2};
writeln(phrasel ):
writeln(phrase?):

write(phrase):

END.

Exécuter ce programme. La fonction CONCAT assemble ou concatene
deux, ou plus de deux chaines de caracteres. pour en faire une chaine
unique.
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¢) Modifier le programme comme suit

program western:
var phrase:string[40]:
pinteger:
BEGIN
phrase:='le train sifflera trois fois';
p:=pos('trois’ phrase):
writeln(phrase):
write(p):

END.

Exécuter ce programme. La valeur retournée par POS est un entier qui
indique la position de la premiere occurence de la chaine 'TROIS' dans la
chaine PHRASE.

d) Modifier le programme comme suit

program westeri;
rar phrase,partie:string[40];

BEGIN

phrase:='le train siflera trois fois’;
partie:=copy(phrase.10.8);
writeln(phrasej:

write{ partie):

END.

Exécuter ce programme. La valeur retournée par COPY est la sous-
chaine de la chaine PHRASE commengcant au 10° caractere et de longueur
8 caracteres.

Voici deux exemples de programmes qui seront utiles dans la suite

program alphanum:
const alpha="abedefghijklmnopqrstuvwxyz’;
var Listring[1];

Jinteger:

BEGIN

writeln('taper une lettye’):
readln(L);
Ji=pos(L.alpha):

write(]);

END.
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program numalpha:
const alpha='abcdefghijklmnopqrstuvwxyz’;

var jinteger;
L:string[1];
BEGIN
writeln ('donner un nombre compris entre 1 et 26’);
readln(j):
L:=copy(alpha.j.1):

write(L);
END.
8. Programme de codage par multiplication. — a) Ecrire un programme

de codage par muliiplication.

Entrées : la clé de codage (entier inversible modulo 26)
le message en clair (une chaine de caracteres,
constituée d'un seul mot)

Sorties : le message chiffré (un tableau d’entiers, de 20
entiers par exemple)

b) Ecrire un programme de décodage.

Entrées : la clé de décodage,
le message chiffré
Sortie : le message en clair
¢) Décoder le message suivant :
13171910 1723 11 1117415
sachant que la clé de codage est 17.
Décoder le message suivant
14324312163 12316 792316
sachant que la clé de codage est 11.
4. Codage par élévation o unc puissance. — La méthode utilise
I’élévation a une puissance modulo .
Soit ¢(n) U'indicatrice d'Euler de n. et soit h un entier premier avec
@¢(n). Il existe un entier & tel que
hk =1 (mod ¢(n)).

D’apres le théoreme d’'Euler. si ¢ est un entler premier avec n.,

((/h * =« (mod n).
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Par exemple, soit a coder le message LA DIAGONALE DU FOU.

a) On remplace chaque lettre par son rang dans l'alphabet augmenté
d’une unité de fagon a réserver le chiffre 1 pour les espaces entre les mots.
On obtient :

13215102816152136152217 16 22.

b) Choisissons n = 43. Nous avons »(n) = 42. Elevons chacun des

nombres a la puissance L = 5 modulo 43. On obtient
3132129253222138323136129391 372139

Le nombre 43 est la premiere clé de codage, le nombre 5 est la seconde
clé de codage.

c¢) Pour décoder ce message, on éleve chacun des nombres a la puissance
17 modulo 43. En effet 5 x 17 = 1 (mod 42). Les clés de décodage sont
n=43et k = 17.

Ecrire un programme qui éleve un entier a a la puissance h modulo n.
On utilisera un développement binaire de h.

5. Programme de codage par élévation a une puissance. — a) Ecrire
un programme de codage et un programme de décodage.

b) Décoder le message suivant :

6241 134124715441 2414241212425
sachant que les clés de codage sont 77 et 17.
Décoder le message suivant :

851139523126201 23513921
sachant que les clés de codage sont 55 et 33.
Décoder le message suivant :
5615954148261 133239

sachant que les clés de codage sont G5 et 5.
Décoder le message suivant

2020296196231115201942316106

sachant que les clés de codage sont 31 et 7.

On peut consulter

H. Leuning - D. JaxuBowicz - Mathématiques par linformatique
individuelle - Masson. 1982, Tome 1.

M. MioNoTTE ~ Cryptographic et arithmdtique -~ Revue du Palais de la
Découverte — vol. 11. nov. 1982, p. G4-71.

3. Développement décimal des rationnels. — Le rationnel 1:)3

est un nombre décimal qui peut s'éerire 2.6. Le rationnel ]3—;- n'est pas

un décimal. il peut s'écrire 2.818181...0u 2,81 pour exprimer que le
. cyye e s P . - 9 e

développement illimité est périodique. De meéme, = = 0, 381.

(et}

>
L'irrationnel © admet un développement decimal illimité non périodique
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dont seulement quelques milliers de décimales sont connues.

1. Développements décimauz. — On dit qu'un nombre réel r est un
nombre décimal 81l est égal au quotient d'un entier par une puissance de
10.

Démontrer qu'un nombre rationnel % ou p et ¢ sont des entiers premiers
entre eux, est un nombre décimal si et seulement si la décomposition en
facteurs premiers de ¢ ne comporte que des puissances de 2 et de 5.

On dit que le nombre réel r admet pour développement décimal

CpoonCoby o by,

i cpy...Co,01,....0j... sont des chiffres du systeme décimal, c’est a dire
0,1,2,...9, et si la suite des nombres décimaux

m

Ty = i: cr10% + Z 17‘,-10—-’..,

k=0 J=1

que l'on note x,, = ¢,...co,by.b, converge vers x quand m tend vers
Uinfini. Si les chiffres b; ne sont pas tous nuls a partir d'un certain rang
le développement décimal est dit illimité.

Montrer que tout nombre réel r admet un développement décimal.

Montrer que le nombre 1 admet deux développements décimaux dis-
tincts. Déterminer d’autres rationnels pour lesquels c’est le cas. Montrer
que le développement décimal ¢, ...co. by ... b;... d'un nombre réel est
déterminé de manicre unique si on suppose de plus que tous les chiffres b;
ne sont pas égaux a 9 a partir d’'un certain rang. Quels sont les nombres
réels dont le développement décimal est déterminé de manieére unique ?

2. Développements décimauz périodiques. — En effectuant les cal-
culs "a la main” déterminer les développements décimaux des nombres
rationnels ci-dessous

1522100 1 1 11 10
TTTT T 07147350 T

Soit ¢, ...co.by ... by .. le développement décimal du nombre réel z.
S'il existe des entiers A > 1 et 1 > 0 tels que
= HoZ i

by =Djqx.

pour j > p+ 1, le développement décimal est dit périodique. Dans ce cas,
apres avoir posé ay = byy1....,ax = b,4, on note

r=cpcoep by byay coay.
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Si A est le plus petit entier possédant cette propriété on Vappelle la
longueur de la période, et st 1 = 0, ou s b, = by, Ventier p est
la longueur de la prépériode. Par exemple 'écriture 0,3818 = 0,381
représente un développement décimal illimité dont la prépériode a pour
longueur 1 et la période 2.

Soit % un rationnel. ou p et ¢ sont des entiers premiers entre eux.
Montrer que si £ n'est pas décimal il admet un développement décimal
périodique illimité, qui s'obtient par une suite de divisions, et que la
longueur A de la période est strictement inférieure a ¢g. Quelle la valeur de
10* modulo ¢ ?

Ecrire une procédure “"développement” qui, étant donné un nombre
rationnel, décimal ou non, en donne un développement décimal sous la
forme

Cn...co by bpal . lay.

et affiche les longueurs de la période et de la prépériode.

Soit ¢y ... e, by ... b a7 @y un déveleppement décimal illimité pério-
dique d’un nombre réel v. Démontrer que 2 est rationnel et s’écrit sous la
forme

B A

() =T e o

ou A, B, C sont des entiers > 0 vérifiant
0<4<10*~1, B < 10",

Réciproquement montrer que si = est un nombre réel s’écrivant sous la
forme (), il admet un développement périodique illimité qui a une période
dont la longueur divise A et une prépériode dont la longueur est inférieure
ou égale a p. Donner un exemple ol la période (resp. la prépériode) a une
longueur inférieure a A (resp. p).

Ecrire une procédure "réduction”™ qui affiche sous forme d’une fraction
irréductible le rationnel dont le développement décimal périodique (illimité
ou non) est donné.

3. Propriétés de la période et de la prépériode d'un développement
décimal périodique. —  En utilisant 'éeriture (%) montrer que si 2
est une fraction irréductible représentant un nombre rationnel dont le
développement décimal est de la forme ¢, ... cy. a5 TN, alors

10% = 1 (mod ¢)

Soient ¢ un entier > 1. premier avee 10. et A Pordre de 10 dans le
groupe (Z/qZ)*. Montrer que toute fraction irréductible lql admet un
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développement décimal périodique dont la période a pour longueur X\ et
dont la prépériode est de longueur 0.

On décompose 'entier ¢ > 1 sous la forme ¢ = 2°5%¢;, ot ¢; > 1 et
est premier avec 10. Montrer que toute fraction irréductible g admet un
développement décimal périodique pour lequel on peut préciser en fonction
des nombres ¢1, ¢ et b la longuewr de la période et un majorant de la
longueur de la prépériode.

Ecrire une procédure “longueur”™ qui, étant donné un entier ¢, affiche
la longueur de la période dun développement décimal d'une fraction
irréductible L.

En employant, par exemple, U'instruction CASE OF et un menu écrire
un programmme permettant d’exécuter au choix I'une des trois procédures
ci-dessus. L'exécuter dans un nombre suffisamment varié de cas pour, en
particulier, vérifier la cohérence des longueurs obtenues par les procédures

“développement” et “longueur”.
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Chapitre I1T

FRACTIONS CONTINUES

1. Développement en fraction continue d’un nombre rationnel.
Considérons a nouveau l'algorithine ’ECCLIDE que nous avons étudié dans
la section 1 du chapitre I. Cet algorithme. qui permet le calcul du PGCD
de deux nombres a et b, consiste en une suite de divisions euclidiennes.

Par exemple, pour a = 39. b = 14.

14 =1x11+3
11 =3x342
3=1x2+41

2=2x1

Ainsi nous pouvons écrire :

39 11 1
LI

e R W
11
1 i
1+ ! R
11 11
3
1+ ! 1 !
-t 5 + —
3 - = 34+ —
5] 3
5
Finalement ,
39 1
I
14 1
1 -
(') + 1
IS N o
1
I+ =
9



[T Fractions continues
Cette formule permet de reconstituer la fraction % a partir de la suite
des quotients successifs 2.1.3.1.2.
Etudions les fractions obtenues a partir des suites {2}, {2,1}, {2,1,3},
{2,1,3,1} et {2,1.3,1.2} :

=2 =2
| 11 —
To=2 4 —— == 2.75
1 !
l"i'g
- 4
r3= 2+ L 1 2}5—:28
) S I
+3+1 39
l]-—- :ﬁ:.7785

Nous observons que
Ty < roy <y <xy < Iy.

Un développement en fraction continue est une expression de la forme

1
T = Iy -4
1
(ay +
(I-’_)—i’ .
.. 1
R
n
ou ag est un entier relatif, ay € Z. et ay..... a, sont des entiers positifs,
a,...a, € N*. On note @ = [ap: ay.....a,]. Deux questions se posent :
N 2 . ) N ’
1) Etant donné un nombre rationnel r = %, comment développer ce
nombre en fraction continue ? La question est de décrire un algorithme

permettant le calcul de la fraction {7)

2) Etant donnée la suite des nombres aq. ... a,. comment calculer le
nombre rationnel @ 7 La question est de déerive un algorithme permettant
le calcul de la fraction flf

La premiere question est résolue par algorithme d” Evcripe, Algo-
rithme (1) :

2 = g - . () < g < q.
q = dyrg by 0 <ry <rg,

T3 = Ope Uy B 1 ey 0< "p—1 < -2,
Fp—2 = Unlp—y. rno= 0.
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Les nombres ag.ay.....a, sont les quotients successifs, appelés quotients
partiels.

Programme. — Ceci donne en langage PAsCAL :

program Fractionl:
var p.pLl.p2..ql.q2.arala2.a dnteger;

BEGIN
write( 'p=" ") readln(p):
write('q="7 "): readln(q):
pli=0: ql:=1: r1:=p:
p2:=1: q2:=0: 12:=q:
repeat

ar=rl div r2:
pr=a®p2+pl:
q=a’q2+ql:

o

ri=-a*r2-+rl:

pli=p2 qli=q2: rl:=r2:

p2i=p: 2= 2=

writeln(a:4,” p:d.) T p/q:6:4);
unil r=0:

END.

Sion entre les nombres p = 789 et ¢ = 543. 'exécution de ce programme
donne

ay P s LL
1 1 1 1.0000
2 3 2 1.5000
4 13 9 1.4444
1 16 11 1.4545
4 i 53 1.4528
1 93 G4 1.4531
2 203 181 1.4530




II1 Fractions continues

Pour répondre a la deuxicme question considérons les nombres ra-
tionnels ., 0 <k < n. définis par

Jo = dg.

w1 = [agray] = ag + —.
ty
. 1
xy = [agial.a?] = ag + ——e
1
ly + e
(19
Ui = (Ui ap.. .. apl
;
Up == 0 = [y ..., (l”_;
Nous avons
ajag + 1
Uy =
(I]
ay(ayag +1) +ay
ro =
(Lo €Ly + 1

Algorithme (2) : Définissons les suites d'entiers pp et qp. —2 < k < n, par

les données initiales
P—2=0.g-0=1

p—1=1.¢-1 =0,

et les relations de réciurence. si b > 0.

Pk = apph—1 + Pr—2.

Qe = pqk—1 + Qk—2.

PROPOSITION 1.1. —  Pour 0 <l <n.

Pk
Lpo= o,
Ik

Ces nombres s’appellent fractions réduites ou réduites.

Démonstration. — Démontrons la proposition par récurrence sur k.
Nous venons de voir que la relation est vérifice pour & = 0. 1,2. Supposons
qu’elle soit vraie pour & et montrons qu'elle est vraie pour k + 1.

Remarquons que. si nous admettons que les nombres aq. . .. . a, puissent
prendre des valeurs rationnelles. nons pouvons éerire.,

1

gt

].

Ly = Gy Uy Ay



1 Fraction continue dun rationnel

de telle sorte que. d'apres I'hvpothese de réenrrence,

N
N - j)k
Ll = =7
l]k
avec
i ! .
Pr = & phe—1 + Pl—2,
! ! i
. = dpfk—1 T qh—2.
Ainsi ]
(ap + o= Pr—1 + Pi—2
Ly = - ] - .
Vg + oo V=1 =+ Q=2
g (Gppr—y F pr—2) + Pr—
Wy (O Gy + qr—2) + Q=1
kPl Tt Ph—1 Pl
Ut 1k T (k-1 qk+1
La proposition est bien démontrée. [
Puisque o = I;i Ialgorithme (2) permet le calcul des réduites d'un

nombre rationnel dont on connait le développement en fraction continue.



11T Fractions continues

Programme. — Ceci donne en langage Pascal :

program Fraction?2:

const n = 9;

var k. p.pl,p2.q.ql.¢2 : integer;
x o real:

a:array[0..n] of integer:

BEGIN
writeln(‘entrer 10 nombres entiers’):
for k:=0 to n do
read(a[k]):
writeln:
pl:=10; ¢l :=1:
p2:=1; ¢2:=0;
for k:=0 to n do

begin

pi=alk]*p2+ pl:

pli=p2 p2 = pm

q = alk]*¢2 4+ ¢1:

ql = q2: 42 := q:

o= plg:

writeln(k 4. "p: 4. g4
end:
END.

16 4):
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Si on entre les nombres 1,1.1.1.1,1.1. 1.1, 1, l'exécution de ce pro-
gramme donne

k Dk 4 Lk

0 1 1 1.0000
1 2 1 2.0000
2 3 2 1.5000
3 5 3 1.6667
4 8 S 1.6000
5 13 3 1.6250
6 21 13 1.6154
7 34 21 1.6190
8 55 34 1.6176
9 89 35 1.6182

Dans la suite de cette section nous allons étudier quelques propriétés
des réduites du développement en fraction continue d’un nombre rationnel.

PROPOSITION 1.2. —  Pour —1 <L <n,

Grpr—y = prgi—r = (—1)".

Démonstration. Partons des relations. pour 0 < k < n,

Pk = QpPr—1 + Pk—2-

Gk = Upqr—1 + Qh—2.

Multiplions les deux membres de la premiere égalité par gi—1. et ceux
o
de la deuxieme par p;.y. Par soustraction nous obtenons

qePk—~1 = PkQh—1 = = Qr—1Pk=2 = Ph=10k—2 )

Puisque qyp—1 — pog—y = 1. la proposition est ainsi démontrée par

récurrence. 0
COROLLAIRE 1.3. —  Les fractions riéduites {—;:— sont arréductibles.
Remarque. —  Soient p et ¢ des entiers. ¢ > 1. Considérons le

développement en fraction continue de o = £ Alors

p=dp,. q=dg,.
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111 Fractions continues

ou d est le PGCD de p et ¢.

PROPOSITION 1.4. —  La suite xg.209.24,... des réduites de rang
pair est croissante, la swite xy, 03,05, ... des réduites de rang impair est
décroissante. De plus pour tout k. vy

i

est situé entre Tp—g et Tp—q.
Cette proposition est une conséquence du lemme suivant :

LEMME 1.5. —

- l‘»
; (—1)
(1) Ty = L = ——.
Ghidh—1
. s Ly
(2) p = apen = (=1 —E
U Q-2
Démonstration. — Nous avons déja vu que

ePk—t = Pkql—1 = (f—l}k.

En divisant cette relation par ¢, ¢.—; nous obtenons (1).
Nous avons

) Pk Pl—2 Prk—2 — qkPr—2
T — Tp—p = — — ==

qe k-2 Yl k-2
lappr—1 A pr—2)qr—2 = (Apqr—1 + qh—2)Pr—2
B k-2
= (-1)f

Tk k=2
ce qui démontre (2). [

2. Développement en fraction continue d’un nombre réel. —
Commencons par observer que la division euclidienne de deux entiers p
et ¢
p=oaqg4+r.0<r <g.

peut s’écrire

e
(1 == ;_J\
q
7 ]
- {f_ =2 _,
q q q

o, pour un nombre réel v, [r] désigne la puartie entiere de z. et {2} la
partie “fractionnaire” :

v=e]+ {r}e]eZ.0 < {a} < 1.
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2 Fraction continue d’'un réel

Nous pouvons récrire 'algorithme d’EvcLIDE en calculant le PGCD de
p et ¢ comime suit :

Etant donnés denx entiers p et ¢, ¢ > 1. 'aleorithme construit une suite
(g, a1, ..., &, de nombres rationnels et une suite ag, ¢g. ... a, de nombres
entiers ; on pose

P

[N .
4

puis, pour £ = 0.1,2.... on répete les opérations

[ ]
i(lH
1

o — A

oy =

(& k41 =

tant que «p n'est pas un entier:

Nous remarquons que, sous cette forme, 'algorithme se généralise au
cas ou le rationnel (L]' est remplacé par un nombre réel r.

Algorithme (3): on pose

vy = U

puis, pour k£ = 0.1,2,.... on répete les opérations

ap = lag)

1
Cfeey =
o e
tant que ajp n’est pas un entier.
PROPOSITION 2.1. — L algorithme précédent s'arréte au bout d'un

nombre fini d’étapes si et seulement si le nombre x est rationnel.

En effet si @ = g est un rationnel, nous avons vu que l'algorithme
précédent n’est autre que 'algorithme d"Evcrine pour le caleul du PGCD
de p et q. Réciproquement. si l'algorithme s’arrete au bout de n étapes,

R ) f‘
-+

) 4
Uy
donc x est un nombre rationnel. 0
Ainsi, si 2 est irrationnel. 'algorithme (3) construit une suite infinie

d’entiers ag,ay, ... .y . ... avec a, > 1sin > 1.

63



III Fractions continues

Exemple. — Prenons @ = 3. alors

ag = 2] =1

g = e

ay = [ay] =1

Puisque 3 = (7, IIOUS avons
Ay = 1, g = >, ..., Afdg = U} -

La suite a, est périodique de période 2 a partir de n = 1, c’est la suite
suivante
1.1.2.1.2.1.2. 1, ...

Nous pouvons maintenant transposer dans le cadre des nombres réels
les questions que nous nous sommes posées au sujet du développement en
fractions continues des nombres rationnels.

Soit ag,ay,...,a,.... une suite d’entiers telle que a,, > 1 si n > 1.

Nous lui associons la suite z des nombres rationnels définis par

A [(/()2 A1y, ~("k}-

A \ . . .

THEROEME 2.2. — La swuite 1y est convergente. Sa limate est

un nombre irrationnel. S la swite «, est celle qui est construite par
Ualgorithme (3) a partir d un nombre irrationnel x. alors

I L=,
A

Dapres la relation (2) du lemme 1.4 la suite ao est croissante, et la
suite xoppq est décroissante. On déduit de plus de la relation (1) de ce
lemme que pour tous b et (

T < Tapgy.

Ainsi la suite 29y est croissante et majorée donc convergente, de meme
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2 Fraction continue d'un réel

que ces deux suites ont meme limite. D apres la relation (1) du lemme

1.4,
1

Lot — Agp =
G2k 2 k41

Des relations
go=1.q1 = ay. qn = apdr—1 + qr-2,
on déduit que q; > k. Par suite
hm (wopgy — w2p) = 0,
ke
ce qui montre bien que les deux suites ont meme limite.

Pour montrer que z est irrationnel raisonnons par 'absurde : supposons
que r = -’5—, p et g entiers, ¢ > 1. Nous avons

1
ao— l_”‘ < B
T2kq2k+1
d’ou
q
Pqze — qpar < ——.
q2k+1

Le premier nomhre est un entier > 0. et pour k assez grand le deuxieme
membre est < 1, d’ou la contradiction.

Soit # un nombre irrationnel et soient «, et «, les suites construites
par 'algorithme (3) a partir de x. Si nous autorisons que les quotients
partiels puissent prendre des valeurs réelles. nous pouvons écrire

r=lagiay. .. .. (s Gt ]

si bien que

- Pah 11 + i~

T Chpdn T 4n—1

donc
Pn®nty T Pu—i Pn
T — T, = : e
AnCpntdg T Gy dn
) ) \n
Pon—149n — Yn—1Pn - (“1)
((]n(—\ 141 + Gy )‘[n (%7”77»{% + Gn-—1 )(]n
et
I 1
e — oy < ————,
n+14n
puisque «, > a,. [:[
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Nous noterons

&= dgidy ... (pe .
PROPOSITION 2.3. — Soient dews suites (ag. ay....) et {bg, by, . by, .
telles que
[aosay, . apo...) = [boiby, . by,

Alors, pour tout n,a, = b,.

Démonstration. — Posons

vo=lagray, . ooan. ] =0 by by

Nous allons démontrer la proposition par récurrence :

1
Ty == Ay, Xy = (g o=,
ay
donc
1
ap < a < ay o+ —
y
et ag est la partie entiere de o, done ay = by, Supposons que ag = by,

ay = by,.... a, = D,. Nous avons

— Pnin4g -+ Pn-—1 o ]’n'jn—}»l +pn~]

GnCpty + Ggn— ’/n,‘-'}i)—kl + qn—1 /

o — .. 3 | . Ay o —
aved Gp4y — {([f,f,+}~(l,,_§.g.. ..}.A),Hq e ’J),H,l.]),,_}.z..‘.]. done Gy = »jn+1~
et par suite Upgq = bn—i-l- D

Programme. —— Le programme snivant excceute Ualgorithme (3).
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2 Fraction continue d'un réel

program Fraction3:

const eps = 0.00001:

var a,p.pl.p2.q,ql,¢2 : integer:
x,y, 2 real;

BEGIN

write( '@ =7"): readln( )

pl:=0: ¢l = 1:

p2:=1;¢2 = 0:

Y= 1

repeat
a = trunc(y):
pi=a*p2 4 pl:
pl = p2 p2 = p;
q = a* g2+ ql:
ql = q2: ¢2 1= ¢
z=p/q:

until abs(x — z) <= eps;

END.

writeln(a 1 4. " p 4] g4,
if y <>atheny:=1/(y—a);

16

4);

Si on entre le nombre + = 2.7182818. I'exécution de ce programme

donne

A Pk Uk y

2 2 1 2.0000
1 3 1 3.0000
2 S 3 2.6667
1 11 4 2.7500
1 19 T 27143
4 87 32 2.7188
1 106 39 2.7179
1 193 i1 2.7183
6 1264 465 2.7183




IIT Fractions continues

En conclusion nous avons montré que 'spplication qui a une suite
d’entiers (ag,ay.....a,....). associe le nombre v = [agiay, ... .a,,...]
est une bhijection des suites d'entiers a, telles que a, > 1 sin > 1 sur
I’ensemble des nombres irrationnels.

3. Fractions continues périodiques. — Nous avons déja remarqué
que le développement en fraction continne de /3 est périodique,

Il en est de meme du développement en fraction continue du nombre d’or,

1+V5
9

=[1:1.1.1,.. ]

Nous dirons que la suite a, est périodique sil existe des entiers m et k
tels que, pour n > m,

Upepfp = Uy

Nous noterons

[(l()ﬁ(l,l‘('lg ..... [ R Um-{-k—-l]

Par exemple

VT =1(2:1,1,1.4].

Le théoreme suivant, dit a Lagrange, nous dit quels sont les nombres
qui ont un développement en fraction continue périodique.

THEOREME 3.1. —  Le développement en fraction continue d un
nombre irrationnel o est périodique si et seulement 81« est un irrationnel
quadratique, ¢’est-a-dire si et seulernent si o est irrationnel et est racine
dune équation du second deqré d coefficients entiers,

da* 4+ Ba+C=0. A.B.CcZ.

Démonstration.
(a) Soit « un nombre irrationnel dont le développement en fraction
continue est périodique,

G = [(I()Z!fl} ..... [ AT L ¢ (,'1,77,4,]3__1}

Posons

(v =2 {”11: [ PRSRS R ]
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3 Fractions continues périodiques

et rappelons que
Py —1 -+ Pn—2

o=

Ann—1 1+ ¢n-2n

avec les notations des sections précédentes. Supposons d’abord que m = 0,
alors o = a, et donc
OPf—y + P2

o o= - .
A1+ Q-2

par suite «v est racine de 'équation
2, »
Q10"+ (Gr—2 = Pr—1)@ = pr—2 = 0,

Supposons maintenant m > 0. D’apres ce qui précede a,, est racine
d’une équation du second degré a coefficients entiers,

y 2 . ¢
440',,7 + B(.ln) + C = O. :‘l.B,C E Z
Or
oy P —1 +pm-—‘2
y == .
Qo -1 + G —2
ou
) Qm—1 = Pm—1
O =

-2 + Pm—2

Il en résulte que a est aussi racine d'une équation du second degré a
coeflicients entiers.

o

(b) Supposons que « soit racine d'une équation du second degré
coefficients entiers,

fla)y=20

avec
fle)=Ar* + Br +C.

ou A. B, C sont des entiers. 4 > 0. \ = B? — 44C est positif et n’est pas
un carré parfait.

Nous supposons d'abord que ¢ < 0. L'équation f(z) = 0 admet deux
racines de signes contraires. Nous supposons aussi que « est positif.
Construisons le développement en fraction continue de o a l'aide de
I'algorithme (3). Nous avons ay = [a]. ¢’est-a-dire

ag = sup{u € N| f(u) < 0}.
1

(U] 77 e
= (i

done f(ag + ;1—]-} = (). c'est-a-dire ¢ue oy est racine de 1'équation
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I11 Fractions continues

(A(l,.g + Bag + Cla? + (24ay + Blr + A = 0.

Posons

A1 = —(Aaj + Bag + C),
By = —(24ay + B).
Cy = —4.
file)= Ay2® + Byx + (.
Nous avons 4; > 0,C, < 0. et a; est la racine positive de 'équation
filx) = 0, par suite
ay = [aq] = sup{u € N|fi(u) < 0}.

Calculons le discriminant de fy :

Ay = B} — 44,
= (2A4ay + B)? — 4(.4(13 + Bag +C)A
B? —4AC = A.

i

En itérant la construction précédente nous obtenons une suite f, de
trinomes du second degré,

falzy = Aya? + Bua + C,

vérifiant A, > 0. C, < 0. A, = A,

Le nombre «,, est la racine positive de f,(x) = 0, et
an = supfu € N| f,(u) < 0}.

De plus, de l'égalité

B2 —44,C, = A
on déduit que
1 1 ,
1B, < VAL 0< 4, < 1A A 0 0.

Les valeurs possibles des entiers A,,. B,.C, sont donc en nombre fini.
Par suite, il existe des entiers et b tels que pour n 2 m,

.7‘":7—*»/{ == fn-

et donc aussi

Uy == (.
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4 Approximations rationnelles des réels

(¢) Il nous reste a montrer quon peut se ramener au cas ou a > 0
et C' < 0. Considerons 'ensemble Q@[VA] des nombres réels de la forme
a+ bV A, ou a et bsont des rationnels. @[V A] est un sous-corps de R. Le

conjugué d'un nombre ¥ = a + hV/ A\ est le nombre 2* = a — b/ A. Pour
deux nombres x et y de Q[VA] nous avous

I
+

(z +y)*
(xy)" = 2%y

et, si o # 0,

Nous avons
Qpn—1 ™ Pn-—1i

T 2 -+ Pn—2 '

oy, =

si bien que, pour tout n. o, est un élément de QVA], et

¥ G n—1 — Ppn—1

Q =
—0" G2 + pr-2

Gn—1 0 — Tp—y

Un-—2 o = Tpog '

ou z, désigne la n-ieme réduite de o et puisque la limite de 2, est «,

. w dn—2
lim o) —— = —1.
n—oc Mg,

II existe donc un entier N a partir duquel o < 0. Pour un tel n > 1,
a, > 0, et, les racines de I'équation f,(x) = 0 étant a, et o,

C =a,al <0

Ainsi nous pouvons appliquer les résultats du (b) a o, : le développe-
ment en fraction continue de a,, est périodique. Or

Yy, == [(fnl [CSURTE U }
donc le développement en fraction continue de o est également périodique.
4. Approximations rationnelles des nombres réels. - Les
fractions réduites &, dun nombre irrationnel @ sont de bonnes approx-

imations rationnelles du nombre réel x. Précisons d'abord ce que nous
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IIT Fractions continues

entendons par bonne approximation. Un nombre rationnel -;1,,(1 > 1, est
appelé bonne approzimation rationnelle du nombre réel x si

VieQl<h<ale—L<le—2
b q b

Avant de montrer que les fractions réduites sont de bonnes approxima-
tions rationnelles nous allons établir quelques propriétés d’approximation
de ces réduites.

PROPOSITIONS 4.1. — Soit v, = %’i la suite des réduites d’un
F L
nombre réel x, alors
(1) e — 2] < o = 2o
1 1
(11) —— e =2y € ———
{/n(f{n{-l +gn) ndn+1
Démonstration. — Soit v = [ag:ay. asy... ] le développement en fraction
continue du nombre r. Posons a,41 = [@,41:dpt2,...]. Nous pouvons

écrive v = [ag; ay,....ap, ypy. ot par suite

Gpt1Pn +]f)n—1
Cpnt1dn + Gn—1

De cette égalité on deéduit

Pn _ fn—1 . Pn—1

x =

Un CGoppy1Yn 4n—1

Puisque apqq > 1. ¢, > ¢, 1. U'inégalité (1) s'ensuit.
On en déduit aussi que

Pn (__1)77

r— =
4n (_[n("]n g + Gn—1 )
Car Pp—1¢n — Gn—1pn = (—1)" (Proposition 1.2). Puisque

Up < Gy < lpgg.

nous avons
Gn+1 < Ypiyay -+ Gu—1 < (n -+ Yn+1-

et I'inégalité (i) s’ensuit. §
THEOREME 4.2. —  Soit o un nombre réel. Les fractions réduites

de x sont de bonnes approrimations rationnelles de x.

-]
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4 Approximations rationnelles des réels

LEMME 4.3. —  Soit .0 > 1. un rationnel compris entre v,—1 et
Ty, alors D> g, + qn-y.

Démonstration. — Supposons n impair (pour n pair la démonstration
est analogue), nous avons alors

Pn—1 < a < !_)_7_7_

Gn—1 ) Z) In .

Par suite ag,—1 — bp,—; > 0. et puisque c’est un entier,
(1) aqy—1 —bp,—y > 1.

Pour la méme raison.
(2) bp, — aq, > 1.

Multiplions (1) par ¢, et (2) par ¢,—;. En ajoutant les inégalités
obtenues.
b(pn(jn-1 — YnPn-—1 ) Z Un + n—1,

et, pulsque ppgn-1 — ¢nPn—-1 = 1 (Proposition 1.2), b > g, + ¢n—1. i
Démontrons maintenant le théoreme 4.2, Montrons que x, = I[;i est

e n n
une bonne approximation rationnelle de a. Soit en effet y = $.0 > 1, un
rationnel tel que

=yl < o=,

D’apres l'inégalité (i) de la proposition 4.1, y est compris entre z,_; et

Ty, et, d'apres le lemme 4.3. b > ¢, + ¢p—1. done b > q,,. [
Ezemples. — Pour x = 7. nous avons

T=[3:7.15.1....],
p1 22 pa 335
7

{1

(1

' 48] ) 1—6‘6—"

99 a3:
done 22 et 332
i 10()

La réciproque du théoreme 4.2 est fausse. En effet lf- est une bonne

sont de bonnes approximations rationnelles de 7.

approximation de 7 mais n'est pas une réduite.  On peut cependant
énoncer une réciproque a condition de modifier la définition de bonne
approximation. Nous dirons guun nombre rationnel {-;.q > 1. est une
approrimation économique (on honie approximation de deuxieme espece)
du nombre réel x si.

a

Ve €Ql<b< g fqr—pl < |br—al
4
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On vérifie qu'une approximation économique de x est une bonne
approximation de .
2 > . . 7 " .
THEOREME 4.4. —  Les approzimations économiques d'un nombre

wrrationnel x sont les fractions réduites de x.

Démonstration.

(a) Soit § une approximation économique du nombre irrationnel z. Soit
& = [ag;ay, as, ...} le développement en fraction continue de x. En prenant
a = ag,b =1, nous obtenons

lgr — p| < | — ag].

et par suite

o — =] <o —apl.
q
dont on déduit que %} > ag = 1.
Supposons % * ’(—;—i- Puisque v — ay < -(;11- et ¢; = ap, nous avons

lpgr — qpi| > 1 et

Ll =]

lqr — pl < — <
ty q1
E'p.._gi < |‘.7_).__Z)..]..
B bt
‘ q' 4 4

I Ve ’
done IJ < 7. Finalement nous avons montré

)

AN
IN
A

Raisonnons maintenant par l'absurde : supposons que pour tout entier

n > 0, % + %1’— Il existe alors un entier n tel que ]q-’ soit compris entre
n . N ; .

Ty et 2,49, et d'apres le lemme 4.3, ¢ > ¢,,. Comme nous avons ou bien

Ty < Z{;— < Xppr < <a,.onbienr, <r<r, < g < ry—1. alors

; Yyt ' 1
1,,.“]_) Z‘L;le_)gz___,_
q Ur+1 q 4 Yn+1

o 1
gr > =
Uri+1

D’autre part. d'apres 'inégalité (it} de la proposition 4.1,
1

]
"jn'r“‘])n‘L < .
Gn-+1
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4 Approximations rationnelles des réels

On en déduit que

[gn2 = pal <lgr —pl,
et comme ¢, < ¢, cecl contredit le fait que 1([1 est une approximation
économique de z.

qr — p|, pour p € Z. et
1 < ¢ < ¢p. Ce minimum existe (et est unique car x est irrationnel). Il

(b) Fixons n et considérons le minimum de

est atteint en (a.b) et £ est done nne approximation économique de .
D’apres (a) c’est une réduite : & = {ﬁ— avec k< n. Nous voulons montrer

que k = n. D’apres I'inégalité (ii) de la proposition 4.1,

1

Qk + qrgr
1

Un+1 ’

ke — pi| >

[([n?(T - pnt <

donc gp + qre1 > qnar. ce qui implique que k = n. [

1

-1
~
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EXERCICES

(exercices sur la section 1)

1. — Déterminer le développement en fraction continue de 156;, et en
calculer les réduites.

2 . — Calculer le nombre rationnel » = [3:6,1, 7).

3. — Soit x = [agiay.....ay]. ag > 1. le développement en fraction

continue du nombre rationnel ». On note v = Iqlf les fractions réduites.

Quel est le développement en fraction continue de pp = 7 (Utiliser la

7 -
relation
n 1
=a n + ])71 -] )
1)”_-] Pn~2

(exercices sur la section 2)

4 . — Calculer le développement en fraction continue de x = /2,
T = \/z:)
5 . — Calculer les 4 premiers termes du développement en fraction

continue de 7, et calculer les réduites zq, x1, T2, 3.

6 . — On démontre que
e=1[21.21.1.4.1.1.6.1.1.8....].

Calculer les réduites vg, x1, 29, 3. Comparer les valeurs obtenues aux
premiers termes de la suite

. 1 1 1
Yn = +ﬂ+§+”.+;7,_!'
7. Soit = lagray.. ... a, ... le développement en fraction continue

d’un nombre irrationnel & # 0.

a) Quel est le développement en fraction continue de 3— 7 Quelle relation
existe-t-il entre les réduites de o et celles de % 7
b) Quel est le développement en fraction continue de —x 7 (On

distinguera deux cas suivant que ¢, > 1 ou ¢y = 1.)
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Exercices
(exercises sur la section 3)

8 . — Calculer les développements en fraction continue des nombres
sulvants

1+V3 14+V37T 13—2

2 3 {

9 . — Quels sont les nombres dont les développements en fraction
continue sont
2:1.5]. [2:1.3], [2:1.5] ?

10 . — Soit @ un entier positif. Déterminer le développement en
fraction continue de a? + 1.

11 . — Quels sont les nombres dont le développement en fraction
continue est périodique de période 1 ?



111 Fractions continues
TRAVAUX PRATIQUES

1. Approximations rationnelles des nombres réels. — Soit
x un nombre réel. Un nombre rationnel -Iql g > 1, est appelé bonne

approzimation rationnelle de x s1

vie@ 1<h<q o=l -4
b q b

1. — Eecrire un programme fournissant les bonnes approximations
rationnelles § d'un nombre réel x, pour ¢ < 200. Les résultats devront
s’aficher dans un tableau a 4 colonnes correspondant a p, q. 1(;- |z — *SI

Exécuter le programme pour » = ‘/"—i_l. v =7 .o = 7. Observer la
)

suite des nombres p, et la suite des nombres ¢ obtenus.

( M ' . oy g . S - A : - 2 J;
2. —  Ecrire un programme produisant les réduites % du
développement en fraction continue du nombre réel x jusqu’au rang n,

le plus petit entier tel que

Pn

(jn

| <107

|

Exécuter le programme pour a = -‘/——%:—1~ =7 etx=m.

Utiliser les programmes précédents pour conjecturer les réponses aux
questions suivantes :

(a) Les réduites sont-elles de bonnes approximations rationnelles 7

(b) Les bonnes approximations rationnelles sont-elles des réduites ?

3. — Quelles sont les bonnes approximations rationnelles {]—’ du nombre

7 vérifiant
p 333,

<
g 106

On vérifiera que les points correspondants de coordonnées (p;gq) sont
alignés, situés sur le segment de droite d’extrémités (3:1) et (333:106)
et que l'on passe d'un point au suivant par une translation de vecteur
(22:7).

4. — On propose de montrer que sl g est une bonne approximation
rationnelle du nombre o compris entre les fractions réduites i—;—:— et ;—:;ifi

alors
P A 41 + Pn

q gt + n
ol a est un entier vérifiant 0 < « < a,4». Supposons n pair et soit

Yy = %}’- une bonne approximation rationnelle de x située entre les fractions

-1
[o2]



Travaux pratiques

réduites 2, et x,42. Soit f la fonction définie pour ¢+ > 0 par

_ tPntr + Py
t’[n—{—l + Un

On pose yr = f(k), k € N. Montrer que f est croissante et qu'il existe un
nombre réel t, 0 <t < a4, tel que f(t) = y. Sit n’est pas un entier on
pose r = [t] (partie entiere de t). Montrer alors que

Tp <Yr <Y < Ypp1 < Tpgo ST

De l'inégalité

Y= Yr < Yrg1 — Yr,
déduire que ¢ > (r+ 1)g,41 + ¢n. et montrer que cela contredit le fait que
y est une bonne approximation rationnelle de 2.

5. — Un nombre rationnel 1;., g > 1. est une approzimation rationnelle
économique d’'un nombre réel r si

V({— €Q. 1<b<yq. [qv—p|>|ba —al
)

Ecrire un programme produisant les approximations économiques d'un
nombre réel x, pour ¢ < 200.
Observer les résultats sur plusieurs exemples. Enoncer une conjecture.

2. Développement en fraction continue de la racine d’une
équation du troisieme degré. Soit I’ un polynome du troisieme
degré a coefficients entiers. On suppose que
(i) P(0) > 0,

(ii) la fonction polynome associée @ P est strictement croissante sur R.

L’équation

Plzy=0

admet une racine unique o qui est strictement positive. On note ag la
partie entiere de a, c¢’est le plus grand entier tel que Plag) < 0.

1. — Ecrire une procédure (1) qui. étant donnés les quatre coefficients
de P, détermine ay.

est racine du polynome P; défini par

2. — Montrer que oy =
(i

3

).

¥ - 1
Pilr)=—2"Play + —
x

et que le polynome P vérifie aussi les propriétés (i) et (ii). Ecrire une
procédure (2) qui caleule les coefficients du polynome P a partir de ceux
du polynome P.

9



III Fractions continues

J.— On construit ainsi une suite de polynomes Py, Ps....P,,...
vérifiant (1) et (ii). Montrer que la procédure (1) appliquée au polynéme
P, détermine le n-ieme coefficient «, du développement en fraction
continue de la racine a de P.

4. — Eecrire un programme qui calcule avec une précision donnée la
racine d’'un polynome du troisieme degré vérifiant (i) et (ii), et qui affiche
les coefficients «,, du développement en fraction continue de cette racine.
alnsi que les réduites correspondantes.

Calculer les dix premiers termes du développement en fraction continue

de /2.

3. Développement en fraction continue de /d. — Soit
ar® +br+e=0

une équation du second degré a coefficients entiers. On suppose que

b . Ry . ’ . -, .
A = b — 4dac est positif, n'est pas un carré parfait et que ¢ est négatif.
On note « la racine positive de cette équation.

I. — En utilisant 'algorithme décrit dans la section 3, écrire un
programme qui calcule le développement en fraction continue de «.

Compléter ce programme de facon a obtenir la prépériode et la période
de ce développement,

a=lagiay.. ... Sy 7y S E—— Trip=1)-

2. — Soit d un entier positif qui n'est pas un carré parfait. Utiliser
le programme précédent pour le calcul du développement en fraction
continue de Vd. Exécuter ce caleul pour 200 < d < 250. Observer les

résultats. Comparer az_y et apqp,—;—; pour j = 1,....[2]. Enoncer des
conjectures.



Chapitre TV

POLYNOMES

1. D’anneau L[X]. — Soit I mn corps commutatif (par exemple
K =@Q. R, C, Z/pZ avec p premier). Un polynome a coefficients dans I
est une expression

PXY=ay+a X+ +a, X",

c’est a dire la donnée d'une suite d’éléments de I, nuls a partir d'un
certain rang :

P =(ag.ay..... a,,0.0....).

L’ensemble K[X] des polynomes a coefficients dans K est muni des
opérations suivantes :
a) Addition : si P et () sont deux polynomes,

P(~¥) = ”’0 + (/I_X' + .. + (II;.YI),
Q(_Y) =0y + b0 X 4+ [.)(I‘X'qf

leur somme P + Q) est égale a
(P + CJ)(*\') =co+a X+ + Cm#rm.

avec ¢ = ay + b, m = max(p, q).
b) Multiplication : le produit des polynomes P et @ est égal a

PQ(X)=dy+di X+ +dpX",

avec
k

’]k: Z (II'/)]':: E (I,,'])/‘._,'.

14 g=k =0

et n = pq.

L'ensemble N[X] est ainsi i d'une structure d'anneau commutatif.
Cet anneau est de plus unitaire (la constante 1 est I'élément neutre pour
la multiplication), et integre (si le produit PQ de deux polynomes P et ()
est nul, PQ = 0. soit P = 0. soit () = 0). On dit aussi que 'anneau KN[X]
n’a pas de diviseur de zéro.

o0
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IV. Polynomes
Si
P(X)=ag+a X+ +a, X",

avec a, # 0, alors n est appelé le degré de P, on note deg P = n. Le degré
du polynéme nul n’est pas défini. L'expression "deg P < n” signifie soit
que P # 0 et deg P < n, soit que P = (. Avec cette convention

deg( P + () < max(deg P.deg Q).
et si P et () ne sont pas nuls
deg( PQ) = deg P + deg Q.

Les éléments inversibles de I'anneaun V[ X] sont les polynoémes de degré 0,
c’est a dire les constantes non nulles.
A un polynome P.

P(Xy=ay+a; + - +a, X",

on associe une fonction polynéme : c’est 'application de K dans K définie
par
x— Pla)=ay+ayx+ - +apaz”.

Nous avons

(P4 Q)r)=Pla)+Qla),
(PQ)(x) = P(2)Q(z).

Supposons que le corps IV soit infini (K" = @, R, C, par exemple). Si pour
tout @ de I, P(x) = 0, nous verrons qu'alors P = 0, c’est a dire que tous
les coefficients de P sont nuls. Ce n'est pas vrai en général si I{ est fini.
En effet, si K = Z/pZ avec p premier, et si P(X) = X? — X, alors, pour
tout x de K, P(x) = 0. Cest précisément le théoreme de FERMAT ( cf.
Ch. II, théoreme 4.2) :
Voe Z, oV =2 (modp).

Etudions comment caleuler la valenr munérique d'un polynome a laide

de Valgorithme de Horner. Soit a caleuler

Plr)y=qas+ayo+ -+ aya”.

Le calcul brutal de cette expression nccessite



2. Division des polynomes

multiplications et n additions. Cette expression peut étre transformée
comme suit

Pl{x) = ap + Jt(m -+ z( ot a(an— Fxan) - ))

Sous cette forme son calcul nécessite n multiplications et n additions. De
plus cette méthode de calcul évite. lorsque n et a sont grands. P(x) petit,
des sommes algébriques de termes tres grands. Llalgorithime de HORNER
peut étre exécuté comine suit : on pose

by = ay,.

bpo1 =bpa 4+ ap—1,
[);‘v = ])1‘»_*,11‘ + g,

by = by + ag.

et alors Plz) = by.

2. Division des polynomes, plus grand commun diviseur.
Soit K un corps commutatif. et soit I[X] l'anneau des polynomes a
coefficients dans K. Il existe dans N[X] une division appelée division
euclidienne, ou division swivant les puissances croissantes.

THEOREME 2.1. —  Soient 4 et B deux polynémes de K[X]. B
étant non nul. Il existe deux polynomes Q et R uniques tels que

A=BQ+ R. deg R < deg B.

Q est le quotient. R le reste de lo division de A par B.

Démonstration.
a) Démontrons d abord 'unicité. Supposons que

A =DBO, + R, = BQs + R>.

avec deg Ry < deg B, deg By < degB. Si Q = Q2 — @y, R = Ry — Ry,
nous avons

BQ = R.
SiQ #0, deg BQ > deg B. or deg R < deg B. done Q =0 et R = 0.

o0
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IV. Polynomes
b) Montrons maintenant 'existence. Posons

AXV =0y +ay X + - + (I,"‘f"n',
BX)y=by+; X+ -+ ])])‘X’P.

avec b, # 0. Si degAd < degB. alors ) = 0 et R = A conviennent.
Supposons deg 4 > deg B (n > p). ¢t posons

AKX )= A(X) = X" PBX) = A(X) — Q) (X)B(X).

by

Si deg Ay < degB, alors @ = (; et R = A4; conviennent. Sinon on
recommence avec Ay a la place de A,

Ay =4 - QQB* d(’g‘ As < (1cg Ay

A chaque opération le degré de A; diminue au moins d'une unité. On
s’arréte lorsque deg Ay < deg B. Alors

Q=0Q,+Qs+ -+ Q. R= Ay,

conviennent. 0

Remarque. — Lorsqu’on divise un polynome P par le polynome X — «,
o € I, le reste est la constante R = P(«). La division euclidienne de P
par X — a fournit un algorithme pour le calcul de P(a) qui n'est autre
que 'algorithme de HORNER.

oD
e



2. Division des polynomes

Programme. — Le programme suivant exéeute la division euclidienne.

program Division-polynomes:
const n=>3;
type polynome=record
deg:integer:
coefrarray[0..n] of real;
end;
var  d.ej.k.pinteger:
a.b.q:polynome;

procedure lecture(var s:polynome):
var d,j:integer;

writeln( saisie du dividende’); lecture(a);
writeln(’saisie du diviseur’); lecture(b);
d = b.deg: e := a.deg—D.deg; ¢q.deg:= ¢;
for ki=e downto 0 do

for j ;=0 to (d—1) do

writeln:
for y :=0 to ¢ do

J

END.

writeln('r[ ) 0 1] =" acoet|j] 14 2 ]

writeln('q[".j : 1. ] =" q.coef[j] : 4 :

begin
write( quel est le degré 77);
readln(d); s.deg:=d;
writeln( quels sont les coefficients 77);
for j:=0 to d do
begin
write( ‘coef .j:2.7="7");
readln(s.coeffj]):
end:
end:
BEGIN

begin

g.coef[k] := a.coefd + k] /b.coef[d]:

for 7 := n downto k do

a.coef[j] := a.coef]j] — q.coef[k] # b.coef[j — kI
end;




IV. Polynomes

Ezemple.
AX) =X 4+2X° + 55X + 7X3 4+ X2 43X + 5,
B(X)=X*4+5X +3.
QIX)=X*+2X? -6,
R(X)=—-5X?+ 33X +23.

Soient P et () deux polynomes non nuls. le polynome @ divise le
polynome P ou (Q est un diviseur de P signifie qu’il existe un polynome
A tel que P = AQ. Remarquons que les constantes non nulles divisent
tout polynome. Si @ divise P, alors deg ) < deg P. Si @ divise P et si P
divise @), alors A est une constante non nulle A et Q = AP.

Nous allons maintenant déterminer 'ensemble des diviseurs communs
a deux polynomes.

THEOREME 2.2. — Soient P ¢t Q deus polynémes non nuls. Il existe
un polyndome D tel que les diviseurs communs a P et () sotent ezactement
les dwviseurs de D Le polynéme D est déterminé de fagon unique a la
multiplication pres par une constante non nulle.

Le polynome D est un plus grand commun diviseur de P et Q.
Démonstration. — Supposons deg () < deg P et effectuons la division
de P par @,
P =40+ R. deg R < deg Q.

Un polynome C divise P et @ si et seulement si € divise Q et R. Le
polynome D est obtenu par une suite de divisions, c’est 1'algorithme

d’Euclide :

P = 44()(2 -+ R(). (10% —RO < deg Q',
Q=A1Ro+ RRy. deg Ry < deg Ry,
Ry = ARy + R, deg Ry < deg Ry,

R,_5 = An Ry + Ry (1(‘?; R, < d(’é’; R, .
2 —_ >
Rn—‘z — ‘47711 1

On effectue les divisions jusqu’a trouver un reste nul, R, = 0, ce qui
se produit certainement puisque les degrés des restes forment une suite
d’entiers > 0 strictement décroissante. Finalement C divise P et ) si et
seulement C divise R, -1 : R,—1 est un PGCD de P et Q. [

Deux polynomes sont dits premiers entre eus si leurs seuls diviseurs
communs sont les constantes non nulles,

Exactement comme dans le cas de 'anneau Z des entiers on démontre
les énoncés suivants :

oo
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3. Racines d'un polynome

THEOREME 2.3 (BEzOUT). — Soit D un PGCD des polynomes A
et B. Il existe deux polynomes U et V tels que

D = AU + BV,

Pour que A et B sotent premiers entre euxs, il faut et suffit qu’'il existe
deuz polynomes U et V' tels que

AU+ BV =1

L’algorithme d’EucLIDE le montre et 'algorithme d’EvcLipE-BEZOUT
fournit les polynomes U et V.

Ezemple. — Les polynomes A(X) = X? +1, et B(X) = X — 1 sont
premiers entre eux,

X2+l - (X +1)(X ~-1)=2.

THEOREME 2.4 (GAUSS). —  Soient 4. B et C des polynémes. Si
A dimse BC et est premier avec B. alors A divise C.

La propriété suivante s'en déduit :

COROLLAIRE 2.5. —  Sile polynome A est premier avec chacun des
polynomes By, Bs,....B,. alors A cst premier avec le produit By By ... B,.

De plus le PGCD possede les propriétés suivantes :

1. — 81D estun PGCD de A et B. et s1 P est un polynome, alors
DP est un PGCD de AP ¢t BP.

2. — Sout D un diviseur commun a deuz polynémes A et B, A = DA’,
B = DB'. Pour que D soit un PGCD de A et B il faut et suffit que A" et

B’ soient premiers entre eu.

3. Racines d’un polynéme. Soit ' un corps commutatif. Une
racine d'un polyvnome P de N[ Y] est un élément « de IV tel que P(a) = 0.
Pour que « soit racine de P il faut et sutfit que P soit divisible par (X —a).
Un élément o de I est une racine dordre k du polynome P si P est
divisible par (X — a)* k41
soit racine d’ordre k de P il faut et suffit que

et n'est pas divisible par (X — o))", Pour que o

P(X)=(X —a)FQ(X).

ou () est un polynome tel que Q(a) # 0.
La dérmwée du polvnome

PXY=ay+a XN+ +a, X"

7
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IV. Polynomes
est le polynome
P(X)=a;+20:X + - +na, X",

et la dérivée k-1éme de P est le polynome

It

.
PPIY) = Z @{—7)—013& I

Si a est une racine de P d'ordre & > 2, alors a est racine de P' d’ordre
k—1. Si P et P’ sont premiers entre eux, alors les racines de P sont toutes
simples.

PROPOSITION 3.1 (FORMULE DE TAYLOR). — Soit P un polynéme
de degré n. Si o est un élément de I\,

n

P ’,“ k
P(X)= Z (—‘l—]-,—(—'\l—]-’“f)(a/).

- "’
k=0

Démonstration. — La formule du binome peut s’écrire
' J
I (Y — o N e 7=k
X'=((X—-a)+a) “Z(]\>(X o
k=0
S1
1
P(X)=> a,X/
J=0

il en résulte que

7=0 k=10
- (.\'—“)ki ! J—k
= a;o
k=0 e ':»U =k
£ ‘X— ] :
3! ]J“) P®(a)
k=0 A

i

De la formule de Tavior on déduit la caractérisation suivante des
racines d’ordre & d'un polynome :

Cfy
o0



3. Racines d'un polynome

PROPOSITION £.2. —  Pour que o soit vacine d’ordre k du polynome
P il faut et suffit que

Pla)=0. Plla)=0..... PEDia) =0, PP (a)#0.

PROPOSITION 3.3. — St ooy, Qo..... a, sont les racines d’un
polynome P, et si kj est Dordre de la racine o, alors

PX)=(X —a )" (X —a)" .. (X - a«'p)k"Q(X).;
ot Q est un polynome sans racine (dans I¥).

Démonstration. —  Le polynome P est divisible par chacun des
polynémes (X — a;)%. Puisque ceux-ci sont premiers entre eux, P est
divisible par leur produit.

P(X)=(X —a)" (X —a,)Q(X).

Si le polynome @ avait une racine, ce serait I'un des éléments aj, et ceci
contredirait le fait que «; est une racine d’ordre k;. 0
Par suite un polynome de degré n a au plus n racines, chacune étant
comptée un nombre de fois égal a son ordre. Si I{ est un corps infini deux
polynomes dont les fonctions polynomes associées sont égales pour tout
élément = de I\ sont égaux (c’est a dire qu'ils ont les mémes coefficients).
Lorsque le corps I est le corps des nombres complexes, K = C, la
situation est particulierement simple grace au théoreme de D’ALEMBERT-
GAUSS :
4 hS ~ \
THEOREME 3.4 (D’ALEMBERT-GAUSS). — Tout polynome a
coefficients compleres de degré > 1 admet au moins une racine complexe.
La démonstration de ce théoreme est difficile et nous ne la donnerons

pas ici.

COROLLAIRE 3.5. —  Soit P un polynome @ coefficients compleres

de degré n. Soient ay.....«a,. les racines de P, ky, ... k, leurs ordres.
Alors
ks - k - Y3
PX)=MX —a)" . (X —a,)™,
ou X\ est le coefficient de X7 et by + -+ + ky, = n.
Démonstration. —  Cela résulte de la proposition 3.3 et du théoreme

de D’ALEMBERT-GAUSS puisque dapres celui-ci un polynome de C[X] qui
n’admet pas de racine est une constante,

Soit f une fonction de n variables notées aq. aq.....a,. La fonction
f est dite symétrique si sa valenr ne change pas lorsqu’on permute les

9
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IV. Polynomes

variables. c’est a dire que pour toute permutation s du groupe symétrique
G,

f(a'suy Qg(2yse s Gyiny) = flag,ag, o ay).
Les fonctions symétriques suivantes sont appellées fonctions symétriques

Id I M
élémentaires,

oy =0y + oy oy,
o9 = g CHOFR
]

oy = 2 Q.

1< gLk

Opn = GGy ... Qy,.
Soit P un polynome de degré n a coefficients complexes,
P X)=ay+a; X+ +a, X"
PROPOSITION 3.6. —  Soient ay. a9, ..., ap les racines de P. Dans

cette suite chaque racine est répéiée un nombre de fois égal a son ordre.
Sotent o1, 09,...,0,., les fonctions symétriques élémentaires des racines,

alors ; ; u
n—1 Apn—2 yn 0
o] = — , 09 = ey Op = (=1 —,
p ay, n
Démonstration. — Ces formules s'obtiennent par identification a partir

de la relation
P(XV=as+a X+ +a,X"
= ap (N — oy (X —ag).. . (X —ay).

Pour n =2, P(X) = ag + a; X + a, X7,

oy
Oy = (] + Qg = ———_
as
g
Ty = Fylyy = ——,
(5]
- . - -2 i
Pour n =3. P(X)=ag+ a1 X + a2 X% + a3 X3,
23}
O = (V) g A oy == —
3
‘ al
Ty = o b oty + vy = —,
a3
Ly
Ty = V1 QgpQiy = — —,
(453
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4. Polynomes irréductibles

4. Polynoémes irréductibles. Décomposition en facteurs
irréductibles. —  Soit ' un corps commutatif. Un polynéme P de
K[X] est dit srréductible si deg P > 1 et s'il n'admet pas de diviseur Q tel
que

0 < deg@) < degP

I résulte de cette définition que les polynomes de degré 1 sont irréductibles.

Exemples.
a)Si K =@, P(X)= X?~2 est irréductible.
9

n'est pas irréductible, en effet

b)Si K =R. P(X)= X?

Il

(X = V2)(Y +V2),

Par contre P(X) = X? + 2 est irréductible.
¢)Si K =C, P(X)=X?42n’est pas irréductible,

P(X)

X2 42=(X —iV2)(X +iV2).

PROPOSITION 4.1. —  Soient P et Q deuz polynémes de K[X]. Si
P est irréductible, alors soit P divise QQ, soit P et Q sont premiers entre
eUL.

Démonstration. — Soit D un PGCD de P et Q. Puisque D divise P,
soit D est une constante non nulle et alors P et () sont premiers entre eux,
soit D = AP, ou A est une constante non nulle, et alors P divise Q. [

PROPOSITION 4.2. — St P est arréductible et divise le produit
Q1Q2...Q,, alors P divise auw moins un des facteurs Q;.

Démonstration. — Si P ne divise pas Q. alors d’apres la proposition
précédente, P est premier avec Q. et d’apres le théoréme 2.4, P divise
Qs...Q,. [

hY ~ - “

THEOREME 4.3. —  Tout polynéme A est un produit de polynémes
wrréductibles. Plus précisément

A= APf.. . Pan

ne

ow A est une constante non nulle. et les polynomes P; sont irréductibles
et unitaires. La décomposition est unique a lordre prés des facteurs.

Un polynome P est dit unitaire si le coefficient du terme de plus haut
degré de P est égal a 1.

Démonstration.

a) L'existence de la décomposition se démontre par récurrence sur le
degré de 4. Si deg A > 1. soit A est irréductible, soit 4 = A;4, avec
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IV. Polynomes

0 < degA; < degA, i =1.2. Par hypothese de récurrence les polynomes
Ay et A, sont produits de polynomes irréductibles.

b) Montrons l'unicité. Supposons qu'il existe deux décompositions

A= APt pow

T
— B4 B
=puQ) ... .Q.

En comparant les termes de plus haut degré on trouve que A\ = p. Le

polynome P; divise Qfl .. Q%7 donc divise I'un des facteurs d’apres la

proposition 4.2, 1l existe donce j; tel que Py = @;,. On simplifie I'égalité

par P, et on recommmence. On en déduit que tout facteur du premier

membre se trouve dans le second membre avec le méme exposant. 0]
Du théoreme de D’ALEMBERT-GAUSS (théoreme 3.3) on déduit,

THEOREME 4.4.

a) Dans Uanneau C[X] des polynomes a coefficients complezes, les
polynomes irréductibles sont les polynomes de degré 1.

b) La décomposition en facteurs irréductibles d'un polynome P de degré
n s’éerit

PX) = MX —ap)™ (X —ay)fr,

o (v, ..., ¢, sont les racines de P. Fyo. . ky sont leurs ordres, A est le
coefficient de X", et
ky 4 -+ b, =n.

S1 P est un polynome a coefficients complexes.
P(X)y=ay+ay + -+ a, X",
on note P le polynéme
PX)=ay+a; X+ +a,X".
S1 P et ) sont deux polynomes a coefficients complexes,

P+Q=P+Q. PQ = PQ.

et s1 «v est un nombre complexe.

P(a) = P(a).

Pour quun nombre complexe a soit racine d’ordre & d'un polynome P, il
faut et suffit que a soit racine d'ordre b de P.
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5. Polynomes a coefficients entiers

Soit P un polynome a coefficients réels. Il peut étre considéré comme

un élément de C[X]. Si a est racine de P, alors & est aussi racine de P
avec le meme ordre.

PROPOSITION 4.5. —  Dans l'anncau R[X] des polynomes a coeffi-
cients réels, les polynémes irréductibles sont les polynémes de degré 1, et
les polynémes de degré 2 de discriminant négatif, ¢’est a dire sans racine
réelle.

Démonstration. — Il est clair qu'un polynome de degré 2 sans racine
réelle est irréductible,

Soit P un polynome irréductible. D’apres le théoréeme de D’ALEMBERT-
GAUSs (théoreme 3.3), P admet au moins une racine complexe a. Si a est
reelle, alors

P(X)=MX-a), \€R.

Si « n’est pas réelle, a est aussi racine, et
P(X)=MX—a)(X —a)=ANX?+3X +~).

ou 3, v et A sont réels, 3% — 4~ < 0. [

PROPOSITION 4.6. —  Soit P un polynome d coefficients réels de
degré n. Sotent ay.....«, les racines réelles de P, ky, ..., ky leurs ordres.
£1,81,...,&y, &y les racines non réelles, (4. ....(, leurs ordres. Posons

(X —EIN — &)= X2+ 3,X ++,.

Alors
P(X)=MX —a)f (X ~a,)k

(X2 4 X 4300 (X 4 5,X ),

ot A est le coefficient de X7, et
]"th 4 f’x',, -+ 2[] e L 2({/ = 1.

C'est la décomposition en facteurs irréductibles dans anneau R[X].
Cette proposition se déduit facilement du théoreme 4.4,

Ezemple. -~ Soit P(X) = X®—1. Les racines complexes de P sont les
nombres _ .
o i ) . it -
ap = e*T = cos l;§ -+ 7 sin k,g, k=0,1,....,5.

La décomposition de P en facteurs irréductibles de C[X] est
P(X) = (X =X —a (X ~ax)(X — a3 )(X —ay)(X - as ),
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IV. Polynomes
et la décomposition de P en facteurs irréductibles de R[X] est

PX)=(X-1)(X +1)(X* =X 4+ 1)(X? + X +1).

5. Anneau des polynomes a coefficients entiers. — Si A est
un anneau commutatif (par exemple A = Z. Z/mZ), un polynome a

coefficients dans 4 est une expression de la forme

P X)=ay+a XN+ +a, X",
ou les coeficients aq,....a, sont des éléments de 4. L'ensemble A[X]
des polynomes a coefficients dans A est muni d’'une addition et d’une
multiplication qui en font un anneau commutatif. Si A est integre alors
A[X] Pest aussi. Si 4 est unitaire, A[X] l'est aussi et les éléments
inversibles de A[X] sont les constantes inversibles.

Dans cette section nous allons étudier quelques propriétés de I'anneau
Z[X] des polynomes a coefficients dans Z. Puisque Z est intégre, il en est
de méme de Z[X]. Les éléments inversibles de Z[X] sont les constantes +1
et —1.

Soient A et B deux polynomes de Z[X], deg B = p. Lorsqu’on effectue
la division euclidienne de A par B, dans le cours des opérations on doit
diviser par le coefficient b, du terme de plus haut degré de B. Si b, = +1,
on peut donc effectuer la division euclidienne dans Z[X] :

A=BQ+ R, deg R < deg B,
et les polynomes @ et R appartiennent a Z[X].
Si P € Z[X]. o appelle contenu de P le PGCD des coefficients de P,

et on le note ¢(P). Un polynome P est dit primitif si ses coefficients sont
premiers entre eux, ¢'est a dire si ¢ () = 1.

THEOREME 5.1 (GAUSS). —  Soient B et C deuz polynémes de
Z[{X]. alors
clABY = c(A)e(B).

Démonstration. — On peut écrire
A= ﬂ’:’l}
avec o = ¢(A) et ou Ay est un polynome prinitif. De méme
B =3B,. 3=—c(B).

94



5. Polynomes a coefficients entiers

Ainsi
AB = a34,B,.

I1 suffit donc de montrer que le produit de deux polynoémes primitifs est
primitif. Solent done 4 et B deux polyvnomes primitifs,

.4(}&") = ag -+ ay X R Ny .Ym,
B(X)=by+0 X+ +0b,X".

Soit p un nombre premier. Puisque A est primitif, I'un de ses coefficients
n’est pas divisible par p. Notons & le plus petit entier tel que aj ne soit
pas divisible par p. De meme soit ( le plus petit entier tel que by ne soit
pas divisible par p. Le coefficient ¢y, du polynome C = AB est donné

par
C‘k+[ = E (I,'Z)J‘

i+ j=k4(

= (I()I)k%_(r A fl,k])[ A (l'l\'—i-['b()'

Chacun des termes de cette somme est divisible par p sauf apb,. Done
Cr+¢ est pas divisible par p. Ceci montre que le polynome C' est primitif.

0

COROLLAIRE 5.2. —  Soit Q un polynéme primitif de Z[X], et soit
P un polynome de Q[X]. Si le produit PQ appartient 4 Z[X], alors P
appartient a Z[X].

Démonstration. — En réduisant au meéme dénominateur les coefficients
de P nous pouvons écrire

d

ou Py € Z[X]. Ainsi, puisque dPQ = P;Q, d divise ¢(P,Q) qui est égal
ac(P)c(Q) = c(P) dapres le théoreme 5.1, done les coefficients de P
sont des nombres entiers. [

COROLLAIRE 5.3. —  Soient A et B deux polynomes unitarres de
Q[X] tels que C = AB apparticnne a Z[X]. alors A et B appartiennent d
Z[X].

Démonstration. — En réduisant au meéme dénominateur les coefficients
de A nous pouvons écrire

; 1 , 1 .
AX) =~y + A X o,y X = S (X,
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IV. Polynomes

ou les nombres af, . ... al,_y.p sont des entlers premiers entre eux, c¢’est a
dire que A; est un polynome primitif. De meme

1
B(,Y) - :BL(‘Y)-

‘)
ou B; est un polynome primitif de Z[X]. D’apres le théoreme 5.1 le
polynoéme A;B; est primitif. D’autre part p¢AB = 4B, donc p = 1
et g = 1. (]

Un polynome Q de Z[X] est dit irréductible si Q # 0, Q # £1, et si les
seuls diviseurs de () sont +1 et +0).

Ezemple. — Les polynomes X* + 1. X? — 2 sont irréductibles.
PROPOSITION 5.4. —  Les polynémes irréductibles de Z[X] sont
(1) les constantes £p, ou p est un nombre premier,
(i1) les polynomes primaitifs de degré > 1 qui sont irréductibles dans
QIX].
Démonstration. — Soit ) un polynome primitif de degré > 1 qui est

irréductible dans Q[X]. Si Q = ADB ot A et B sont deux polynomes de
Z[X], alors I'un des polynémes 4 et B est une constante A qui divise 1,

done A = +1. 0

THEOREME 5.5 (CRITERE D’EISENSTEIN). — Soit Q un polynéme
de Z|X] de degré n > 1,

C)(_\') = (g -+ [&] Ry 4 C”‘Xvn.

Sl existe un nombre premier p tel que
(1) p divise co, 1,0 Cpaiy.
(i1) p ne divise pus c,.
(i) p® ne divise pas cq.
alors Q) est irréductible,

Démonstration. — Supposons que le polynome Q vérifie les propriétés

(1) et (ii), et soit () = AB une factorisation de Q (A et B # 1),

:l(X) =ag+ay X 4+ (z,,X’".
B(}\-) = Z)() -+ b'] RY + -+ ])(.X'(_

Puisque ¢y = agby, et que g est divisible par p. 'un des nombres ay et by
est divisible par p. Supposons que p divise ag. Puisque ¢, = apb; n'est
pas divisible par p. «p nest pas non plus divisible par p. Soit j le plus
petit entier tel que p ne divise pas ;. Nous avons

Cy = dy ])/ + aq /)_] T 1 ])], + y ])().
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5. Polynomes a coefficients entiers

Puisque p divise ¢;, ag.ay,....a; ;. mais ne divise pas «a;, il divise by.
Ainsi ¢g = aghy est divisible par p?.

Par suite si p? ne divise pas ¢y, une telle factorisation ne peut pas exister
et Q) est irréductible. (]

Exemples.
a) Le polynome

Q(X) =2X" +3X" — 90X + 6X +15

est irréductible.
b) Pour tout nombre premier p et tout entier n, le polynome
Q(X )= X" — p est irréductible.

PROPOSITION 5.6. —  Soit Q un polynome irréductible de Z[X].
S1 @Q divise le produit 41 4,... 4, 4; € Z[X], alors Q divise 'un des
facteurs A;.

Démonstration. — Si (Q est une constante, () = £p, ou p est un nombre
premier, p divise le produit ¢(A4y)...c(A4,) des contenus des polynomes
A;, donc divise I'un d’eux.

Soit @ un polynodme primitif de Z[X], irréductible dans @[X]. D’apres
la prosition 4.2, il divise I'un des polynomes A; dans I'anneau Q[X], c’est
a dire que

4, = QB,

ou B € Q[X]. Puisque Q est primitif. B € Q[X] d’apres le corollaire 5.2.
0

THEOREME 5.7. — Tout polynome A de Z[X] est un produit de
facteurs irréductibles.

AX) =pit o pPr QX)L QX))

0 P1.....pr sont des nombres premiers, Q. ....Q¢ des polynémes pri-
matifs irréductibles dans Q[X]. La décomposition est unique a l'ordre prés
des facteurs, et au signe pres des facteurs QQ;.

Le produit p'...py* est la décomposition en facteurs premiers du
contenu de A. La démonstration est semblable a celle du théoreme 4.3,
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IV. Polynomes
EXERCICES
(Ezercices sur la section 1)
1. — Soit I un corps commutatif, P un polynoéme a coefficients dans
K. Montrer que P(P(X)) — X est divisible par P(X) — X. Déterminer

le quotient.

2 . — Pour deux entiers positifs n et p, solent P et @ les polynomes,

P(‘Y) — (‘X'n + ‘\:n—] e b }:2 + X + 1))7 — Xn
QX)) =X""T"4+X""" 4+ + X"+ X +1.

Montrer que P est divisible par ().

3 . — Trouver un polynome P. de degré minimum, tel que P soit
divisible par X2 4+ 1 et P — 1 soit divisible par X* + 1.

(Ezercices sur la section 2)
4 . — Soit A le polynome
AX)=X*+X +1
et, pour tout entier n > 2.
P(X)=X"4+X+1.

a) Montrer que, pour tout n > 2, le polynome P,+3 — P, est divisible par
A.

b) Pour quelles valeurs de n le polynome P, est-il divisible par A4 ?

¢) Soit R, le reste de la division de P, par A.

P, =40, + R,. deg R,, < deg A.
Déterminer la suite des polynomes I?,,.
5. — Soit U le polynome
U(X)=X"—2X7 - 3X + 1.

T

a) Déterminer les restes de la division par U(X) des polynomes
1.X, X2, X% et X1,

b) Déterminer le reste de la division par U du polynome X2 + pX + q.
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¢) On note
Ri(XN)=a; X?*+ 0, X +cp. k>0,

le reste de la division de X* par U. En divisant X Ry par U établir une
relation de récurrence entre Ry et R du type :

aps1 = Lyagp + myby + nycg,

bi41 = laay + maby + nacy,

Chr = lgap + myby + nscy,

ou les {;, m;, n; sont des coefficients a déterminer.
d) Ecrire un programme Pascarl permettant d’afficher sur 3 colonnes

les coefficients ay, by, ¢;. pour k allant de 0 a 20.
e) Déterminer R5 et Rg puis le reste de la division du polynome

PX)=X+aX’+aX '+ (a+2)X +(a - )X +aX +1

ar U. Pour quelles valeurs du parametre a le polynome P est-il divisible
1 1 poly
par U ?

6 . — Déterminer le P.G.C.D. des polynomes suivants :
a) ANV =X 207 43V 4?4 3X7 - 2X 41,
B(X)=3X" - 5X* +6X7 - 6X? +3X — 1.
b) AX)=X°+X'4+2X° -2X +3,
B(X)=X*4+3X°+7Y? 4+8X +6

7. — Dans les calculs des P.G.C.D. de 'exercice précédent, déterminer
la suite des restes R,,, ainsi que les suites de polynomes U, et V), tels que
) { ) 1

Rn =U n A + ‘rnB .

8 . — Soit I un corps commutatif, 4. B, U,V des polynomes de K[X]
tels que

AU+ BV = Q.
Q étant le P.G.C.D. des polynomes A4 et B. Quel est le P.G.C.D. de U et
VvV ?
9 . — Déterminer des polvnomes A et B a coeffificients réels tels que
NP AN ) +(1-X)P BX)=1

a) en utilisant 'algorithme d’Evcripe.

99



IV. Polynomes

b) en développant par la formule du binome de NEwTon (X +(1—X))*.

10 . — Etant donnés deux entiers m et n (n > m > 0), on se propose
de déterminer le P.G.C.D. de X" — 1 et X" — 1.

a) Montrer que, si 'entier & divise n, X* — 1 divise X" — 1.

b) Soit d le P.G.C.D. de m et n. il existe alors deux entiers u et v tels
que vm — un = d. Montrer que

XX 1) = (X7 1) — (X" - 1),

Conclure.
¢) Quelestle PG.CD. de X" 1o X dlet X g X417

11 . — Soit K un corps commutatif.

a) Soient 4, B,C € I[X]. Montrer que si A et B sont premiers entre
eux, et s1 A et C' sont premiers entre eux, alors A et BC sont premiers
entre eux.

b) En déduire que si 4 et B sont premiers entre eux et si p, ¢ sont des
entiers supérieurs ou égaux a 1, 4”7 et B sont premiers entre eux, A et BY
sont premiers entre eux, A” et BY sont premiers entre eux.

c) Montrer que si A et B sont premiers entre eux, 4 + B et AB sont
aussl premiers entre eux. (On pourra raisonner par l'absurde et utiliser
b).)

d) On considere les polynomes 4 et B de R[X],

A=X"-92X% - 7X? + 20X —12

B =X?+3X +2.
Quel est le PG.C.D. de A+ Bet AB?

(Ezercices sur lo section §)

12 . — Soit P un polynome a coefficients réels vérifiant P(1) = 1 et
P(2) = 4. On pose B(X) = X? — 3X + 2. Déterminer le reste de la
division de P par B.

13 . — Les racines du polynome P(X) = X" — 1 étant notées
l.29,...,2,. calculer en fonction de n le produit

n
H( 1—a2;).
i=2
14 . — Soient xy, x7, x3 les trois racines, non nulles, du polynéme

P(X) =aX? +30X7% 4+ 3eX +d.
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a coefficients complexes. A quelle condition a-t-on

2
—_— 7
Xy ] X3

15 . — Quelles sont les racines du polynome

1 1 1 ;
P(X)=1- FX+ 3T,X'(X—1)+'-~+(—1)";—’X(X—1)...(X—n+1)?

16 . — Un polynome peut-il étre divisible par sa dérivée ?

17 . — Montrer que, dans Z/pZ[X] avec p premier,

XPU o1 = IP2N X — ai)

=1

ol ay,asy,...,a,—1 sont les éléments non nuls de Z/pZ.
En déduire que pour tout nombre premier p, (p — 1)! + 1 est divisible
par p (c’est la partie directe du théoreme de Wilson, cf. ex. 25 du ch. I).

18 . — Dans R[X], montrer qu'il existe un polynome P unique, de degré
inférieur a 7. tel que P{X) + 1 soit divisible par (X — 1)* et P(X) — 1 soit
divisible par (X + 1)*. Le déterminer en utilisant :

a) le polynome dérivé de P,
b) 'algorithme d’EvcLipE.
c) la formule du binome de NEWTON.

19 . — On considere. dans C[X], les polynomes
b - 1 -7 1 n
Pn(e’x) =1+4X +a‘\-++—"\ .n> 0.
2! n!

a) Démontrer que, dans C, le polynome P, admet n racines distinctes.
b) Démontrer que, si n est impair. P,(X) a une seule racine réelle, et
s1 n est pair. P,(2) > 0 pour tout xr réel.

20 . — Soit I un corps commutatif et P un polynome de K[X]. Soit
o € I{ une racine de P. On pose

QUX) = 5(X — a)(P'(X) + P'(a)) = P(X) 4 P(a).

Montrer que a est racine du polynome . Quel est son ordre ?

21 . — (Formules de Carpaxy Considérons l'équation du troisieme
degré,

2P g b e =0,
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IV. Polynomes
a coefficients complexes. En posant y = r + 7. on obtient une équation
de la forme

v’ +py+q=0.

Considérons donc maintenant 1'équation
3 . _
+pr+q =0,
et notons «y, «y, ay. ses racines (complexes. distinctes ou non). On pose

U=y + oo +j26¥3~
v=ay+j 0y + jag.

(] =exp(2if) = —3
a) En utilisant les relations entre les coefficients et les racines (propo-
sition 3.6), exprimer uv et u?® + v* en fonction de p et ¢. En déduire que

3 et v® sont racines de I'équation

L2

22 4 27qz — 27p* = 0.

On pose A' (% i )2, et on note VA’ une racine carrée du nombre

complexe A'. si bwn que

(2) = -2+ VA

3
U _ 9 5
(5) =-3 VAL

b) En résolvant le systeme

ay + oo + a3 = 0.
oy +jas + jlay = u.

ay +jtas +jag =,

montrer que

les racines cubiques étant choisies de telle sorte que uv = —3p.
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c) On suppose que p et ¢ sont réels. Discuter la réalité des racines
suivant le signe de A/,
d) Résoudre les équations

234+ 6 +2=0.
2= 3r—-1=0.

22 . — Solent ry, 29, x5 les racines du plynome
P(X)=X’+pX +¢.

Calculer en fonction de p et ¢ le produit

(w1 = x2)? {2y — 23) (25 — 21)%,

a) en utilisant les formules de CARDAN,
b) en utilisant les relations entre coefficients et racines du plynoéme P.
On pourra remarquer que

(l’,] — X9 )2 = —_l]) — 311%

(Ezercices sur la section 4)

23 . — Décomposer les polynomes A(X) = X°~let B(X)= X?+1en

. . . -1 . . 27 s G
facteurs irréductibles dans R[X], puis C[X]. En déduire cos & et sin 2F.

24 . — Décomposer en produit de facteurs irréductibles dans C[X],

R[X] etZ/5Z[X] les polynomes

AXN)=X*+2X%+1
B(X)=X'"—-X?4+1.
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(Ezercices sur la section §)

25 . — Deémontrer que si £ est une fraction irréductible représentant
I q
I'un des zéros du polynome

P X)=a, X"+, X"V 4+ +a,

a coefficients entiers. alors
a) ¢ est un diviseur de «ay.

b) p est un diviseur de «,.
¢) pour tout entier m.p —m ¢ est un diviseur de P(m).

Déterminer les zéros rationnels du polynome suivant :

P(X)=X"—2X% —8X? + 13X — 24.

26 . — Soit n un entier positif.
a) Démontrer que, dans Q[X], il existe un couple unique (A, B) de

polynomes tel que
(1-X)"AX)+X"B(X)=1, degd <n, degB < n.
b) Comparer B(X) et A(X —1).

¢) Démontrer qu’il existe une constante \ € Q telle que

(1—-X)A(X)—n4(X)= X"
d) Calculer les coefficients de 4 et la constante A,
e) Retrouver le résultat de d) en développant ((1— X))+ X)?"~! par la
formule du binoéme de Newton.

27 . — Montrer que, si p est premier, le polynome

PX1=14+X +...+K’]>—-1.‘

est irréductible dans l'anneau Z[X]. On utilisera le critere d'Eisenstein
(théoreme 5.5), apres avoir fait le changement de variable défini par
X =Y +1.

28 . — (Polynomes cyclotomiques) Pour tout entier n > 1 on note R,

I'ensemble des nombres complexes a = 0:\'])('31'75‘—;‘)! onl <k<n . ketn

étant premiers entre eux. Par exemple

)}

[VSR BV

Ry = {exp(2i7 ). exp(2im

Lol —
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Soit @, le polynome défini par
D,(X) = Maer, (X —a).

Par exemple

-2 -
P3(X)=X"+X+1.
On remarquera que le degré de @, est égal a p(n).
a) Déterminer les polynomes @, pour n = 4,5.6.7.8.
b) Montrer que si p est premier,

xXr .
P, (X) = \_1WFH+X“A+~+X+L

c) Montrer que si d divise n, alors le polynome &, divise le polynome

X" —1, et que
Xr—1=]]®«X)
d|n

En déduire que

din

d) Montrer que &4 est un polynome a coefficients entiers.

e) Déterminer la décomposition de X1? — 1 en facteurs irréductibles
dans 'anneau Z[X7].

(On pourra consulter A. Warusfel. Structures algébriques finies, Ha-
chette.)
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TRAVAUX PRATIQUES

Fonctions génératrices

I
Ecrire des procédures Pascal pour
— la lecture d'un polynome par ses coefficients,
— D'affichage des coefficients d'un polvnome.
— le calcul du produit d'un polynome par un scalaire,
— le calcul de la somme de deux polyndémes,
— le caleul du produit de deux polynomes,
— ['éléva  tion a une puissance entiere d'un polynome,
— le calcul du composé de deux polynomes.

II
1) Définition de la fonction génératrice.
Soit Y une variable aléatoire (v.a.) ne prenant qu'un nombre fini k de
valeurs entieres, de loi

P(Y =i)=p;. 0<i <k oavee SE p; = 1.

On associe a la v.a. Y et & sa distribution de probabilités
{pi, 0 <70 <k} un polynome fy, nommé fonction génératrice (f.g.) de la
r.a. Y, par la relation

(X)) = E:’:Op,-.‘x"i.

On remarque que fy-(X) = E(XY).

a) Quelle est la f.g. de la v.a. représentant le nombre de points apparus
sur un dé au cours d'un lancer ?

b) Déterminer la f.g. d'une v.a. suivant une loi binomiale B(k;p,q).

¢) Donner, dans le cas général, une expression simple de fy(0), fy-(1).
5 (0). fi(1), f‘(\z)(()). pour 1 < j. entier.

Exprimer la variance de Y7 en fonction des dérivées de la f.g. fy.

d) Considérons la v.a. Y représentant le nombre de fils d'un couple.

avec
P(Y =0)=0.4828
P(Y =1i)=pq'"

ou p = 0.2126.¢ = 0.5893. si 1 < i < 12 (résultats approchés du

recensement américain de 1920). Ecrire un programme PASCAL affichant
la loi de Y.
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A Taide d'une procédure pour le calcul de la moyenne E(Y'), donner
une valeur approchée a 1/100 pres du nombre moyen de fils des couples
américains en 1920.

2) Somme de variables aléatoires indépendantes.
a) On suppose que deux v.a. indépendantes, Y7 et Y5, ont pour lois

PlYy =1)=p; pour 0 <1 <ky,
P(Yy, =j)=q; pour 0 <j < ko,

et pour f.g. respectivement fi et fo. Quelle est la f.g. de Y; + Y, ?
b) Déterminer la loi de la v.a. ¥ représentant le nombre de petits-fils
d’un couple américain ayant deux fils dans les conditions de 1-d). Préciser

la valeur de E(Y").

3) Somme en nombre aléatoire de v.a. indépendantes.

a) Soit {Y7, ( € N} une suite de v.a. indépendantes, de méme loi, la
f.g. commune des variables Y, étant le polynéme fy-.

On considere la somme S = Y, + 15 + -+ + Yy ou N est une v.a. a
valeurs entieres, dont la f.g. est le polynome gy. On suppose de plus que
la v.a. N est indépendante des v.a. ¥ . Montrer que la f.g. de S est
alors le polynome gyofy, défini par gyofy (X) = gy (fy(X)).

b) Quelle est la loi de la v.a. Z représentant le nombre de petits-fils
d’un couple dans la société américaine de 1920 ? Préciser la valeur de
E(Z).

¢) Comparer I'évolution des trois familles suivantes, dans lesquelles la
loi de procréation est supposée fixée an cours du temps (Y représente le
nombre d’enfants) :

a) P(Y =0)=1/2, P(Y =1)=P(Y =2)=1/4,
B)YP(Y =0)=1/4, P(Y =1)=1/2
Y)P(Y =0)=1/4, P(Y =1)=

d) Si l'on note Z,, le nombre de descendants d'un couple & la n-ieme
génération, la probabilité d'extinction de la famille est :

e=PlZy=00uZy=00u ... Z,=00u...)
limvP(Z,, = (}).

n—=nc

i
|

Montrer qu’elle vérifie ¢ = fy-(e).
Quelles sont les probabilités d'extinetion de chacune des trois familles
étudiées ci-dessus
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amis (nombres), 28

approximation économique (d'un réel), 73
bonne approxiniation rationnelle (d'un réel), 72
classe a droite, 29
composé (entier). 11
congruence, 31

contenu (d'un polynome). 94

cyclique (groupe), 39

cyclotomique (polynomej. 103

décimal (nombre), 51

degré (d'un polynome). 82

dérivée (d'un polynome). 87
développement décimal. 51
développement d'un entier en hase b, 9
développement en fraction continue, 56, 62
diophantienne (équation). 8

dividende, 1

diviseur, 1, 86

fonction génératrice. 106

fonction polynome. 82

fonctions symétriques élémentaives. 90
générateur (dun groupe). 39
homomorphisme. 30

indicatrice I’'Evrer, 36

indice (d’un sous-groupe), 29

irréductible (polynome). 91. 96

multiple, 1

multiple commun, 17

novau (d'un homomorphisme). 30

ordre (d'un groupe, d'un élément ), 29. 30
ordre (d'une racine). 87

parfait (nombre), 27

période (d'un développement déeimal). 27
PGCD (de dews entiers). 2. 7

PGCD (de deux polynomes), S6

PPCM. 17

premier (nombre), 11

premiers entre eux (nombres. polynomes). 7. 86
prépériode dun développement décimal. 52
primitif (polynome). 94

primitive (racine n-ieme de 1'nnité), 39
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pythagoriciens (aombres). 16
quotient (division de deux entiers). 1
quotient (division de deux polynomes), 83
quotients partiels (de 'algorithime dI'Evcripe). 57
racine carree {de 'unité). 45

. 39
racine n-ieme prunitive (de 'unité). 39

’

racine n-ieme (de 'unité
racine (d'un polynome). 87

reste (division de deux entiers). 1
reste (division de deux polynomes). 83
réduite, 58

unitaire (polynome), 91



Index des noms propres

BezouT,
égalité de - pour des entiers. 2
théoreme de ~ pour des entiers. 7
théoreme de — pour des polynomes. 87
CARDAN,
formules de -, 101
D’ALEMBERT-GAUSS,
théoreme de -, 89
EISENSTEIN,
critere d’—, 96
ERASTOTHENE,
crible d’-, 12
EvcLipg,
algorithme d'- (pour des entiers).2
algorithme '~ (pour des polynomes). 86
algorithme d'- -BzouT. 4
premier théoreme d'—, 13
EvLER,
théoreme d’-. 37
FErRMAT,
théoreme de —, 37
FiBoNaccr,
suite de, 22
Gauss,
théoreme de - (pour des entiers), 7
théoreme de —(pour des polyndmes). 87
théoreme de —~(sur le contenu des polynomes), 94
GOLDBACH.
conjecture de —. 27
HoRrNER,
algorithme de —. 82
LAGRANGE,
théoreme de —, 31
théoreme de — (pour les fractions continues), 68
M6BrUs.
fonction de —, 24
TAYLOR.
formule de ~ (pour un polynome). 88
WiLson.
théoreme de —. 20
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