A VOS STYLOS

PROBLEME 5
Enoncé

Vrai ou faux?
“Si F est un espace vectoriel sur Q, et si Ey, ... E, sont des sous-espaces
vectoriels de F' tels que Ey U...U E, = F, alors 'un au moins des E;
est égal a F.”

Solution (Edmond Spack - LETI Haguenau)

Nous allons démontrer un énoncé plus général :

Si F' est un espace vectoriel sur un corps commutatif infini K; si
E,,...,E, sont des sous-espaces vectorielsde F tels que Ey U E,... U
E, = F, alors I'un au moins des E; est égal a F.

La propriété encadrée est équivalente a chacune des propriétés suivantes :

e Toute réunion finie de sous-espaces vectoriels propres de F n’est pas égale a F.
e Toute réunion finie d’hyperplans de F' n’est pas égale a F' (tout sous-espace
vectoriel propre de E étant inclus dans un hyperplan d’aprés le lemme de ZoRN).
eVpeN*"Vfi...fpe F*-{0},3z € FYie {1,...,p}, fi(x) #0

ou F* est le dual de F;

F* — {0} est F* privé de la forme linéaire nulle.

Il nous reste a démontrer cette derniére propriété. Nous allons le faire par
récurrence sur p.

e La propriété est vraie pour p = 1.

e Soit p > 1 et soient fi,... f,, fp+1 dans F* — {0}.

D’apres ’hypothese de récurrence :

Jz € FVie {1,...,p}, fiz) # 0.

Si fp41(z) # 0 c’est terminé.

Sinon, soit (e;) pour j € I une base de F' (d’apres le lemme de ZORN, tout espace
vectoriel admet une base. Nous ’avons indexé ici au moyen de 'ensemble I).
Comme f, n’est pas la forme linéaire nulle

51 €1, fori(ejn) #0.

Décomposons z sur la base (¢;) pour j € I

T =2j51.€j1+ -+ Tjn-€p.
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Soit i
g; K o K

& »————>f,~(oz.ej1 + xjg.ejz + e + .’I3Jn6]n)
=afi(eji) + filzjpep+ -+ Tjn-jn).

op41 est bijective puisque application de K dans K de la forme a — a.a+ b avec
a# 0.

Considérons I'ensemble J = {1 € {1,...,p}/fi(e;) # 0}. De la méme facon, chaque
o; pour ¢ dans J est bijective donc :

Vie J, Ala; € K O'i(ag) = 0.

Posons : L = K — ({a;/i € J}U{zj1}). L est infini puisque différence ensembliste
d’un ensemble infini et d’un ensemble fini. Soit alors o € L et posons :

Yy =a.ej1 +Tjz.€j2+ "+ Tjn.€jn.

On a (en raison de 'injectivité de 0,1 et de o; pour i dans J) :
* fp+1(y) = opt1(a) # opt1(zj1) = fp+1(x) = 0 done fr41(y) # 0.
eVied fily)=oia)# o) =0 donc Vi€ J, fily) #0.

Enfin, comme fi(e;1) = 0 pour ¢ extérieur a J :

Vie {1,...,p} = J, fily) = afi(ej1) + fi(zjo.ejo + - + Tjn-€jn)
= xj1 fi(ejn) + filzje.ejo+ -+ Tjn.€jn)
= fi(z) # O.

En conclusion, nous avons construit un y tel que fi(y) #0 pour 1 <i<p+1, ce
qui acheve la démonstration.

REMARQUES

1) L’hypothese K corps commutatif infini est essentielle car I’énoncé devient faux
lorsque K est fini, aussi bien en dimension finie qu’en dimension infinie.

2) On montre aussi que si E est un espace vectoriel de dimension finie sur un corps
infini non-dénombrable, alors toute réunion finie ou dénombrable d’hyperplans
de E n’est pas E. (L’énoncé devient faux si la dimension de E est infinie.)

3) Enfin, on montre que si E est un espace vectoriel sur un corps commutatif
K, alors toute réunion de deux hyperplans de E| n’est jamais égale & E. Mais il
peut arriver que la réunion de trois hyperplans de E soit égale & E, aussi bien en
dimension finie qu’en dimension infinie. Par exemple (Z/2Z)? peut s’écrire comme
la réunion de trois hyperplans, de méme que Z/2Z[X].
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PROBLEME 6

Enoncé

Pour € > 0, soit M*® ’ensemble des matrices 3 x 3, a coeflicients positifs ou nuls,
telles que la somme de chaque colonne soit 1 et que 'une au moins des lignes ait
tous ses coefficients plus grands que €. Montrer que si (M} ),>1 est une suite dans
ME?, le produit infini

My x My x...M, x...

converge. La limite est-elle toujours de la forme

o o R

o o R

o o9
~2

Indication

Coordonnées barycentriques.

PROBLEME 7

Enoncé

Soit une fonction de deux variables f(z,y) telle que, pour tout z, P,(y) = f(z,y)
est un polynéme en y et, pour tout y, Q,(z) = f(z,y) est un polynéme en z.
Est-ce que f est un polynéme & deux variables?

POEMES A METAMORPHOSES POUR RUBAN DE M@EBIUS

{...) On prend une bande de papier trés allongée.

Sur 'une de ses faces, on écrit la premiére moitié du poeme.

On retourne la bande autour de son plus grand c6té, et sur la deuxiéme face
on écrit la deuxieme moitié du poéme.

Apres avoir opéré une torsion d’'un demi-tour, on colle I'une sur 'autre les deux
extrémités de la bande.

On obtient ainst un ruban de Mcebius qu’on lit d'un bout a 'autre sans avoir a le
retourner puisqu’il n’a qu'une seule face. {...)

Exemple :
Soit la bande de départ suivante :

Iére face | Trimer, trimer sans cesse, |Z2éme face | C’est vraiment éreintant
pour moi, c’est la sagesse de gaspiller son temps
je ne puis flemmarder et grande est ma souffrance
car jaime mon métier. .. quand je suis en vacances.

Luc ETIENNE
in “Oulipo”, chez Gallimard.
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