SUR UN PROBLEME DE FERMAT

Jacques DAUTREVAUX (*)

Imaginons trois villes A, B,C' que l'on veut réunir deux a deux par un réseau
de communication; comment concevoir ce réseau pour que la longueur totale
a construire (donc que le colt total) en soit minimum? Dans une premiere
approximation nous faisons abstraction des contraintes de nature écologique
ou économique (passage a une proximité suffisante de certains centres urbains
importants).

Une premiere idée, simple sinon simpliste, serait de créer un réseau simplement
triangulaire, mais ce n’est sirement pas la solution optimale car en ne conservant
que deux c6tés (au lieu de trois) du triangle, le réseau envisagé conserve sa fonction
et sa longueur a diminué. On peut aussi concevoir en réseau en “Y” : on voit
aisément qu’en prenant pour centre du “Y” le centre de gravité du triangle, on
obtient la aussi une longueur de réseau inférieure au périmetre du triangle.

On est donc amené a se poser le probleme général suivant :

Etant donnés trois points distincts du plan, en quelle position du plan
doit-on placer un point M pour que la somme MA + M B + MC soit
minimale?

Ce probléeme a été posé par Pierre FERMAT et résolu par son contemporain
Evangelisto TorICELLI (I'inventeur du baromeétre!), mais pas dans sa généralité.
Nous nous proposons de la traiter ici intégralement.

La présente étude a I'avantage de montrer que (dans le cas de 3 points) les résultats
peuvent s’obtenir par des méthodes tout a fait élémentaires.

Apreés une étude rapide nécessitant des connaissances du niveau DEUG nous
aborderons une approche plus purement géométrique ne nécessitant que des
connaissances du niveau Terminale.

On se donne dans le plan euclidien trois points A, B, C' (éventuellement alignés)
déterminant un triangle ABC (éventuellement aplati), les dénominations des
sommets étant faites de telle sorte que :

— le segment BC est celui qui a la plus grande longueur (BC' > AB et BC > AC)
de sorte que, si ABC est un véritable triangle, son angle le plus grand est A, et par
conséquent B et C sont aigus; si A, B, C sont alignés, A se trouve nécessairement
entre B et C;

— si ABC est un véritable triangle, le sens de parcours du contour ABC A est le
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sens direct (I'intérieur du triangle a gauche).

Ces conventions étant faites, il est clair que la fonction f définie sur le plan
euclidien, a valeurs dans R, déterminée par :

M — f(M)=MA+ MB + MC

est continue dans tout le plan, a valeurs strictement positives, prenant a 'extérieur
d’un cercle de rayon assez grand contenant en son intérieur les trois points A, B, C
des valeurs croissantes quand la distance de M au centre du cercle augmente.

Des propriétés des fonctions continues il résulte qu’une telle fonction admet une
valeur minimale en un certain point T nécessairement intérieur au cercle dont il a
été question ci-dessus; on m’excusera de ne pas entrer dans les détails sur ce point.

La fonction f est, en outre, différentiable en tout point du plan autre que A, B et C
de sorte que le point T' défini précédemment ne peut étre que le point A (les points
B et C étant a exclure puisque d’apres les conventions faites on a f(A4) < f(B) et
f(A) < f(C) (*)) ou un point en lequel le gradient de la fonction f est le vecteur
nul (ce gradient n’existe qu’en un point ou la fonction est différentiable).

On se convainc aisément que :

., AM BM CM
gradf(M) = 72+ 75 + 370

et que par suite, en un point 7' ou le gradient est nul on a :

1":71+1”"1§’+T8__,
TA TB TC

ce qui entraine que nécessairement T est intérieur (strictement) au triangle ABC,
comme barycentre a coefficients strictement positifs des trois points 4, B et C.

D’autre part, T est tel que trois vecteurs de longueur unité, d’origine commune T'
et dirigés vers A, B et C ont une somme nulle, ce qui entraine, ainsi qu’on le voit
facilement, que de T on “voit” chacun des segments BC,CA et AB sous le méme
angle -23—", autrement dit que :

(TA,TB) = (TB, TC) = (TC, TA4) = -2-33 (mod 27)

compte tenu des conventions faites au début.

On remarquera que ces conditions nécessaires excluent évidemment lexistence
d’un tel point T lorsque A, B, C sont alignés.

(*) J’omets débilérément le cas oli on aurait par exemple BC = AC(> AB) car dans un tel cas,
Pangle A est nécessairement aigu et ’existence du point T', avec f{T) < f(A), est assurée.
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Selon un résultat tout a fait classique de géométrie élémentaire, si on construit
4 Dextérieur du triangle ABC trois triangles équilatéraux BCA' CAB' et ABC',
les cercles circonscrits & ces trois triangles ont en commun un point L par lequel
passent également les trois droites AA', BB' et CC'; de plus, les trois segments
AA' BB’ et C'C" ont méme longueur. A

Il en résulte une caractérisation aisée
du point L comme deuxiéme point
commun a la droite AA' et au cer-
cle circonscrit au triangle équilatéral
BCA' disposé de telle fagon que A et
A’ solent situés de part et d’autre de L
la droite BC'.

Dans tous les cas, des considérations

tres élémentaires sur lesquelles on me B

permettra de ne pas insister établissent

que : LB+ LC = LA'.
a) Lorsque A < %’—r-, il est clair que
L est situé entre A et A', donc a

Pintérieur du triangle, et que :

f(L)=LA+LB+LC
=LA+ LA = AA'

et qu’il est donc une des positions pos-
sibles du point T' (l'autre étant A). Figure 1

Posant BC' = a, AC = b et AB = ¢, un calcul classique montre que :
AA™ = g® 4 b2 — 2abcos(C + g-),

et comme AA' = BB’ on peut écrire : [f(L)]* = b* + ¢ — 2bccos(A + §) <
b 4 c? +2bc = (b+¢)? = [f(A4)]* o il résulte que f(L) < f(A), et que par suite
T est en L. On notera que I’égalité ne pourrait avoir lieu que si A = %E, ce qui est

exclu par 'hypothese initiale.

B) Lorsque A > %’—5, le point L n’est plus situé entre A et A’ et par suite n’est plus
a l'intérieur du triangle. De la sorte, la seule position possible pour le minimum
est le point A.

Une maniere plus géométrique et plus élémentaire d’aborder le probléeme est basée

sur les inégalités de PTOLEMEE, dont une démonstration élémentaire sera donnée
en annexe. Le théoreme de PTOLEMEE s’énonce ainsi :



“Sotent A, B,C, D quatre points distincts du plan. Alors chacun des
produits AB x CD,AC x BD,AB x CD est au plus égal a la somme
des deuz autres. De plus, s1 'un des produits est égal a la somme des
deuz autres, les deuz autres inégalités sont strictes, et par eremple
AC x BD = ABXx CD + AD x BC st et seulement s1 les quatre points
A, B,C, D sont cocycliques ou alignés, placés dans cet ordre sur le cercle
ou sur la droite.”

Soit alors M un point du plan distinct de B, C' et A’ (M peut donc éventuellement
se trouver en A); l'inégalité suivante, appliquée aux quatre points M, A’ B, C :
MA" x BC < MB x A'C + MC x A'B devient, puisque le triangle A'BC' est
équilatéral : MA' < MB+ MC, d’ot :

fLy=AA < MA+ MA' <MA+ MB+ MC = f(M),
soit, f(M) > f(L), I’égalité ne pouvant se produire que si :
MA" = MB + MC
c’est-a-dire M BA'C cocycliques (ou alignés) dans cet ordre,
et MA+ MA = A4,

c’est-a-dire AM A’ alignés dans cet ordre; par suite M coincide avec le point
L défini plus haut, & la condition que ce point soit intérieur au triangle ABC,
ou éventuellement en A, lorsque A = %’—r; (ce point L ne peut évidemment
exister que si A < %E) Dans ce cas, comme f(B) et f(C') sont tous deux
supérieurs a f(A) en raison des hypotheses faites, donc supérieurs & f(L) et que
f(A"Y = AA" + 2a > f(L), on voit clairement qu’alors le point L est 'unique
position de minimum de la fonction f, et que le point T est en L (éventuellement
confondu avec A lorsque A = 333)

On obtient ainsi un premier résultat : si A < 2—3’3 il existe dans le plan un unique

point T (intérieur — strictement — au triangle ABC lorsque A < 2—3’5, placé en A
lorsque A = 2—3’5) en lequel la fonction f admet une valeur minimale, et pour tout
point M du plan autre que ce point T, on a : f(M) > f(T).

Le cas 4 > —23"— est plus fastidieux car le théoreme de PTOLEMEE ne permet pas
de conclure, et il faut opérer par approches successives dans un régionnement

convenable du plan, comme indiqué sur la figure 4.

a) M sur un des c6tés du trian-
gle

a;) Demi-droite BA d’origine B :
— M entre A et B :
f(M)=AB+ MC > AB + AC =
f(A) car MC > AC comme coté
opposé au plus grand angle (4, qui

est obtus) du triangle AMC.

Figure 2



— M au-dela de A :

f(M)y=2MA+ AB+ MC > AB + AC car MA 4+ MC > AC dans le triangle
AMC.

— M en B :

on sait déja que f(B) > f(A). Donc, pour tout point M autre que A situé sur la
demi-droite BA d’origine B, on a : f(M) > f(A).

as) Demi-droite C'A d’origine C :
en échangeant les roles de B et C, on obtient un résultat identique : pour tout
point M autre que A situé sur la demi-droite C'A d’origine C,on a: f(M) > f(A).

ag) Droite BC' :
Si O est la projection orthogonale de A sur BC, il est bien clair que f(M) >
BC +0OA car MA> OA et MB + MC > BC, quelle que soit la position de M
sur la droite BC.

On est, pour un triangle ABC, amené A
a comparer h + a et b+ c: ceci tient ,
plus des relations métriques du trian- f b
gle que des inégalités géométriques. c ih

!

i

i

B a C
Figure 3

h 4+ a — (b+ c) est proportionnel & sin B X sinC +sin A —sin B —sinC; A étant
fixé, posons u = Q"zﬁ (A=m—-2u)etv = B;C (alors B=u+vet C =u—v)
de sorte que la quantité a étudier est :

sin(u + v) X sin(u — v) + sin 2u — sin(u + v) — sin(u — v)
que l'on peut remplacer par :
@(v) = cos2v — cos2u + 2sin2u — 4sinu X cosv,

fonction de v dans laquelle |v| < u et dans laquelle, pour raison de parité, on peut
faire varier v de 0 a u.

On remarque que, si A, B, C sont alignés, OA =0et f(M) > BC = f(A), 'égalité
n’étant obtenue que si M est en A (point confondu avec O).

Sinon, on voit que p(u) = 0.

D’autre part, ¢'(v) = —2sin2v+4sinusinv = 4sinv(sinu — cosv); des lors, dans
IS 2 ~ ’ .
I'hypothese A > =% ot nous nous trouvons, on a u < % et donc aussi v < %,

puisque 0 < v < u : il s’ensuit que cosv > sinu et donc ¢'(v) < 0 (avec ¢'(0) = 0)
de sorte que, lorsque v croit de 0 a u, ¢(v) décroit de p(0) a 0, et par suite
@(v) > 0 sur cet intervalle; ceci montre que h + a > b+ ¢, donc que, sur la droite

BC f(M) > f(O) > f(A)lorsque A, B, C forment un vrai triangle; si A, B, C sont
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alignés, nécessairement dans 'odre B, A, C, A est confondu avec O et le minimum
de f sur la droite BC est obtenu en O. Pour un point M non situé sur BC on a:

f(M)=MA+MB+MC > MB+MC > BC = AB + AC = f(A)

de sorte que dans ce cas f(M) > f(A) pour tout point M du plan autre que A
(avec évidemment égalité lorsque M est en A, point en lequel f est minimal).

Dans toute la suite nous supposerons donc que A, B, C' forment un vrai triangle.

b) Régionnement du plan

La droite BC' et les deux demi-droites

définies précédemment régionnent le @

plan en cing zones (ne contenant pas

leurs frontiéres) selon le plan de zonage A @

cl-contre.
©)
®

Figure 4

b1) M en zone 1 :

Dans les deux triangles M AB et M AC la somme des angles en A est 27 — A : elle
est donc comprise entre 7 et 543—” et par suite I'un au moins d’entre eux est obtus,
celui du triangle M AC par exemple. Dans ce triangle on a MC > AC, c6té opposé
a Pangle le plus grand (parce qu’obtus) dudit triangle; dans le triangle M AB on
a bien évidemment M B + M A > AB de sorte que f(M)=MA+ MB+ MC >
AB + AC = f(A).

b2) M en zone 2 :

M et B étant de part et d’autre de la droite AC, les droites M B et AC se
coupent en I, point situé tant entre M et B qu’entre A et C. Alors, f(M) =
MA+MB+ MC > AC + IB > f(I) > f(A).

bs) M en zone 3 :
Le méme résultat est valable, il suffit d’échanger les réles de B et C.

by) M en zone 4 :
A et M étant de part et d’autre de la droite BC, les droites AM et BC

se coupent en un point I situé entre 4 et M. Alors MB + MC > BC et
MA > ITA > OA, O étant la projection orthogonale de A sur BC. Il en résulte
f(M)y=MA+ MB+ MC > BC+ OA = f(0) > f(A).

6



bs) M en zone 5 (intérieur du triangle) :

Comme A > % il existe sur la droite BC,
entre B et C', un point D tel que 'angle en
A du triangle ABD soit égal & X : on peut
supposer que M et C' sont situés de part et
d’autre de la droite AD (s’il n’en était pas

ainsi en échangerait dans le raisonnement
les roles des points B et C'). Alors les droites
AD et MC se coupent en un point [ situé
aussi bien entre A et D qu’entre M et C. Figure 5

On a alors MA+ MB + MI > AB + AI par application d’un résultat antérieur
concernant le cas ot angle en A du triangle vaut 2%. D’ou :
f(My=MA+MB+ MC
=MA+MB+MI+1IC>AB+ AI+IC > AB + AC = f(A),
puisque dans le triangle AIC on a bien : AI +IC > AC.

On a donc établi un deuxiéme résultat qui complete le premier : dans le cas ou
A > 2= la fonction f admet sa valeur minimale au point A.

En résumé :

Soient A, B, C trois points du plan, disposés de telle sorte que A soit le sommet de
I'angle le plus grand du triangle ABC (éventuellement aplati : dans ce cas, A, B, C
sont alignés, dans 'ordre B A, C).

Il existe un point T unique en lequel la fonction f définie dans le plan par :
f(M)=MA+ MB + MC atteint sa valeur minimale.

—S14 < -23—", ce point T est le point de Toricells L du triangle ABC, obtenu comme
deuxiéme point commun a la droite AA' et au cercle A'BC, A’ étant déterminé
de telle sorte que le triangle BC A’ soit équilatéral et que A et A' soient de part
et d’autre de la droite BC';

—Si1A> %ﬁ, ce point T est le point A.

ANNEXE
Une démonstration élémentaire du théoréme de PTOLEMEE.

Soient A, B, C, D quatre points du plan, distincts.

1) Si 4, B,C, D sont alignés, placés dans 'ordre ABC' D, on posera AB = b, AC =
¢, AD = d et on calculera les trois produits : AB x CD = b(d — ¢), AC x BD =
c(d—b) et AD x BC' = d(c—b), ce qui a un sens puisque 0 < b < ¢ < d.

Une simple vérification montre que : AB x CD + AC x BD > AD x BC,AC x
BD + AD x BC > AB x CD, et que ABx CD + AD x BC = AC x BD, avec

égalité dans un cas et inégalité stricte dans les deux autres.

2) Supposons que A, B, C, D ne soient pas quatre points d’une méme droite (il est
possible que trois d’entre eux solent alignés).
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N.B. : le lecteur fera les figures nécessaires.

La similitude plane directe de centre A transformant B en C transforme D en un

point E, et on a : %g; = %—g—,d’oﬁ AC x BD = AB x CE.

De cette similitude résulte ’existence d’une similitude plane directe de centre A
transformant B et D et C en E. Alors, on obtient :

AD DE

Z——BS--—-BSE, soit AD x BC = AB x DE.

Il s’ensuit que ACX BD+AD xBC = ABXx(CE+DE). Comme CE+DE > CD,

on obtient I'inégalité de base :
ABx CD < AC x BD 4+ AD x BC

avec égalité si et seulement si CE+ DE = CD, c’est-a-dire si C, D, E sont alignés
dans ordre C, E, D, soit (C—'_E’, D—E+) =7 (modr).
Or :

(CE,DE) = (CE,BD) + (BD, BC) + (BC,DE) (mod 2r).

Comme (Eﬁ, C_'ﬁ) = (ZB),ZB) (mod 27) dans la premieére similitude, et
(B—(j,l—)—f)?) = (ﬁ,ﬁ) (mod 27) dans la seconde, on obtient : (C_’E,l—ﬁ?) =
(AC,AD)—(BC,BD) (mod 27) de sorte que l'égalité AB x CD = AC x BD +

AD x BC' est obtenue si et seulement si (R,Z_)D) = (1387 E_ﬁ) + 7 (mod 27),
ce qui est équivalent, en clair, au fait que ABC'D sont cocycliques (ou alignés en
vertu du 1), et placés dans I'ordre A, C, B, D sur le cercle (ou sur la droite).

On obtient d’autres inégalités du méme genre en permutant arbitrairement les
quatre lettres A, B,C,D. On obtient en fait trois inégalités seulement, car
Vexpression AC x BD+AD x BC — AC x CD est invariante par le sous-groupe de
Sy (groupe symétrique de degré 4) engendré par les deux permutations (ACBD)
et (AB)(C)(D) (qui sont un 4-cycle et une transposition), lesquelles engendrent
un groupe d’ordre 8 de type diédral.

Les trois inégalités de PTOLEMEE ainsi obtenues sont donc :

ABx(CD < ACxBD +AD x BC
AC xBD < ABxCD +4+AD x BC
AD x BC < ABxCD +4+AC xBD

et on vérifie aisément que si 'une de ces trois inégalités est une égalité, les deux
autres sont des inégalités strictes.
(Démonstration d’aprés GUICHARD, Cours de Géométrie — Vuibert, 1924.)

On ne m’en voudra pas de ne pas répéter ’énoncé complet du théoréme, qui a été
donné antérieurement.



