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Introduction

Je voudrais présenter ici quelques démarches classiques de démonstration, en
géométrie élémentaire, peu connues me semble-t-il des jeunes générations de
professeurs. Ces méthodes sont pourtant aux sources de la géométrie algébrique
moderne; elles ont fait 'objet de cours développés au XIX® siecle, comme le
magnifique ‘Traité de Géométrie Analytique’ de George SaLMoN (Gauthiers-
Villars, 1870).

Nous ne parlerons ici que de géométrie plane. Le plan est rapporté a un repere
cartésien, arbitraire en géométrie affine, orthonormé en géométrie euclidienne;
mais les raisonnements que nous ferons n’utiliserons pratiquement pas les coor-
données : ils seront essentiellement intrinséques, c’est ce qui fait leur intérét, et
justifie le titre de U'exposé.

Voici les idées principales dont nous voulons illustrer, sur quelques exemples,
Pefficacité démonstrative.

D’abord, on privilégie les courbes par rapport aux points, et on identifie toute
courbe (algébrique exclusivement) & I'un quelconque des polynémes P(z,y) qui
donne une équation de cette courbe (P = 0).

Exemples : La droite d = 2z + 3y — 1. Le couple de droites d.d' =(2z + 3y — 1).
(z —y+5). Le cercle C = 2? + y*> — 2z + 1 (repére orthonormé). La parabole
P=y—z°

C’est donc plus exactement aux fonctions (polyndmes uniquement) que nous
faisons jouer le réle principal, et nous utilisons les opérations naturelles (addition
et multiplication), donc la structure d’anneau, pour traduire des propriétés
géométriques. Donnons quelques exemples de telles traductions (ceux que nous
utiliserons dans la suite).

I.1. Trois droites dy, d,, d3 sont concourantes si on a :
)\ldl + Azdg -+ )\3([3 =0

pour des constants A; non toutes nulles (dépendance linéaire). Le cas particulier
ou d3 = 1 représente le parallélisme de d; et ds : le polynoéme constant 1 représente
la droite de l'infini.
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I.2. (Plan euclidien). Deux droites d; et d, sont orthogonales si et seulement si
on peut trouver deux nombres A, Ay (non nuls) tels que :

Md? + \od3 soit un cercle (tercle — point).

Nous entendons ici par cercle tout polynéme de degré 2 dont la partie homogene
de degré 2 est de la forme a(z? +y*) (a € R, a #0).

1.3. Soit C une courbe algébrique de degré n > 1 (i.e. C est un polyndme de degré
n). Une droite d est contenue dans C si et seulement si C=d.C" (d°C'=n—1);
ceci est assuré dés que la courbe C contient n + 1 points de d. (La démonstration
de ces faits est immédiate en se ramenant au cas ot d est la droite y = 0.) Noter
que Dassertion plus générale suivante est fausse : si P et P' sont deux polynomes
tels que {P = 0} C {P' =0} alors P' = P.Q) (exemple : P = 2 +y? et P' = zy);
elle serait vraie si l'on se placait dans le plan complexe C? au lieu du plan réel,
et si I'on supposait P irréductible ou réduit (c’est-a-dire produit de polynomes
irréductibles premiers entre eux).

I.4. Soient d et § deux droites sécantes en un point P. Cherchons a exprimer
algébriquement qu’une courbe C' de degré n  (n > 2) est tangente a d au point
P. Jaffirme que cette propriété se traduit par 'égalité

C=X>+d.Q

ot A € R et Q est un polynéme de degré n — 1.

Voici pourquoi : la tangence de C' & d signifie naturellement que la restriction
du polynéme C & la droite d (rapportée a un repere) a une racine double
correspondant au point P.

Choisissons alors un point A # P sur d.

S La condition C(A) — A§*(A) = 0 définit

un nombre A (car §(A) # 0). Le polynome

C' = C — \6* admet alors trois “racines”

sur d (A d’une part; P d’autre part comme

/ racine double : il l'est en effet pour C

d par hypothése, et pour §* par définition).

P D’apres le critére donné en L.3., ¢! = d.Q,
A et finalement C = \6? + d.Q.

M

Figure 1
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En particulier, si C' est une conique (courbe de degré 2), I’égalité précédente
s’écrit C' = \6% +dd' ol d' est une droite, qui est évidemment la tangente a C' au

second point P’ ou § coupe C.

couples de droites sécantes, définissant les
quatre points A, B,C, D.

Montrer que les coniques passant par ces
quatre points sont les polynémes :

/A
/ 8 N C = \dd + u68' (M, €R).
S,

Figure 2 V57

0(/
)/C‘_/ Exercice 1. Soient (d,d') et (§,68") deux
/ T)

Passons maintenant a ’étude de quelques problemes mettant en jeu les remarques

précédentes

1.— Droites, cercles et coniques
1.1. Commencons par revoir un principe général de construction de coniques.

da

i/
Ma
d\ un point A, et deux droites d}, d}, se coupant
en un point A’ distinct de A.
A \ A chaque droite d = Ady + pds passant par
A on associe la droite d' = Ad}| +pud), passant
par A'.
Mo Quelle courbe I' décrit le point M intersec-
/ tion de d et d'?
Figure §

/ A’ On donne deux droites dy, dy se coupant en
A/

Réponse : c’est la conique I' = d;d, — dad}. En effet, un point M appartient a T’
si et seulement si le systéme d’équations homogenes en (X, p) :

AL(M) + pdy(M) =0
admet une solution non nulle. Ceci équivaut au fait que son déterminant
dydly — dad) est nul.

Cas particulier bien connu au lycée. Si deux droites d et d' pivotent autour de
deux points A et A’ respectivement, en faisant un angle 8§ constant, leur point
d’intersection décrit un cercle.
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Choisissons le repére orthonormé tel que A soit lorigine, et A’ le point de
coordonnées (a,0). Soit d; = y, dy = z, d] = —(z — a)sind + y.cosb, dy =
(z—a)cosf+y.sinb; il est alors clair qu'a d = Ady +pdsy correspond d' = Ady +pudy.
La courbe cherchée est donc définie par le polyndéme :

I'=did) — dod) = y*sinf +y(z — a).cosf + z(z — a).sin b

= (z? 4+ y*).sinf — azsinf — ay cos b

L’énoncé général que nous venons d’établir peut étre reformulé ainsi : si 'on définit
une bijection linéaire entre le faisceau F4 (on dit aussi pinceau aujourd’hui) des
droites passant par A et celui F 4 des droites passant par A', le point d’intersection
de deux droites correspondantes décrit une conique I' passant par A et A'.

Exercice 2 :

1) La conique I' est dégénérée (réunion de deux droites) si et seulement si a
AA' € F4 correspond A'A € Fa.

2) Quand I' n’est pas dégénérée, sa tangente en A est la droite d € F4 ayant pour
image A'A € F4 (appliquer 1.4.).

1.2. Un probléeme classique de cocyclicité :

On donne un cercle I' et deux couples (1, 12), (t],15) de tangentes a I'; les points de
contact sont Ty, T, T}, Ta. Soient A, B, C, D les points t1 N}, ) Nita, o N5, 15 Nty.
Montrer que A, B,C, D sont cocycliques si et seulement si les droites d = T{T; et
d' = T|T, sont perpendiculaires.

Encore disponible : la brochure
“TRAVAUX PRATIQUES EN TERMINALES SCIENTIFIQUES”
Par E. Busser, M. de CoINTET, C. KAHN,
J. MARTINET, J. SAMSON et O. SCHLADENHAUFEN.
200 pages — 70 F (Port compris)

Au sommaire : Trajets en temps minimum — Les autoroutes de Monsieur Fermat ~ La
duplication du cube — Le probléme des abeilles — Résolution de I’équation 23 -3z-1=0
par la méthode du point fixe et par la méthode de Newton ~ Un probleme d’échelles —
Exemples d’itérations d’une fonction trinéme du second degré — Paradoxe — Un calcul d’aire
dans I’évolution historique des mathématiques — Calcul d’aire : méthodes de Simpson et
de Hermitte — Trois utilitaires classiques pour calculatrices programmables — Intégrations
par parties répétées — Encadrements de fonctions par des fonctions rationnelles — Circuit
oscillant — Calcul numérique et fonction exponentielle - Dérangements — Somme de
puissances entiéres des p premiers naturels non nuls ~ Un procédé de calcul numérique
de logarithmes népériens — Equations du troisieme degré — Résolution de Péquation
23 — 3z — 1 = 0 & l’aide de la trigonométrie — Construction (& la régle et au compas) de
polygones réguliers — Construction d’un polygone régulier “solution approchée” — Ou l'on
retrouve ’angle des abeilles — Etude d’une configuration a I’aide de barycentres, de nombres
complexes — Plusieurs méthodes pour un méme probléme de construction — Alignement
et cocyclicité — La trisection de I’angle — A propos de trisection — Probleme de réservoir -
Inverses de coniques — Réflecteurs micro-ondes — Zéne d’audibilité — A la recherche d’un
triangle rectangle — Coniques, constructions et lieux géométriques — Solution “approchée”
d’un systéme — Un peu de trigonométrie sphérique.
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D’aprés I.4., les hypotheses se traduisent en les égalités de polynomes :

[ = A\d? + t1t9
(1) (AN €R)
= \d?+tt)

D’autre part, les coniques
passant par A, B, C, D
sont de la forme (Ex-
ercice 1) :

I’ = atty + o't't),
(a,a' € R)

c soit

o J I =(a+a)l
— ¢/ —(pd® + p'd")
- (4 = ha, j' = M),
Figure 4
Ainsi, 'une des I est un cercle si et seulement si il existe p,pu’ € R tels que

pd? ' d"? soit un cercle; mais (1.2.) ceci veut dire que d et d' sont perpendiculaires.

Ceci prouve de plus qu’alors les cercles I', T et le cercle point I (I = dnNd') sont
linéairement dépendants, c’est-a-dire appartiennent au méme faisceau (dont I est

un point limite).
Exercice 3. Montrer que si d et d' pivotent autour de I (fixé) en restant
perpendiculaires, le cercle I'' reste le méme.
Il est intéressant de comparer cette argumentation a une autre démarche, utilisant
par exemple les angles orientés.

2.— Cubiques. Les théorémes de Pappus et de Pascal.

On appelle cubique toute courbe de degré 3. Le premier résultat fondamental sur

les cubiques est le

Théoréme. Soit ' une cubique; soit d (resp. d') une droite coupant I' en
A,B,C (resp. A', B' C'); soient A", B", C" les points ot les droites AA', BB',C'C"

recoupent I'. Alors A" B" C" sont alignés.

En effet, désignons par a, b, ¢ les droites AA', BB’ C'C', et considérons le polynéme
P =T — Mabc ou A € R est choisi de sorte que P s’annule au point d’intersection
Idedet d. Dapres 1.3., P = d.QQ car la courbe P, de degré au plus 3, contient
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quatre points de d(A, B,C|I); de plus @) = d'.R car la courbe @, de degré au plus
2, contient trois points de d'(A’, B', C'). Finalement, d°R < 1, et P s’annule aussi
en A", B" C" : il en résulte que ces trois points appartiennent a la droite R, ce

qu’on voulait montrer.

Figure 5

On remarquera qu’a partir des données I', d et d’, ce théoréme fournit, en général,
six alignements : autant que de bijections entre I'Nd (3 points) et I'Nd’ (3 points).

Donnons maintenant les principales applications de ce théoreme.
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2.1. Le théoréme de Pappus.

Nous allons voir qu’il correspond au cas ou la cubique I' est dégénérée en le produit
(géométriquement : la réunion) de trois droites, c’est-a-dire I' = 6;.62,63 (6; =
polynéme de degré 1). c

Sotent A, B, C les points d’'inter-
section de d avec 61, 67, b3 respec-
tivement, et B',C' A’ les points
d’intersection de d' avec ces mé-
mes droites. Le résultat général
dit que :

A" = AA'Ns =AA N BC
B" =BB'Né; =BB'NCA
C" =CC'né =CC'NAB'

T . sont alignés; c’est le théoreme de

T PAPPUS.
AN

Figure 6

(Remarquer le choix des notations; la donnée de I', d et d' ne produit plus, dans ce
cas de dégénérescence, que deux alignements : celui figuré ci-dessus, et celui qu’on
en déduirait en remplacant B', C', A" par C', A, B respectivement.)

2.2. Le théoreme de Pascal.

Rappelons qu’il s’agit de I’énoncé suivant : soit I' une conique (non dégénérée) et
six points de cette conique. Si l’on se donne une permutation circulaire o de ces
six points (0 : M — M') et on note TM — M linvolution 7 = o2, alors les
points d’intersection des droites MM' et M M' (au nombre de trois) sont alignés
(fig. 7).

Cette configuration apparait précisément si ’on part des données suivantes : une
cubique L =TI.56 dégénérée en le produit de la conique I' et d’une droite §; deux

droites d et d' coupant I' en trois points (fig. 8). On a désigné en traits pleins les
données, et en pointillés les droites construites selon 1’énoncé du théoréme général.
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Figure 7 Figure 8
2.3. La loi de groupe commutatif sur les cubiques non singuliéres.

Considérons une cubique non singuliére, comme, par exemple

F:yQ—x(a:Jrl)(:c—l).
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Cette courbe est constituée de deux branches, dont I'une a une direction asymp-
totique verticale (point a l'infini J), et 'autre est bornée.

Nous allons utiliser les points d’inflexion de I'. On les obtient en exprimant
qu'une tangente d’inflexion est une droite qui coupe I' en trois points confondus
(I'équation aux points d’intersection a une racine triple). On obtient ainsi les points

I et I' de méme abscisse 1/1 4 (2/4/3) et d’ordonnées opposées ; le point & I'infini J
de I est aussi un point d’inflexion [+ 2% = 1.(y+2?)] avec pour tangente la droite
de l'infini. Noter que les trois points I, I', J sont alignés (Exercice : montrer, en

appliquant le théoréme général, que si I et I' sont deux points d’inflexion d’une
cubique T, le point I"" ou II' recoupe I est aussi un point d’inflexion.).

Nous voulons en venir a la remarquable propriété suivante : soit I' une cubique
non singuliere (cela veut dire : sans point double, réel ou complexe), et I € I' un
point d’inflexion. Soit M, N — M * N la loi de composition, sur I', définie par la
construction que voici : on construit le point P ou M N recoupe I', puis le point
Q ou IP recoupe I', et on pose @ = M * N;si M = N, MN désigne la tangente
en M a I'. Alors * est une loi de groupe commutatif sur 'ensemble T', dont
I’élément neutre est le point I ; pour M € I', opposé de M pour * est le point

—M ou IM recoupe I'.

Démontrons ceci. Il est clair que M * N = N « M, que I * M = M pour tout M,
et que M x (—M) = I. La seule propriété non évidente est I’associativité de x;
solent M, N, I trois points de I'; par définition on a les alignements :

A=M, B =N, C=—(M=x*N) alignés
A'=N=«*P, B'=—-(NxP), C'=1I alignés

D’apres notre théoreme général, il en résulte l'alignement de A", B" C"; or
A" = —[M % (N« P); B" = P;C" = M * N;

ainst :

CII * BII — —‘A”

soit

(M *xN)*x P =DM =x(N x P).

La signification profonde de cette loi de groupe est hors du cadre de cet exposé :
elle passe par I'étude géométrique des cubiques dans le plan complexe et la mise
en évidence de leur paramétisation naturelle par les fonctions P de WEIERSTRASS.



