SOUCOUPES VOLANTES ET CAUSTIQUES

(AVEC POINT DE VUE SUR L’ARC-EN-CIEL)

Michele AupIin

La récente réforme des études de licence en mathématiques a completement
évincé des programmes la théorie des enveloppes. Sans vouloir discuter ici
d’une réforme a beaucoup d’égards bénéfique, je ne puis que trouver cette
disparition trés regrettable; rappelons, pour mémoire, le rdle des enveloppes
dans la théorie des équations différentielles (intégrales singuliéres), et des
équations aux dérivées partielles; mals est-il concevable qu’un professeur
de lycée ait quelque usage des problémes de Géométrie élémentaire, sans
connaitre — ne fit-ce qu'approximativement -— les phénoménes généraux de
cette théorie ? Méme d’un point de vue pratique, la théorie des enveloppes rend
compte de phénomenes familiers, sans elle inexpliqués; pour s’en convaincre,
il suffit d’observer, 4 lintérieur d’un bol hémisphérique de café au lait
convenablement éclairé, la structure cuspidale des caustiques de réflexion,
et leur variation lorsque ’éclairage se modifie.

René THOM. ‘Journal de Math.” Tome XLI - Fasc. 2 (1962)

... On peut préférer le café noir comme sur la figure 1, c’est plus lisible.
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Figure 1 L’équation du rayon réfléchi zR est (y —
Schéma du dispositif expérimental. sinf)cos20 = (x — cos#)sin2f en éliminant

f entre cette équation et sa différentielle par

rapport a f on trouve ’enveloppe.

Sur la figure 3, on n’a pas dessiné lenveloppe : c’est la concentration de 'encre
ayant servi a dessiner les rayons réfléchis qui la fait apparaitre.

© L’OUVERT 54 (1980)
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Figure 8
De facon tout & fait analogue, il y a concentration de l'intensité lumineuse le
long de I’enveloppe des rayons lumineux dans la tasse de café. C’est pourquol
cette enveloppe recoit le nom de CAUSTIQUE (du grec qui signifie brilant). On
remarquera que la courbe lumineuse elle-méme a un point singulier (un point de
rebroussement) ot I'intensité de la lumieére est encore plus grande.

¢ Les soucoupes volantes : des caustiques?

engendrée par

la rotation de :

Figure 4

La surface représentée sur la figure 4 a quelques titres a étre appelée caustique.
Elle a assez intéressé l'astrophysicien soviétique ZELDOVITCH pour que, apres
Pavoir utilisée pour donner un modéle de la formation des galaxies, il 'ait encore
mise & contribution pour proposer une explication du phénomene ovni. Les objets
soucoupoides trés lumineux décrits par les observateurs d’ovnis ne seraient que ces
caustiques, objets imaginaires mais bien visibles (comme la courbe a la surface du
café) créés par la réflexion et la réfraction de la lumiere, & travers les nuages par

exemple.
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Cette explication, sans nul doute séduisante, est combattue par un théoreme
démontré il y a deux ans par un jeune mathématicien soviétique, TCHEKANOV : la
surface de la figure 4 n’est pas une enveloppe de rayons lumineux”.

e ...Les extra-terrestres n’ont pas dit leur dernier mot ...

Pour comprendre cette discussion, il va falloir aborder plus sérieusement la théorie
en proposant un modele mathématique.
Considérons d’abord ’espace dans lequel la lumiére se propage, ici, pour simplifier,

ce sera R™, espace euclidien de dimension m avec m = 3, modele au moins local de
espace dans lequel nous vivons ou bien m = 2, le seul dans lequel je sais dessiner.

Le milieu est supposé homogeéne et anisotrope de fagon que le principe de Fermat
oblige les rayons lumineux a étre rectilignes.

A chaque point & de cet espace R™, on associe tous les vecteurs d’origine z. Ainsi
on considére R™ x R™, 'espace des couples (z,£) ot ¢ est un point de R™ et £ est

un vecteur d’origine .

Figure §
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Soit S, une source lumineuse dans R™ (c’est-a-dire un point, une courbe si m = 2,
ou une surface si m = 3) de chaque point de laquelle partent des rayons lumineux

dans des directions normales a .S,.

SR

m =2 ou 3 m=2 m =3
Figure 6

On peut toujours supposer que Sy est de dimension m — 1 et qu’en chaque point
il n’y a qu'une seule direction normale & Sy (le cas d’une source ponctuelle étant,
par exemple, assimilé & un petit cercle ou une petite sphere suivant la valeur de
m).

Il va y avoir concentration de I'intensité de la lumiére le long de I'enveloppe de ces
rayons orthogonaux & Sp; c’est-a-dire de la développée de Sy.
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Soit z un point de Sy et 7 (z) un vecteur unitaire normal & Sp, dans le sens de
propagation des rayons lumineux. On considere la surface

St = {a+ 17 (x)/x € So)

qui est une surface paralléle & Sp. Au lieu de regarder chaque parallele individu-
ellement, on peut considérer le sous-espace de R™ x R™

NSy = {(z + 17 (z), W(x))/z € So,t € R}

et son image par la projection
f:R™ xR™— R™

(z,)— z.

Rappelons le célebre principe de HUYGENS : “Ienveloppe des rayons normauz (la
caustique) est "mage de l’ensemble des points singuliers de f”.

Figure 7

Le principe de HUYGENS.
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Figure 8§
La caustique n’est autre que le contour apparent

de NSy dans la projection.
e Essai de définition d’une caustique

NSy n’est pas n'importe quelle sous-variété de R™ x R™; elle a notamment les
deux propriétés :

a) dim NSy = m puisque z est sur Sy de dimension m — 1 et que ¢ est dans R :
(m—1+1=m),

b) le produit scalaire £.dz sur R™ x R™ restreint a NSy, c’est-a-dire :

W (z).(dz +td T (z) + dt R (2)) =
= W (2)dz +t 7 (2)d 7 (2) + dt|| 7 (2)|]* = dt

est une différentielle exacte puisque 7' (z).dz = 0 par définition de et

7.d7 = 0 en dérivant || 7[> = 1.

Premiere définition : La caustique est image des points singuliers de la
projection sur le premier facteur d’une sous-variété L de dimension m de R™ x R™
sur laquelle £.dx est exacte (voir la fig. 8).

Exemple : La soucoupe volante (Fig. 4). Voila comment on trouve des équations

de Vengin. L est I'image de I :
F:R*— R3xR?
(z,y,2)— (%333 +a(y? + 22 —1),y,z; —z, 3%y, z%2)
On vérifie que £.dx est exacte. La projection f est :

1 .
flz,y,z) = (—3—:E3 +2(y* +2° = 1),y,2)

)
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et pour les points singuliers on trouve :
0
o) = (.2 L =)
={(z.y,2)/a* +y* + 2% =1}

c’est donc la sphére unité dans R®, et la caustique C = f(Z(f)) est 'ensemble

{(—ga’gay%)/ﬁ +yP 422 =1}

Figure 9
La caustique C = f(E(f)) ={(-%2%,y,2)[2? +y? + 2% = 1}

Au commencement, il y a une source lumineuse, c’est-a-dire une sous variété
NSy C R™ x R™ sur laquelle £.dz est exacte.

Ensuite la lumiere émise traverse un systéme optique : lentille, miroir, ..., nuage,
rideau de pluie...Il n’y a plus de raison de penser que le nouveau systeme de
rayons lumineux diffusé soit de la forme N Sy. Mais c’est dans les axiomes de la
théorie que la traversée d’un diffuseur équivaut a une transformation canonique de
R™ x R™ : la forme £.dz reste exacte, d’ou la définition choisie.

Malheureusement, la définition ci-dessus tolere des objets qui ne sont stirement
pas des enveloppes de rayons lumineux comme le prouve 'exemple suivant :

Considérons la sphere de dimension 3, sphére unité de R* : 5% = {(z,y,2,t)/2* +
y? + 2% + 12 = 1} et Papplication :

G:R*—R*xR?
(:I:7 y7 Z’ t)I——} (x7 y‘; Z; 2t$7 Qty7 Qtz)

Ici f est particulierement simple :

OO/ g

flz,y,z,t) = (z,y, 2).
E(f)

G(S3) 3(f) une sphére ict C = f(B(f)) aussi
(dans R x R) ‘ ronde §? est une spheére ronde
Fugure 10
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Avec cette fonction G, on construit donc une caustique au sens de la définition
’ . N 2 T . .
proposée et qui est une sphere S* de espace euclidien ordinaire.

. N 9 . N .
Mais cette sphere S* n’est sirement pas une enveloppe de rayons lumineux.

Le cercle : on peut trouver La sphére : on ne peut PAS trouver
un champ de vecteurs un champ de vecteurs tangents non nuls
tangents non nuls. (théoréme de la sphere chevelue).
Figure 11

La définition n’est donc pas bonne. En fait NS, a une jolie propriété que nous
n’avons pas exploitée

NSy C {(=,&)/|I€]]* =1}

Il se trouve que les variétés de 'optique géométrique telles que NSy et ce qu’il en
advient apreés traversée d'un diffuseur satisfont ce type d’équations (équation de
I'eikonal) : ce sont des sous-variétés de R™ xR™ sur lesquelles £.dz est exacte et qui
sont contenues dans une hypersurface conveze dans les fibres. Ici cette hypersurface
est R™ x S™~! et dans chaque fibre c’est une spheére parce qu’on a supposé 'indice
de réfraction constant.

Le théoreme de TcHEKANOV dit tout simplement que si L C R™ x R™ est une telle
sous-variété, alors pour la projection :

f:LCR™xR™ — R™

le lieu singulier 3(f) C L lui-méme doit avoir un champ de vecteurs tangents non
nuls.

Ceci interdit bien la soucoupe volante puisqu’on a vu que dans ce cas la variété
critique X( f) est une sphere ronde (voir la fig. 9).

Une soucoupe volante n’étant pas une enveloppe de rayons lumineux, n’étant
pas une caustique, cela ne prouve pas pour autant l'existence d’extra-terrestres

puisque les dites soucoupes volantes apercues dans le ciel pourraient étre des
manifestations indirectes de 'existence de caustiques. En voici un exemple

familier.
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¢ L’arc-en-ciel, une manifestation de caustiques.
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Réfraction

_ L’enveloppe
Figure 12 ‘ } /

L’arc-en-ciel (monochrome)

Un rayon monochromatique rencontre une goutte de pluie.

Des rayons incidents paralléles et monochromatiques se réfractent et se réfléchissent
dans une goutte de pluie et en ressortent. L’enveloppe des rayons sortants dessinés
sur la figure a une asymptote. Grace & la symétrie sphérique de la goutte de pluie,
I'enveloppe de tous les rayons sortants a un cone asymptote dont ’angle est fonc-
tion de I'indice de réfraction qui lui-méme dépend de la couleur.
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Figure 18 Figure 14
Vue de loin Penveloppe se De chaque goutte et pour chaque
confond avec son coéne asymptote. couleur il sort un céne.

Pour chaque goutte et pour chaque couleur il sort un coéne. Les cones correspon-
~dants a toutes les gouttes ont leurs axes paralleles.

gouttes de pluie —

soleil

il de Pobservateur

Figure 15 e

L’Arc-en-ciel (polychrome, c’est plus joli).

On peut ne considérer que les gouttes contenues dans un plan P. L’ensemble des
points de P d’ou une droite issue selon la direction « passe par le point O est
Pintersection du cone de sommet O et d’angle « avec le plan P, c’est-a-dire un

cercle.
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Figure 16

L’observateur verra donc arc de cercle brillant (cas monochromatique!) soit en
réalité ... un arc-en-ciel.

Ainsi Parc-en-ciel, qui n’est pas une caustique, est la manifestation visible de
I’existence des caustiques produites par les gouttes de pluie.
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