A VOS STYLOS

PROBLEME 7
Enoncé

Soit une fonction de deux variables f(xz,y) telle que, pour tout z, P.(y) = f(z,y)
est un polynéme en y et, pour tout y, Q,(x) = f(z,y) est un polynéme en .
Est-ce que f est un polynéme a deux variables?

Solution

Nous n’avons recu que tardivement une solution de F. DouEg, solution qui est
essentiellement la méme que celle proposée ci-dessous :

Cas ott les variables sont réelles (ou complexes, ou dans tout corps non dénombrable).

Il existe une partie infinie X de R et un entier £ € N tels que, pour tout x € X,
le degré de P, est au plus k (en effet, Xy = {2 € R : d°P, < k} est une suite
croissante, de réunion R; si chaque X était fini, R = Up X serait dénombrable
comme union dénombrable d’ensembles finis).

Il existe donc ag,ap—1,...,ap : X — R tels que Vo € X, Vy € R, f(z,y) =
ak(:z:)yk “+ (lk_l(:z:)yk"l + -+ ag(a).

Choisissons k + 1 valeurs distinctes y; de y. Puisque la matrice de VANDERMONDE
Y = (y])o<i j<k est inversible, et que pour z € X on a

CI,()(LIJ) Qyo(m)
v o = ;
(‘Lk<$) ka('ﬂ)

on voit en inversant cette formule que chaque a; est la restriction a X d’un
polynéme b; sur R. Pour tout y, les polynomes Q,(z) et UF_oytbi(x) sont égaux
sur Pensemble infini X, donc partout; et f(x,y) = S5 y'b;(2) identiquement.

En revanche, dans @, la fonction

fleyy) =(z —ri)y —r1)
+(z—ri )y —ri)e —r)(y —r2)
(0= )y — )@ = ra)(y = ra)(e = ra)(y = 7s)

(ot (rp)n>1 est une énumeération des rationnels) est séparément un polynéme en
chaque variable, sans étre un polynome a deux variables (on ne peut lui assigner
de degré).
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A VOS STYLOS

PROBLEME 8

Enoncé

Appelons reQtangle, tout rectangle dont le rapport des cotés est rationnel.
Démontrer que tout rectangle pavé par des reQtangles est lui-méme un reQtangle.

Indication

Lois des noceuds de KIRCHHOFF.

PROBLEME 9
Enoncé

Soit f:N XN — N telle que f(0,0) = 0 et que f(z,y) soit le plus petit entier qui
ne soit pas de la forme f(z' y) avec 2’ < z ou f(z,y') avec y' < y. Fournir une
méthode de calcul de f aussi simple que possible.
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