A VOS STYLOS

PROBLEME 2
Proposé par D. DumoNT
Enoncé

Pour n > 1, on appelle u, le nombre égal & n si n est impair, et & —3p(n) si n est
pair, ou p(n) désigne le plus grand diviseur impair de n. Posant

Sn :u1+"'+u1za
montrer que |s,| < n, et trouver tous les n pour lesquels |s,| = n.

Solution proposée par R. ANDRE-JEANNIN de Sfax en Tunisie. (L’auteur nous a
proposé une solution plus courte.)

On se propose de montrer le résultat suivant :

Théoréme :
Pour tout n > 1 on a |S,| < n, et |S,| = n si et seulement si n = 1 ou si il existe
m > 2 tel que n = 2™ — 2. Dans ce cas s, = —n.

La démonstration se fait en plusieurs étapes. Dans toute la suite on pose :
o(n) =p(1) +p(2) + -+ p(n).
Propriété 1 :
Pour r impair et k> O on a :

204k

(4% -1

o(2tr) = =D 4o )

Démonstration :
Par récurrence sur k. La propriété est évidente pour k = 0, supposons la vérifiée
jusqu’a Uordre k.
Remarquons que pour m > 1l on a :

o(2m) =143+ +(2m —1)+p(2) +p(4) +--- + p(2m)
=m® +p(1) +p(2) + - +p(m) =m? + o(m)

On a donc :
0(2k+1r) = a(2.2kr)
= 4*r? 4 o (2Fr)
(45 - 1)
3
4k+1 -1 2
_ @ - +o(r).

3

=4F2 4y + o(r)
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La propriété est encore vraie a 'ordre k + 1.

Remarque :
En posant n = 2%r (1) peut s’écrire :
n? — p(n)?
o(n) = 2L 4o () 2)
Propriété 2 :
Soit r impair, r > 3. On a :
rP4r4+3<30(r)<rt+2r (3)
et
30(r) =r? 4 2r si et seulement sir =2™ —1 (m > 2)
30(r) =r? 4 r+3sietseulement sir=2"4+1 (m>1)
Démonstration :

Soit r = r¢ > 3 impair. Considérons ’algorithme :

o — 1= 2m'l‘1 1y
Si (] ?7{1 1 r - 1= 2n2,’.2 N9

1 1 = p(r, — 1)
1 ry = p(ry — 1)

VIV

Siri#1 ry—1=2"%"ry nig1 21 rig =p(r — 1)

La suite r; est strictement décroissante. Il existe donc un entier k > 0 tel que
rr > 1 et
rg—1=2"+1r ) avec rrpyq et npyy > 1.

On a alors d’apres (2) pour 0 < <k

(ri — 1)2 - Tz'2+1
3
r?——r?+1+r,~+1

= 3 +0(rit1)

olri)=ri+o(ri—1)=r; +

+ o (riv1)

En ajoutant membre a membre les égalités précédentes (0 < ¢ < k) on obtient :

ré—rig Frotri A+ k41
3

o(re) = + 0(Tkt1)-

Or, ro =1, rg41 = o(rg41) = 1, permettent d’éerire :

et +3+k
o(r)= - 3 (4)
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(4) montre d’abord que :
o(r) > ﬁ—i;—ié, Végalité étant atteinte si et seulement si k¥ = 0, autrement dit
rg = 1 -+ 2™m ('I’Ll Z 1)

Par ailleurs on a :
rg — 1 Z 27“1

7'1"1227'2

(5)
Tk—1 — 12 2r

ry—12>2

En ajoutant membre & membre on obtient : ry + - + 7, < r — k — 3, I’égalité
étant atteinte si et seulement si les équations (5) sont des égalités, autrement dit
sir=2"-1 (m2>2).

On peut donc écrire d’apres (4) : o(r) < ﬁg‘z_r’ Pégalité étant atteinte pour
r=2"—1.

Propriété § :
Pour r impair et k > 1, S(2%7) = r2 — 30(r) (avec S(n) = uy + -+ + u, la suite
de ’énoncé).

Démonstration :
Pourm>1lona:

S2m)=1+3+- -+ (2m—1)=3(p(2) +--- + p(2m))
=m? — 3o(m)
D’olt en utilisant (1) :
S(2%r) = S(2.25 7 1r) = 4571 = 30 (25 1)
= qF1p2 'r2(4k‘"1 —1) = 30(r)
=2 3o(r)
La propriété 3 montre que pour n pair S(n) ne dépend que de p(n).
Propriété 4 :
Pourn > 1on a:
—2n < 5(2n) < -2 (6)
S(2n) = —2n si et seulement sin =2m -2 (m > 2).

Démonstration :
Posons n = 2%r, r = p(n). La propriété 3 montre que :

S(2n) = S(2*r) = 7?2 — 30(r)
sir=1, S(2n) = S(2¥*1) = —2, d’out §(2) = —2.
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Sir >3 on a d’apres (3)
—2n < =2r < 5(2n) < —r -3 < —6.
De plus S(2n) = —2n
&>n=retr=2"—1(dapres la propriété 2)
=2 =2""_2 (m>2)

Remarquons aussi que S(2n) = —r — 3 lorsque r = p(n) =2 +1 (m > 1).
Nous pouvons maintenant achever la démonstration du théoréme cité au début.
En effet le cas de S(2n) fait U'objet de la propriété 4. Il suffit de remarquer que :

S@2n+1)=(2n+1)4+ S(2n) (pourn >1)

d’ou d’apres (6) :
1<S@2n+1)<2n—1

ce qui montre que S(2n + 1) < (2n + 1) pour n > 1. Il est clair par ailleurs que
S(1) = p(1) = 1, ce qui acheéve la démonstration.

PROBLEME 3

Enoncé

Vrai ou faux?

Tout ensemble de parties de N qui est totalement ordonné par inclusion (ceci
signifie que, deux éléments quelconques de cet ensemble étant donnés, I'un
des deux est toujours inclus dans I'autre) est fini ou dénombrable.

Donner une démonstration ou un contre exemple.

Indication

L’assertion est fausse.

PROBLEME 4

Enoncé

Trouver tous les réels a > 0 tels qu’il existe, dans 'espace euclidien usuel muni
d’un repere orthonormé, un cube de c6té a et dont les sommets ont toutes leurs
coordonnées entieres.
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