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PREFACE

Un peu plus d’'un an apres la brochure consacrée aux ‘Travauz Pratiques en
Premaeres Scientifiques’, voici celle destinée aux éléves de Terminales Scientifiques.
Elle a été élaborée par la méme équipe et dans le méme but : faire travailler les
éleves sur des documents qui leur permettent de :

— mettre en jeu les notions du programme, progresser dans la maitrise des concepts
et acquérir des méthodes de démonstration;

— résoudre de vrais problemes mathématiques (dont certains sont historiques,
d’autres liés aux sciences expérimentales);

— développer leur culture scientifique, si modestement que ce soit.

L’équipe de rédaction, composée de professeurs enseignant en Terminales C ou Ter-
minales D, y a été vivement encouragée par les utilisateurs de la brochure publiée
I’an dernier. Les Travaux Pratiques relatifs aux parties communes aux programmes
(Analyse, Algebre, Géométrie, mettant en ceuvre les acquis de Premiere) de Ter-
minales C, D ou E ont été congus & l'intention des éléves de ces trois sections.

On trouvera dans cette brochure des documents :

— rédigés pour les éleves;

— directement utilisables dans le cadre des travaux pratiques inscrits explicitement
aux programmes;

— expérimentés, pour quelques-uns, dans une cinquantaine de classes;

— couvrant bon nombre de rubriques;

— faisant une place de choix aux activités graphiques et aux problémes et méthodes
numériques, comme le demandent les commentaires;

- visant, pour certains, un aspect spécifique du programme, alliant, pour les
autres, plusieurs points de vue : algebrique, géométrique, historique, graphique,
numérique . ..

Ces documents sont de difficultés et de longueurs trés variées. Chacun peut étre
étudié partiellement ou dans sa totalité. Chacun peut étre complété, modifié,
amélioré, rejeté ...Comme ceux de Premiere, ils ne prétendent nullement étre
exhaustifs. Puissent-ils encourager les collegues a en confectionner d’autres !

N.B. : Ces ‘Travauz Pratiques’ ont été rédigés pour étre utilisés en classe avec
I'aide orale du professeur. Si celui-ci veut donner 'un ou lautre en travail & la
maison, il sera nécessaire d’apporter des compléments a la rédaction. Ajoutons
que ces ‘T.P.” n’ont pas été congus pour étre donnés a faire en temps limité.

Le lecteur appréciera, de nouveau, la qualité de la dactylographie, présentation et
mise en pages de ces documents. Nous la devons a Madame Renée ROHFRITSCH.
La diffusion, elle, est assurée par Madame Evelyne LE GUYADER, avec compétence
et dévouement. Que ces collaboratrices trouvent ici nos plus vifs remerciements.
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SOMMAIRE

1. Trajets en temps minimum.

Des recherches de minimum pour trois problemes semblables. Ils sont résolus par
une étude de fonction qui traduit un calcul de distance; dans chacune figure une
ou deux fonctions racines de polynéme du second degré.

Le dernier probleme est celui de la réfraction de la lumiere et conduit a la loi de
DESCARTES étudiée en Physique.

* Prérequis de cours : Image d’un intervalle par une fonction continue. Dérivée

de z — Ju(z).

2. Les autoroutes de Monsieur FERMAT.

Il s’agit ici d’'un probléeme d’extremum ayant un support géométrique concret :
pour quatre villes situées en carré, rechercher le tracé d’autoroute de longueur
totale minimale permettant de se rendre de I'une quelconque des villes & chacune
des trois autres.

A la différence de la Fiche n° 30 de la brochure ‘ Travauz Pratiques en Premiéres
Scientifiques’, le probleme est ici traité analytiquement.

* Prérequis de cours : Dérivée de z — (/u(z).

3. La duplication du cube.

Le vieux probléme de la recherche de ’aréte d’un cube de volume double de celui
d’un cube donné est ramené a I’étude d’une courbe (cissoide droite).

* Prérequis de cours : Aucun de Terminale.

4. Probleme des abeilles.

Ce T.P. est inspiré d’un article paru dans ‘Le Petit Archiméde’. Les abeilles sont
connues comme de bonnes ouvrieres économes et les mathématiques sont la pour
le confirmer.

Ce probleme est une occasion pour revoir et remettre en place bien des connais-
sances de la géométrie de Premiére — géométrie plane et géométrie dans ’espace



— et pour faire un peu de géométrie avec les éleves de Terminale D comme cela
est indiqué dans le programme. Sa résolution fait appel aussi a 'analyse car la
recherche du minimum se fait par I’étude d’une fonction.

* Prérequis de cours :

— Géométrie de Premiere,

— Calcul de la dérivée de & — /u(z) ot u est une fonction polynéme du second
degré.

5. Résolution de I’équation z® —3z —1 =0
par la méthode du point fixe.

6. Résolution de ’équation 2 —3z -1 =10
par la méthode de NEwTON.

7. Un probléme d’échelles.

Il s’agit, ici, d’illustrer les alinéas suivants :

“Exemples de recherche de solutions approchées d’une équation numérique.”
“Exemples d’étude du comportement de suites définies par une relation un4q =
f(uy) et d’approximation d'un point fixe de f &1’aide d’une telle suite.” “Exemples
d’emploi de suites pour I’approximation d’un nombre.”

Dans le premier de ces T.P., les deux fagons de transformer 'équation donnée en
équation du type = = f(z) conduisent chacune & l'approximation de certaine(s)
solution(s) et pas d’autre(s).

Le second montre la rapidité de convergence de la méthode de NEwTON. L’étude
de la suite utilisée est plus difficile dans le second T.P. (convergence quadratique)
que dans le premier (convergence géométrique).

Dans le troisitme T.P., la méme méthode du point fixe permet de résoudre le
premier exemple, mais n’aboutit pas dans le second. Il faut alors procéder a un
ajustement linéaire.

*Prérequis de cours : Suites numériques — Inégalité des accroissements finis.
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8. Exemple d’itération d’une fonction trinome du second degré.

“Prendre une fonction trinome du second degré (ici : f: z = 1 — a2?), choisir un
nombre zy puis calculer successivement =1 = f(z¢), z2 = f(z1), etc ...” Voila
une activité a priori toute simple qui conduit & des résultats surprenants (Voir le

Bulletin de P’A.P.M. n® 337, fév. 83, pages 43-49).

Ce document étudie le comportement de la suite (z,) définie par zo = 0 et la
. ’ . o o 2 R g s . i §_
relation de récurrence z,43 = 1 — az? pour 0 < a < 1 buis pour ¢ < a < 7.

L’expérimentation numérique, a la calculatrice, est largement utilisée.

* Prérequis de cours : Fonctions polynomes, somme et produit des racines d’une
équation du second degré, dérivée de la composée de deux fonctions, inégalité des
accroissements finis, suites géométriques.

Remarques

1) Le cas a = § n’a pas été envisagé dans le document : dans ce cas, la suite (z,,)
converge tres lentement vers la racine positive de ’équation f(z) = =.

2) A I'heure ou ces lignes sont écrites vient de paraitre un article de vulgarisation
dans ‘Sciences et Avensr’ (Avril 1987) qui fait entrevoir I'intérét contemporain de
I’étude d’une telle situation. La revue ‘Paradrome’ a également consacré une suite

d’articles fort intéressants sur ce sujet.

9. Paradoxe.

(D’aprés un article de J. LEFORT dans ‘L’Quwvert ’, journal de ’A.P.M.E.P. d’Alsace
et de 'LR.E.M. de Strasbourg, n® 39, juin 1985.)

Le résultat démontré ici, est le suivant :
“on peut inscrire dans tout cylindre un polyeédre d’aire latérale arbitrairement
grande”.

Des considérations de géométrie élémentaire et un calcul de limite permettent
d’établir ce résultat surprenant (en principe!). Il montre aux éleves les limites
(c’est le cas de le dire) de Pintuition.

* Prérequis de cours : Langage des limites.

10. Un calcul d’aire dans ’évolution histo-
rique des mathématiques.

Une fiche qui peut inciter a parler un peu de I'Histoire des mathématiques
puisqu’elle fait référence a une méthode proposée par FERMAT pour calculer
certaines aires, avant que le calcul intégral ne prenne son essor.

Des rectangles servent dans ces calculs d’aire mais ce ne sont pas ceux de la
méthode de RIEMANN car il ne s’agit pas d’un partage du segment en n parties
égales.
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* Prérequis de cours : Suites géométriques.

11. Calcul d’aires : Méthode de Sivpson.

12. Calcul d’aires : Méthode de HErRMITE.

Deux méthodes de calcul de valeurs approchées d’intégrales sont exposées sur
des exemples. Elles sont basées respectivement sur 'un et 'autre des résultats
suivants :

— une fonction polynéme de degré inférieur ou égal a deux est déterminée par ses
valeurs en trois points;

— une fonction polynéme de degré trois est déterminée par les valeurs que cette
fonction et sa dérivée prennent en deux points.

* Prérequis de cours : Calcul intégral.

13. Trois utilitaires classiques pour calculatrices programmables.

On propose, dans ce document, trois algorithmes, d’utilisation fréquente.
e La résolution d’une équation par dichotomie.

e La détermination d’un extremum d’une fonction.

e Le calcul approché d’une intégrale par la méthode de SimpPsoN.

Les algorithmes sont présentés de fagon structurée et illustrés de programmes en

BASIC.

Il n’est malheureusement pas possible de livrer des programmes tout faits, uti-
lisables directement sur toutes les machines. Aucune question n’est posée dans
cette fiche : Pactivité essentiellement personnelle de 1’éleve est de comprendre d’ou
viennent et comment fonctionnent les algorithmes donnés et de les transformer en
programmes utilisables sur sa calculatrice.

14. Intégrations par parties répétées.

Le travail a réaliser dans cette fiche a un double but :

— confectionner une table d’intégrales facilitant 'application répétée de la formule
d’intégration par parties;

— utiliser litération du procédé d’intégration par parties au calcul de valeurs
approchées de fonctions.
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* Prérequis de cours :
— Primitives de fonctions usuelles;
— intégration par parties.

15. Encadrements de fonctions par des fonctions rationnelles.

“Contrairement a une idée répandue, les valeurs de certaines fonctions transcen-
dantes sont calculées par des calculatrices électroniques a ’aide d’approximations
rationnelles non polynomiales ... Ces méthodes sont, en général, basées sur le déve-
loppement en fractions continues de fonction” (D. RE1sz — Bulletin Inter LR.E.M. :
“L’Enseignement de I’Analyse” — Décembre 1981).

Ce sont de telles approximations qui sont proposées ici pour les fonctions

z—In(l+z)et s [ Tz dt.

Les démonstrations sont, en particulier, I'occasion :
— d’intégrer des inégalités;
— d’étudier des familles de droites ou de paraboles & un parametre.

* Prérequis de cours : Calcul intégral.

16. Circuit oscillant

11 s’agit d’une application directe de la résolution des équations différentielles du
second ordre des programmes de Terminale. Les situations numériques étudiées
conduisent aux trois cas bien connus.

Le cas le plus souvent traité par les physiciens est celui ou la résistance du circuit
est (quasiment) nulle.

* Prérequis de cours : Equations différentielles du second ordre, linéaires, a
coefficients constants et sans second membre.

17. Calcul numérique et fonction exponentielle

Des seules équations différentielles explicitement aux programmes, il ne faudrait
pas que les éleves en concluent que toute équation différentielle a une solution
explicite. On sait que ceci est exceptionnel, ce qui justifie 'intérét de I’étude d’une
résolution approchée d’une telle équation.

Deux méthodes simples sont décrites : celle ’EULER qui revient a calculer une
intégrale par la méthode des rectangles et une autre issue de la méthode des
trapezes.
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L’emploi de ces méthodes avec la fonction exponentielle permet d’en controler
expérimentalement ’efficacité. On les utilise ensuite dans le calcul d’une intégrale;
on pourra comparer les résultats obtenus a ’aide d’autres méthodes (SiMpPson,
HERMITE, ...).

Ce travail est peut-étre aussi ’occasion pour les éleves de découvrir ou d’appréhen-
der des liens qui existent entre calcul différentiel et calcul intégral.

(Pour approfondissement, voir l'article de D. RE1sz dans le Bulletin A.P.M.E.P.
— 1n° 349 de juin 85.)

* Prérequis de cours :

— Fonctions logarithmiques et exponentielles;
— Calcul intégral;

— Equation différentielle y' = y.

18. Dérangements

Les dérangements d’un ensemble fini F, de cardinal n sont les permutations sans
point fixe de E,,.

Le but de ce document est d’obtenir diverses expressions du nombre d,, de
dérangements de E,, en particulier d’établir que d, est U'entier le plus proche
de —"éi ou e désigne la base des logarithmes népériens.

Cette étude permet d’établir un lien entre deux domaines & premiére vue disjoints :
les dénombrements et ’analyse.

Les diverses expressions de d,, rencontrées sont illustrées par des programmes écrits

en BASIC.

* Prérequis de cours : Dénombrements, suites et récurrence, fonction exponen-
tielle.

19. Somme de puissances entieres des p
premiers naturels non nuls.

Deux procédés sont étudiés dans ce document :

— Le premier est numérique et établit le résultat cherché par récurrence.

— Le second est un exemple d’utilisation d’une méthode continue & la résolution
d’un probleme duscret. Il conduit, en outre, a un algorithme simple et rapide.

* Prérequis de cours :
— Enoncés du principe de récurrence;
— Calcul intégral.



20. Un procédé de calcul numérique de logarithmes népériens.

Voila un calcul simple et astucieux a partir d’opérations arithmétiques élémentaires
de In2,In3,1n 5 en utilisant des encadrements de In(1 + u), au voisinage de zéro.
La méthode conduit a la résolution d'un systeme de 3 équations a 3 inconnues.

* Prérequis de cours :
— Logarithme népérien;
— Somme des premiers termes d’une suite géométrique.

21. Equations du troisitme degré.

22. Résolution de ’équation 23 — 32 —1=0
a Paide de la trigonométrie.

Ces deux documents se proposent de déterminer explicitement, par l'algebre et la
trigonométrie, les solutions d’équations particulieres du troisieme degré.

Le premier montre l'intérét de résoudre une équation “dans C” pour calculer ses
solutions, méme lorsqu’elles sont toutes réelles. Pour cela, on utilise une extenstion
de la méthode de CARDAN.

Le second expose une méthode connue. La construction géomeétrique des solutions
résout le probleme de la trisection de l'angle a ’aide de la regle, du compas et
d’une bande de papier.

* Prérequis de cours : Les nombres complexes pour le T.P. n°21.

23. Construction (a la régle et au compas)
de polygones réguliers.

Sont exposées ici, la construction du pentagone et celle du polygone régulier a
dix-sept cotés.

— La premiére résulte de calculs dans 'ensemble des racines cinquieme de 'unité.
— La seconde est décrite par J.- C. CARREGA dans “Théorie des Corps, la Reégle
et le Compas” (Hermann). Les calculs dans I'ensemble des racines dix-septiemes
de I'unité sont dts a Gauss (1796) et les calculs trigonométriques qui conduisent
alors & la construction sont diis a H.- W. RicumonD (1893).
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* Prérequis de cours : Les nombres complexes.

24. Construction d’un polygone régulier : “solution approchée”.

Cette construction a été décrite dans le bulletin ‘Mathématique et Pédagogie’ de
la Société Belge des Professeurs de Mathématiques d’expression francaise. Elle
est particulierement simple et performante. L’étude de 'erreur relative faite dans
ce bulletin fait appel a un développement limité de la fonction Arctg. Aussi, le
cheminement proposé ici est-il différent.

Une étude de majoration (erreur absolue) se fait grace a I’étude d’une fonction
dont la dérivée a le signe d’un polynéme du second degré en sinus.

Une étude de minoration est indispensable pour étudier le signe d’une dérivée
impraticable (erreur relative). Cette minoration demande de la méthode mais ne
présente pas de difficultés techniques et se révele efficace pour résoudre le probléme
posé.

* Prérequis de cours :
— Dérivées; étude d’une fonction.
— Majorant; minorant.

Utilisation d’un résultat acquis dans un autre T.P. “Intégrations par parties
répétées” :
3

Vo € [o,g],x _ L <sinX <X

(Résultat que I'on peut démontrer, en exercice.)

25. Ou 'on retrouve P'angle des abeilles.

L’idée de la rédaction de ce document provient du compte-rendu que nous a fait
parvenir un collegue a la suite de Iexpérimentation dans la classe de la fiche “le
probléme des abeilles”. Un éleve, en effet, constatait que ’angle obtenu dans cette
fiche semblait le méme qu’un angle qui apparait dans la molécule de méthane.

Nous proposons ici deux situations ot I'on retrouve cet angle.

Cette fiche s’inscrit bien aussi dans la pratique de la géométrie dans 'espace en
Terminale D.

26. Etude d’une configuration a ’aide des barycentres.
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27. Etude d’une configuration a I’aide des
nombres complexes.

On donne un triangle ABC. Soit M un point de son plan et A’',B' et C' les
projections orthogonales de M sur (BC),(CA) et (AB). Le résultat que l’on
démontre est le suivant :

L’aire du triangle A’B'C" ne dépend que de la distance de M au centre du cercle
circonscrit au triangle ABC et des données (aire de ABC et rayon du cercle
circonscrit ).

On peut, pour cela, utiliser les nombres complexes ou le calcul barycentrique. Cest

P’occasion d’apprendre & bien mener un calcul en fonction de Poutil utilisé et d’en
PP

vérifier les propriétés et les qualités.

* Prérequis de cours :
— Le calcul barycentrique pour le T.P. n° 25;
— Les nombres complexes pour le T.P. n° 26.

28. Plusieurs méthodes pour un méme probléeme de construction.

L’énoncé est simple. Plusieurs méthodes peuvent étre utilisées en Seconde ou
en Premiere. L'intérét du travail réside dans la multiplicité des solutions : c’est
Voccasion, en Terminale, de faire le point sur des acquis simples mais utiles de
géomeétrie au lycée.

* Prérequis de cours (de Terminale) :
— Calcul barycentrique;
— Composée d’homothéties.

29. Alignement et cocyclicité.

A la rentrée 1986 les angles de vecteurs ont vu leur statut légérement modifié.
Afin d’éviter la notion d’angles de droites on introduit le théoréme : “Pour que
quatre pomnts A, B,C, D soient cocycliques ou alignés, il faut et il suffit que

—_— ——p
(AB,AD) = (CB,CD) + kxn”.
Nous ne voulons pas accorder a ce chapitre plus d’importance qu’il ne mérite, mais

nous avons conscience que ce probléme reste difficile pour nos éléves. Nous avons
essayé de mettre en ceuvre une stratégie efficace qui consiste en :
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1) La recherche d'une démonstration & P'aide d’un cas particulier en tirant parti
au mieux de la figure.

2) La rédaction d’une démonstration avec des angles de vecteurs indépendante du
cas de figure.

Notre point de vue n’a pas fait 'unanimité parmi nos collegues qui l'on testé dans
leurs classes, mais une majorité s’est déclarée satisfaite : les éleves n’écrivent plus
la relation de CHASLES au hasard, mais trouvent un fil conducteur pour passer des
hypotheses a la conclusion.

* Prérequis de cours :

— Effet des isométries sur les angles orientés;
— Somme des angles d’un triangle;

— Condition d’alignement ou de cocyclicité.

30. La trisection de ’angle.

On donne dans un repeére orthonormé direct d’axes z'Oz,y'Oy le point A(2,0)
et on recherche, afin de construire les trois trisectrices d’un angle, 'ensemble des

points M tels que l'on ait (Az, m) = 3(0xz, 57\4) + k2.

Cette étude conduit & une représentation paramétrique puis & une équation
cartésienne de la trisectrice de Mac-LAURIN.

L’étude effectuée permet, étant donné un point M de cette trisectrice, de construire
les trois trisectrices de I'angle (Az, ZJ\—Zf)

* Prérequis de cours : Angles, trigonométrie, dérivée de la composée de deux

fonctions. Cette méthode trouve sa place dans le cadre des travaux pratiques sur
les courbes parametrées.

31. A propos de trisection.

Cette fiche vise a donner un apergu historique de différentes méthodes de construc-
tion, point par point, d’une trisectrice.

* Prérequis de cours : Transformations géométriques planes.

32. Probléme de réservoir.

33. Inverses de coniques.
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Ce sont deux travaux pratiques sur les courbes paramétrées.

Le premier peut montrer 'intérét de 1'usage d’un parametre lorsqu’on veut étudier
les variations d’une grandeur en fonction de celles d’une autre.

Le second est I'occasion d’étudier de jolies courbes. En outre, il est intéressant de
voir géométriguement comment deux points inverses I'un de 'autre décrivent leurs
courbes respectives.

* Prérequis de cours :
— Courbes paramétrées;
— Coniques.

34. Réflecteurs “micro-ondes”.

35. Zone d’audibilité.

36. A la recherche d’un triangle rectangle.

37. Coniques, constructions et lieux géométriques.

Ce sont la quatre travaux pratiques d’applications directes du cours sur les
coniques, les deux premiers concernant la physique et les deux derniers des
problemes de construction et de lieux géométriques.

* Prérequis de cours : Les coniques.

38. Solution approchée d’un systeme.

De la résolution d’un systeme d’équations & la méthode des moindres carrés, en
passant par la géométrie vectorielle a trois dimensions.

* Prérequis de cours : Projection ponctuelle, projection vectorielle associée.

39. Un peu de trigonométrie sphérique.

(Sur une idée de Monsieur P. FUHR, professeur au lycée Kléber de Strasbourg.)

L’emploi du produit scalaire et du produit vectoriel conduit a deux formules
simples, celle des cosinus d’abord, puis celle des sinus, en géométrie sphérique.

* Prérequis de cours : Produit vectoriel.



1.] TRAJETS EN TEMPS MINIMUM

(:) EXERCICE T : Un bateau est au mouillage & 9 km du point Te plus proche
d'une cote rectiligne. Un message doit parvenir au plus vite
a une localité située sur la cG6té & 15 km du point de 1la
berge le plus proche du bateau. Etant donné que le messager
parcourt 6 km a 1'heure & pied et 4 km & 1'heure en canot,
en quel point de la berge doit-il accoster pour arriver au

plus vite & la localite. ?

(On notera OM = x) 0 x M B
//
/
F
/
i
h

(:) PROBLEME DE LA REFRACTION

La réfraction est le passage de Ta lumiére d'un milieu homogéne (1) dans
un autre milieu homogéne (2) : la vitesse de la lumiére est C, dans Te

premier milieu et C, dans le second (C] # CZ)'
En appliquant le principe de Fermat nous allons retrouver une des lois de

Descartes.



Principe de FERMAT : Le chemin optique suivi par la

lumiére pour aller d'un point A & un point B est le
plus court dans le temps de tous les chemins possibles.

En appliquant ce principe ont trouve que

Al
\\\\ ( pour aller d'un point a un autre en mi-
a N Tieu homogéne le chemin optique est rec-
\\\\\\ tiligne. Donc en réfraction le rayon
ﬁ AN ™ B’ lumineux va suivre la ligne brisée AMB
B’ x \\\ qui correspond au temps de parcours mi-
b nimum.
(2]
B
On pose AA'" = a, BB' =b, A'B'=d et A'M=x
Question 1 : Quel est le temps nécessaire pour parcourir AM ?
Quel est le temps nécessaire pour parcourir BM ?
Question 2 En déduire le temps t(x) mis par la lumiére pour parcourir

AMB.

Calculer t'(x) et t"(x)

Quel est le signe de t'(x) pour x = 0 ? Pour x = d ?

En déduire que t admet un minimum unique sur 1'intervalle
(0 ; dj.



Question 3 : Montrer que le minimum de t(x) est obtenu pour x tel que
A'M B'M

v1xAM vszM

Question 4 : Les angles d'incidence 1] et 12 sont définis par le dessin ci-contre.

P‘ £ % - . . - . - - - - 3 .
ﬁ\\\ LA Vérifier que 1'égalité précédente s'écrit aussi:
\\\ : ‘ sin 1, C,
X sin 1, C2
M
::j\
AN
[
(8 - \\

_C _C N . . '
On pose n, = C;' et n, = CE» oi C est la vitesse de la lumiére dans le vide et
on retrouve la loi de DESCARTES :

n] sin i] = n2 sin 12



2 .| AUTOROUTES DE MONSIEUR FERMAT

Considérons quatre villes que T1'on veut relier par un réseau autoroutier.
Pour des raisons naturelles et financiéres on souhaite construire le réseau
correspondant a une longueur totale d'autoroute minimum. Supposons pour résou-
dre ce probléme que les quatre villes sont disposées aux sommetsd'un carré,
et notons les A, B, C et D.

Question 1: Voici quelques tracés d'autoroutes reliant les quatre villes.
Calculer les longueurs correspondantes (on note a le c6té du carré)

1 n o A D
L, = L, =
B C B -
20 a 50 Q
Lz = LS =
B c C
3 # B 6° 4 T
L:’) - L-é =
B C & \('

Question 2 : Le tracé numéro 6 correspond a un réseau ayant un seul croisement
appelé aussi "noeud".

B

Prenons un réseau ayant un seul "noeud" en M. ﬁ\\ ///» %
Démontrer que MA + MB + MC + MD M

est minimum lorsque M est en O,

point d'intersection des diagonales \\x\\\
du carré. R ¢

Indication : (MA + MB + MC +MD) = (MA + MC) + (MB + MD).



Existe-il cependant un tracé possédant plus d'un noeud et donnant un chemin
de longueur inférieure a L 6 ?

L'expérimentation physique peut ici nous aider. En effet, en utilisant la pro-
priété des films de savon qui se disposent d'eux mémes de maniére a minimiser
leur surface on peut construire un dispositif permettant de mettre en évidence
Te chemin minimum dans le cas du probléme des autoroutes.

2 plaquettes en
plexiglas precées
chacune de & trous
disposés aux &

tige de métal
maintenant les

plaguettes paralléles sommets d'un carré

film de savon obtenu en
trempant le dispositif dans
une solution moussante

En réalisant 1'expérience on obtient un tracé a deux noeuds présentant cer-
taines symétries. On peut mathématiser la situation. On utilisera dans la
suite les notations données sur la figure ci-dessous

ey

~



[}

Remarque : Si x = 0 alors on retrouve le tracé numéro 6°

a alors on retrouve le tracé numéro 5°.

il

Si x

Soit L la longueur totale du tracé d'autoroute
L =4+ 2x

C'est L qu'on cherche & minimiser.
Pour simplifier les calculs posons : y =-%~= 20+ x
L est minimum lorsque y est minimum.

Question 3 : Exprimer y en fonction de x et de a.

Etant donné que a est fixé on peut alors considérer la fonction

f i@ xX—>sy = f(x)

Question 4 : a) Etudier les variations de f pour 0 < x < a

b) Montrer que f(x) admet un minimum sur 1'intervalle [0 ; a]

c) Quelle est la valeur de x qui donne ce minimum et quelle est

la Tongueur du tracé d'autoroute correspondant ?

P

AN N
Question 5 : Donner les mesures des angles AEG, AEB, BEF et FEA correspondant

a ce minimum,



3.| LA DUPLICATION DU CUBE

Un vieux probléme... On part d'un cube d'aréte 1 et on cherche a construire

un cube de voulume double. Cela revient a chercher son aréte a, telle que

a3 = 2, donc a chercher une construction -si possible géométrique- de %/?.

DIOCLES (VIe siécle avant J.C.) a imaginé une courbe permettant la construc-
tion plus générale de %/B, n étant un réel non nul donné.

2 2 -
A/ Le repére (0, i, j,) est orthonormé.

On considére deux droites, dl passant par 1'origine, de pente 3J:i et d2,
passant par le point A(1,0) et le point P(0, n).

Question 1 : Donner en fonction de n les équations de chacune de ces droites.

Prouver que dl et d2 sont sécantes en un point M dont 1'abscisse
est strictement comprise entre 0 et 1.

Question 2 : Montrer que les coordonnées (x,y) du point M vérifient la rela-

tion
2 _ x3
A B
. - . 2 x3
Soit ( %) la courbe d'équation y~ = =X

Question 3 : Montrer que (¥) est la réunion des deux courbes

(fﬁ) d'équation y = xiJ X et

(&E) d'équation vy :—xj/

o 1-x

Par quelle transformation géométrique passe-t-on de (ﬁ?) a (

NSO

Question 4 : Etudier la fonction f définie par f(x) = x / X



B/ Réciproquement, soit un point M(x,y) quelconqgue sur { £y,

Désignons par A la pente de la droite (OM) et u celle de Ta droite (AM).

Question 5 : Montrer que A3 -

Soit P(0,n) intersection de (AM) et de Oy.
Montrer alors que A = 3/n.

CONCLUSION

L'ensemble des intersections des droites dl1 et d2
est donc la courbe (%?). C'est une cissoide droite.

Question 6 : Expliquer comment, n étant donné, on peut utiliser la cissoide
(7)) pour construire %/n.



4. LE PROBLEME DES ABEILLES

I- DESCRIPTION N

Lorsqu'on examine un gdteau de cire construit par les abeilles pour y dépo-
leur miel, on constate qu'il est constitué par des alvéoles (ou cellules)
juxtaposés dont 1'axe est horizontal et dont 1'ouverture a la forme d'un
hexagone régulier (figure ci-dessus). I1 est formé de deux séries de ces
cellules qui se rejoignent par leur fond au milieu du gateau.

Alvéole isolé Adossement de deux alvéoles

Coupe d'un gateau de miel

Le corps de 1'alvéole se compose d'un prisme hexagonal droit. Le fond n'est
pas un plan mais une surface concave formée de 3 losanges égaux, ayant un
sommet commun S. Ainsi sur une cellule s'adossent trois autres cellules
ayant chacune avec la premiére un losange en commun. L'ouverture de la cel-
Tule est renforcée par un rebord de cire et est formée par une plaque hexa-

gonale de méme nature pour empécher Te miel de couler.

Patron d'un alvéole
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IT- ECONOMIE DE L'ABEILLE

Lorsqu'on analyse 1'architecture du gateau de miel on constate que 1'abeille

cherche entre autre & économiser la cire.

1% Tout prisme hexagonal du gateau, qui ne se trouve pas en bordure, a cha-
cune de ses faces commune a deux alvéoles. Ainsi 1'abeille réalise une
économie de cire en choisissant une forme géométrique qui permet un emboi-
tement sans interstice (voir 1'étude mathématique du paragraphe III).

2° L'ouverture d'un alvéole est un hexagone régulier. Parmi les polygones
réguliers qui peuvent se Jjuxtaposer sans Tlaisser de vides 1'abeille a
choisi celui qui pour une aire donnée a le plus petit périmétre et qui par
conséquent exige moins de cire pour les parois (voir paragraphe III).

3° La forme choisie pour le fondd'un alvéole permet 1'adossement en utili-
sant chaque losange pour deux cellules et permet aussi de rendre minimum
Ta surface totale des paroisd'un alvéole par rapport a un volume donné :
nouvelle économie de cire pour 1'abeille (voir paragraphe IV). Une struc-
ture a fond plat aurait rendu 1'ensemble moins rigide mais aurait aussi
nécessité plus de cire.

ITI- RESOLUTION DU PROBLEME PLAN

1° On veut carreler une surface plane avec des carrelages en forme de poly-
gones réguliers tous identiques. En considérant successivement des trian-
gles équilatéraux, des carrés, des pentagones réguliers, des hexagones
réquliers, des heptagones, ... etc, trouver les polygones réguliers qui
permettent de réaliser un pavage..

2° On considére un triangle équilatéral, un carré et un hexagone régulier qui
définissent des surfaces de méme aire A.

2O G
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Calculer ‘les rayons des cercles circonscrits a chacun de ces polygones, en
fonction de A. Puis comparer les périmétres de ces polygones.
Ces résultats concordent-ils avec la constatation faite au II, 2° 7

RESOLUTION DU PROBLEME DE L'ESPACE

Voici Te dessin d'un alvéole isolé posé sur son ouverture. (Ce dessin peut
sembler incorrect ; on pourra alors &tudier les régles de construction en se
reportant au paragraphe V)

v

4] ! B

(fig. 1) (fig. 2)

Le prisme hexagonal (A'B'C'D'E'F'FABCDES) a pour base un hexagone régulier.
L'axe 0'S est orthogonal au plan de base. Les points A, C et E sont dans un
plan paralléle au plan (A'B'C'D'E'F'), ainsi que les points B, D et F. Les
arétes AA', BB', CC' ... sont paralléles a 1'axe 0'S. Le fond est formé de
trois faces planes (SABC), (SCDE), (SEFA).

1° Démontrer que (SABC) est un losange et que les trois losanges (SABC),
(SCDE), (SEFA), sont isométriques.
Comparer les distances SO', AA' et BB'.

2% Considérons un alvéole -peu différent du premier- tel que Tles points
A, C et E restent a la méme place et que les trois losanges se rejoignent
en un sommet S, de 1'axe 0'S (S]# S).
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En utilisant les notations de la figure 2, montrer que les tétraddres
ACBB] et ACSS] ont méme volume et en déduire que les alvéoles

(A'B'C'D'E'F'FABCDES) et (A’B'C‘D‘E'F'F]AB]CD]ES}) ont méme volume.

Remarque : en particulier, Tle volume est encore le méme lorsque S] est
dans Te plan (ACE), Te prisme ayant alors un fond hexagonal plan, isomé-
trique a 1'ouverture.

3° Les deux alvéoles considérés ci-dessus ont méme volume mais leur surface
latérale n'est pas la méme.
Etudions en 1'aire. -
Soit 0 e point d'intersection du plan (ACE) avec 1'axe (SO'). On pose
SO = x et 00' = h et on choisit la mesure du cété de 1'hexagone de base
comme unité de longueur : A'B' = 1.

(:) Calculer AC

(:) Calculer SB en fonction de x

(:) La surface de 1'alvéole est constituée de six trapezes et de trois
losanges.
Calculer 1'aire du trapéze ABB'A'
Calculer 1'aire du losange ABCS.

(@) En déduire 1'aire S(x) de la surface latérale de 1'alvéole (S est une
fonction de x et de h)

<§) On a vu a la question 2° que seule la distance h détermine le volume de
1'alvéole, car quand x varie le volume ne change pas.
En supposant h fixé, montrer que S(x) admet un minimum pour une valeur

X, que 1'on précisera.
P
4° Soit « 1'angle SCB du losange ABCS
(a) Calculer tg %- dans la cas de 1'aire minimale
(:) En déduire une bonne valeur approchée de « en degrés, minutes et secondes.

Les mesures d'un alvéole (prises dans un livre) sont les suivantes :

2,71 mm pour le cOté de 1'hexagone, 11,3 mm pour sa profondeur, 109°28' et
70°32" pour les angles du losange.

ANALYSE DU DESSIN DE L'ALVEOLE

Le dessin est fait selon les régles de la perspective cavaliére : on effectue
une projection du solide considéré sur le plan de la feuille de papier, pa-

rallélement a une droite.
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- Des droites paralléles dans 1'espace sont représentées par des droites
paralléles sur la feuille.

- Sur des droites de méme direction, des longueurs égales sont représentées
par des longueurs égales
exemples : * E'E = A'A = C'C , FA = ES =DC , AC = A'C'

* La propriété de milieu est conservée : 0' est milieu de [A'D'],
de [B'E'], de [C'F'].
- Les segments situés dans un plan face & nous sont en vraie grandeur.

Ci-dessous on ne donne que quelques points en conservant les notations de la
figure 1. Compléter le dessin de 1'alvéole.
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5./ RESOLUTION DE L‘EQUATION x>- 3x- 1 = 0 PAR LA METHODE
“DU POINT FIXE"”

On remarque d'abord qu'aucune des "petites" valeurs entiéres -2, -1, 0, 1, 2
n'est solution de cette équation.
On considére la fonction f définie sur R par f(x) = x3 - 3x - 1.
Question 0 : Etudier les variations de f.
Construire la courbe représentative Cf de f dans un repére ortho-
normé (unité 4 cm).
Donner un encadrement par deux entiers consécutifs de chacune des
trois solutions (x] <Xy < x2) de 1'équation f(x) = 0.

METHODE 1
. < 3 _ . _1,.3
Soit x un nombre réel. Ona x” -3x -1 =0 x = g(x -1
On considére la suite (un) défine par (u, =
13
¥n €N, un+]—~§hm 1)

1

Soit g la fonction définie sur R par g(x) = 3 (x3

- 1) et G sa courbe représen-

tative dans un repére orthonormé (unité : 3cm).

Question 1 : Représenter G ainsi que la droite d d'équation y = X.
Quelles sont les abscisses des points d'intersection de G et de d.
Utiliser ce graphique pour construire les premiers termes de la
suite (un) dans le cas ol o« = 2. Que constate-t-on ?

Faire de méme dans le cas ol o = 0 pouis dans le cas ol o = -2 7

Question 2 : On étudie le cas ou Xp<a < Xy

a) Démontrer par récurrence que :

i Xq< < X r Y one .
S 1< @ o alors d n <IN, Xq < Up< Xy

i < < - - .
Si Xo < Xy alors ¥ on N, Xo < Up< X

b) Etudier le sens de variation de (u ) dans chacun des cas pré-

cédents. Conclure quant & la convergence de (u ).

Cette question n'a que peu d'intérét car elle ne précise pas la rapidité avec
laquelle cette suite converge. Au contraire la question suivante fournit cette
précision.
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Question 3 : Montrer que —%—<.xo < 0. On choisit ¢ =0
Démontrer que :V n € N, ~% < un$~ 0.

Démontrer que : ¥V n e N, |u

|

et conclure.

1
ne1 ~ %ol S gl Uy - x

1,1
< g

Donner la valeur affichée par votre calculatrice de Xos obtenue

0
En déduire que : ¥ ne N, |u - x, )"

par ce procéde.

N.B. Cette question peut étre résolue :

- soit par un calcul direct : Ups1 = %o ° tP(un) - px ) ...

- soit par application de 1'inégalité des accroissements finis.

METHODE 2

Soit x un nombre réel. On a : x3 -3 -1=0= x3 = 3x + 1.

Question 4 : Montrer que la fonction x —s x3 est une bijection de R sur R.

On en déduit que si b est un nombre réel 1'équation “x3 = b"

admet une unique solution. On la note %fB. Ainsi

x3 = b <= x =3/7b. 0n a donc x3 -3 -1 = O<:>x3 = 3x + 1&
X = %j 3x+1
On considére la suite (vn) définie par Vg = @

3

fn € N, Vg1 © Y 3vn+1

Soit Y la fonction définie sur R par : Y(x) = %f 3x + 1 etT sa
courbe représentative dans un repére orthonormé (unité : 3 cm).

Question 5 : Montrer que le point M(a;b) appartient & T si et seulement si le
point P(bja) appartient & G (définie dans la méthode 2).
Représenter T' et la droite d'équation y = x.
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Questions 6 et 7 : Les poser dans des termes analogues & ceux des questions 1 et 2

de la méthode 1, en les adaptant. Puis les résoudre.

Question 8 : a) On choisit a = 2
On sait que Xo > 1. Montrer, par récurrence que : ¥ n €N, i > 1.

i

. _ . |
Démontrer alors que : V ne lN,lvnH X2¥S(3fj3?ﬂ v, le
. . ; _ 1
En déduire que : V n EMN, fv, x2K~i§::—?n
(X 4)
Conclure . Donner Tla valeur, affichée par la calculatrice, de
Xy donnée par ce procédé.

b) On choisit o= -2
On sait que X1 < - 1, montrer, par récurrence, que:V n €N, Vi < -1.
. 1
Démontrer alors que : ¥V n€ I, |v - Xyl € —— o v - %],
n+1 1 (%f_ﬁ) n 1

P . 1
En déduire que :V n €M, |v_ - Xx;]lg¢—m—o.,.
n 1 (3/"5)2n
Conclure. Donner la valeur, affichée par la calculatrice, de x]
donnée par de procédé.

N.B. Cette question peut étre résolue :
- soit par un calcul direct : Vorr - Xy = Ylv) - 'Y(x]) = ....

on utilisera la formule : a3 - b3 = (a-b)(a

a3»-b3

a2+ab+b2

+ ab + bz) donc a-b=
- soit par application de 1'inégalité des accroissements finis si on connait

la dérivée de la fonction Xu——aqff.

Remarques :e Pour répondre a la question 3 (et & la question 8, si on connait
la dérivée de la fonction X—> 3[“R), on peut :
- soit procéder a 1'aide d'un calcul "direct", a partir de 1'éga-
Tité : |u - xi L= L elu) - @(x )] o0 x; désigne 1'une des
Sk -1=0.

n+1
solutions de 1'équation x

- soit utiliser 1'inégalité des accroissements finis.

[1 s'agit, en fait, de la méme démonstration. En effet, la premiére fagon de

s

faire consiste a mettre en facteur 1un - Xil dans le calcul de | ¢>(un) —‘P(xi

puis a majorer le quotient plu)- elxy)
TS

c'est-d-dire Ta valeur absolue d'un taux d'accroissement.
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D'autre part, 1'inégalité des accroissements finis dit que :

Etant donné une fonction ¢ dérivable sur un segment [a:b], (a< b)
si |@] <M alors ¢(b) -

¥(a)

b - a <M

e D'aprés le résultat démontré a la question 5, les deux courbes G et 1"

Question 9

Question 10 :

sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice.
A toute sécante de 1'une on peut associer la sécante de 1'autre qui
Tui est symétrique par rapport a la premiére bissectrice.

Faire une figure et démontrer que les coefficients directeurs de
droites symétriques par rapport a la premiére bissectrice sont in-
verses 1'un de 1'autre.

On appelle Mo’ M] et M2 les points d'abscisses Xos 1 et X5 Communs
a G, al et ala premiére bissectrice.

Le succés de Ta méthode 1 pour le calcul de Xo tient au fait qu'au
voisinage de MO les sécantes a G ont un coefficient directeur
compris entre 0 et 1.

Que peut-on dire des coefficeints directeurs des sécantes a G
au voisinage des points M] et M2 ?
Que peut-on dire des coefficients directeurs des sécantes a [ au

et de M, ?

voisinage de Mo’ au voisinage de M 5

1
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6. RESOLUTION DE L’EQUATION x>-3x-1 = 0 PAR LA METHODE DE NEWTON

On remarque d'abord qu'aucune des "petites" valeurs entiéres -2, -1, 0, 1, 2

n'est solution de cette équation.

(:) On considére la fonction f définie sur R par f(x) = x~ - 3x - 1.

Question 1 :

Etudier les variations de f.

Construire la courbe représentative Cf de f dans un repére ortho-
normé (unité 4 cm).

Donner un encadrement par deux entiers consécutifs de chacune des
trois solutions (x] < Xg < x2) de 1'équation f(x) = 0.

Soit @ un nombre réel, M le point Cf d'abscisse o et T la tangente & Cf en M.

Question 2 :

<:> On pose

( o) définie par o = aet ¥V ne N, a = @(a )

Question 3 :

Question 4 :

Question 5 :

La droite T coupe 1'axe des abscisses au point d'abscisse g .
Ecrire 1'équation de T et calculer g en fonction de o .

3
25?_1_1-= ©(x) pour tout nombre réel x, et on considére la suite

3x" - 3

o n+1 n

On construit géométriquement les points M, M], MZ’ cees Mn""

de Cf d'abscisses o, a 19 @ s sees @ dans chacun des
cas suivants @ a=23; a=03; a = -2.

Que constate-t-on dans chaque cas ?

Dans chacun des cas précédents, donner les valeurs de « 10 @ paeee
affichées par votre calculatrice.
Que constate-t-on ?

a) Etudier les variations de la fonction ¢ .
Pour quelles valeurs de x a-t-on ¢@(x) = x ?
b) On étudie le cas ol a = 2.
Utiliser le sens de variation ¢ sur [xz, +ow | pour démontrer

par récurrence que:Yné&E N, o > X5 et que la suite (o n)

n
est décroissante. Conclure a la convergence de (o n).
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c) Etudier de facon analogue les cas a = 0 et a = -2

d) Donner les valeurs affichées par votre calculatrice de X0
X et Xps obtenues par ce procéde.

(:)‘Complément

Question 6 : Soit r 1'une des racines (x], X, ou x2) de 1'équation f(x) = 0,
et o un nombre réel différent de 1 et de -1.
2 «a 3. 3r u2 + r3

3&2—3

a) Montrer que : @ ( a) -1r =

b) Vérifier que : 2o~ - 3r «l 4 r3 =( o - r)z (2 a +r)

Donc que : o (o)-r-=

Question 7 : a) Vérifier que-% <Xy < 2

20L+X2
En déduire que 0 < <1 pour tout a > x
3a2~3 2

b) Soit ( an) la suite définie a la question 2, avec o = 2.

Montrer que : 0 < a .o =X, <(a - X2)2
c) On a donc : 0 < ay-=x<(ag - X2)2
0 < a,-xy< (ay-x)2< (- x)
0 < az-x, <(a,- X2)2 < lag - X2)8

Déterminer 1'entier p tel que :

0 <op X% 0 2

On justifiera la réponse.

Conséguence : L'erreur a

- x2 est inférieure au carré de l'erreur & Xy

, ) . 1
Or 1'erreur de départ Gy T Xy = 2 Xy est inférieure a 7

Les erreurs aux pas suivants vont donc étre inférieures successi-

vement a 12 s lA s 18 1 J__, .... et donc décroitre trés

42 7 g% 7 4 7 46 7 432
rapidement.



[- PROBLEME 1 :
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Question 1 :

Question 2 :

Question 3 :
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7. UN PROBLEME D'ECHELLES

Deux échelles de longueurs respectives 2 et 3
métres sont placées au fond d'une tranchée comme
1'indique le dessin en vue de profil.

Elles se croisent & 1 métre du sol.

On demande de calculer la Targeur de la tranchée.

On a AC =3, DB =2, IH =1
On pose AB = x, AD = y, BC = 2z
. . 1 _ 2 2 _
Etablir les relations §'+ —=1letz"- -y =5
Sachant que (z + y)2 - (z - y)z = 4yz, montrer que S =y + z est
solution de 1'équation :
x* - ax3 - 25 = 0

Montrer que S = V4-xz + V9-x2

Calculer x en fonction de S.

On résoud 1'équation X4 - 4X3 - 25 = 0 par approximations c'est-
a-dire en construisant une suite qui converge vers S.
Ko -5 - 0eox =44 B
X

-%% de ]0 ; +« [dans IR

Représenter sur un méme graphique la courbe représentative Cy

a) Soit la fonction ¥ : x+—4 +

de la fonction ¥ ainsi que la droite d d'équation y = x.
CF,et d se coupent en un point dont 1'abcisse est S. Encadrer
S par deux entiers consécutifs.
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b) Soit u la suite définie par (u_ = 4

0
B 25
Upsp = 4 + aé- pour tout n ¢ IN
n

1- Construire graphiquement les premiers termes de u.

2- Démontrer par récurrence que :
pour tout ne [N 4 Su, < 5

c) Chercher un nombre réel k(0 < k < 1) tel que pour tout n € IN
|un+1 -S| <k lun - S

(on utilisera pour cela les encadrements de u, et S précédents).
d) Démontrer que la suite u converge vers S

e) Quelle valeur de S obtient-on par ce procédé a 1'aide de la
calculatrice ?

Question 4 : Donner une valeur approchée de la largeur de la tranchée au cm prés.

PROBLEME 2 : Le probléme est semblable au précédent. Les é&chel-
les ont cette fois des longueurs de 5 et 7 métres,
et sont disposées dans une rue. Elles se croisent
a 1 metre du sol.

On veut connaitre la largeur de la rue.

A/ Reprendre les questions (:) s (E} ,(E} a), b), ¢) du probléme 1, en les
adaptant aux nouvelles données numériques.
Montrer qu'ici la méthode n'aboutit pas.

B/  On construit une autre suite v.
(x) = P(x) +1rx
T+
f. (x) est barycentre de (x ; ») et (¥(x), 1) et pour A> 0, ﬂi (x) est

A
compris entre x et @(x)

Soit » € IR~-{-1 1 ; on pose fx

*
On supposera donc : 1 € "




Question 5 :

Question 6 :

Question 7 :

Question 8 :

Question 9 :
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Démontrer que les équations x = ¥(x) et x = . (x) ont les mémes

solutions.

Montrer que 1'on a : f, (6) - 6 >0 et £y (7) -7 <0.

Que peut-on en déduire pour 1'équation £ (x) = x7?

Trouver i, tel que 1'on ait f xo(6) =0

Démontrer que f 0 est une fonction croissante sur 1'intervalle
(6 ; 7]

Soit v Ta suite définie par 6

Vo'-'
v

n+l - f4/3(Vn)’ n &N

a) Montrer par récurrence que :
pour tout n & IN 6 < v, < 7

b) Chercher un nombre réel k (0 < k < 1) tel que pour tout ne IN

Ivn+] - S| <k lvn- S|

c) Démontrer que la suite v converge vers S.
Quelle valeur obtient-on par ce procédé a 1'aide de la calcula-

trice ?

Donner une valeur approchée de la largeur de la rue au cm prés.
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EXEMPLES D’ITERATION D’UNE FONCTION

TRINOME DU SECOND DEGRE

I- Introduction

L'étude suivante est 1'amorce de la résolution d'un probléme mathématique d'in-
térét contemporain.

Position du probléme, vocabulaire :

Etant donné une fonction f il est intéressant, en partant d'un réel Xq donné,

de calculer f(xo), puis f(f(xo), puis f(f{f(xo))k etc..

L'activité consistant & calculer successivement f(x), f(f(x)), f(f(f(x))), etc...
s'appelle itérer f. La suite des nombres x, = f(xo),x:=f(x1) = f(f(x_.)),

Z
X3 = flx,) = f(f(f(x ))) etc... s'appelle 1'orbite de x_.

Les fonctions utilisées ici sont les fonctions f définies par f(x) = 1-ax

0

2

ol a est un paramétre réel donné.
Dans toute la suite on prend Xo = 0.

Les programmes suivants permettent d'observer les termes successifs Xoo X1> Xpene

Le nombre a est emmagasiné enmémoire 0 dans le programme TI, dans la variable A
dans Te programme basic.

Langage TI Basic

2

X 1 ¢ PRINT X @ X = T1-A*X*X : GOTOQ 1

RCL O




- 24 -

IT- Expérimentation numérique et observation graphique

Question 1 : A 1'aide d'une calculatrice, observez la suite des termes
X1s Xo» X35 ey X wen pOUr les valeurs suivantes de a :

a=0,1;a=20,2;a=0,5;a==0,99;a-=1

La représentation graphique de f permet également d'observer
le comportement de la suite (xn).

On a représenté ci-dessous la fonction f pour a = -0,2 et
tracé la droite d d'équation y = x (le repére choisi est
orthonormé).

J d

/ | fig 1
/
/

X 4 K% € x
¢ X, 23

Question 2 : Expliquer ce graphique et montrer comment le graphique permet

6

de prévoir que la suite (xn) est croissante.

L'observation du graphique précédent permet de prévoir que la
suite (xn) converge vers un nombre ¢ qui vérifie f(c) = c.
Toute solution de 1'équation f(x) = x est appelée point fixe
de f.

Question 3 : Ecrire 1'équation donnant les points fixes de f.
Pour quelles valeurs de a la fonction f admet-elle des points
fixes 7 Exprimer, en fonction de a, les points fixes de f.

On suppose, dans toute la suite de cette étude, que 1'on a a> 0.
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Question 4 : Démontrer que, dans ce cas, f admet deux points fixes de signes

contraires.
On note o et <, (avec <, >0) Tes points fixes de f.

ITI- Approche mathématique de 1'étude de la suite des X

l.es nombres x , X1 Xos wens Xpsovne sont les termes successifs de la suite

0
(xn) définie par x, = 0 et la relation de récurrence Xne1 = f(xn).

L'observation numérique précédente montre que cette suite présente différents
comportements selon la valeur de a. I1 s'agit ici d'expliquer rigoureusement,
dans un certain nombre de cas, les phénoménes observés.,

(:) Examen d'un cas particulier

On suppose a = 0,5.

Question 5 : a) Etudier et représenter graphiquement f dans ce cas (on prendra
10 cm comme unité sur chaque axe).
A 1'aide de la représentation graphique obtenue, placer, sur

1'axe d i X 4 Xq, X X ... ainsi c,.
axe des abscisses o> X710 %95 X3o Xg» ainsi que c,

LY

X5 X,

C

PSS P,
=

- 3

P
_?X

Question 6 : a) Démontrer que pour tout x de [0,1] f(x) appartient & [0,1].
En déduire que tous les termes de la suite (xn) appartiennent
a [0,1].
b) En utilisant les variations de la fonction f et en remarquant
que f(c]) = ¢, €tablir que pour tout entier p on a :

XZPS C] < sz_H



Question 7 :
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Etablir que 1'on a Xo < Xo3 en déduire, en utilisant les
variations de f, que 1'on a X3 € X, puis Xo € X,y et, de
facon générale, établir que la sous-suite (XZp) formée
des termes d'indices pairs de (xn) est croissante et que
la sous suite (x2p+]) formée des termes d'indices impairs
de (xn) est décroissante.

En déduire que quel que soit 1'entier n > 2k+1 (k entier donné)
X, appartient a 1'intervalle [0, x2k+1]

Calculer f‘(x3) puis démontrer que quel que soit 1'entier

n>3 ona: |[x - c]l QAkIXn - c][ , k est un nombre

n+1
réel vérifiant 0 <k <1 que 1'on précisera.
En déduire pour tout entier n > 3 1'inégalité
n-3

lxn - c]l <k

Conclure quant a Ta convergence de Ta suite (xn).

Comparer la limite de la suite (xn) obtenue a la calculatrice,

et c].

@ Généralisation

On fait maintenant varier a de facon a voir si on peut généraliser 1'étude

du cas particulier précédent.

Question 8 :

Démontrer que les résultats de la question 6 restent vérifiés

tant que le nombre a ne dépasse pas 1.

Si

Ta question 6 se généralise aisément il n'en va pas de méme

pour la question 7. Dés qu'on a trouvé un entier n impair tel

que |f'(xn)| <1 (1'analogue de X5 dans le cas particulier

a = 0,5) on peut reprendre le raisonnement de la question 7 et

prouver que la suite (xn) converge vers C

1"
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Question 9 : Trouver un tel entier impair pour a = 0,6 ; a = 0,62

Lorsque a augmente,la recherche d'un tel entier impair, qui ne peut se faire,
en pratique, qu'avec la calculatrice, devient vite longue et peut méme con-
duire 3 des résultats erronés. En effet, les erreurs d'arrondi effectuées a
chaque pas d'itération augmentent et peuvent devenir suffisamment grandes
pour donner des résultats parfaitement faux.

Les expérimentations numériques faites pour a = 0,6 et a = 0,62 montrent que
les deux sous-suites (XZp) et (x2p+]) semblent toutes deux converger vers la
méme limite Cy-

On y voit plus clair en étudiant séparément ces deux sous-suites.

Remarquons que Xy = fof(xo), Xq = fof(xz), etc.

et que Xg = fofax]), Xg = fof(x3) etc.

On peut alors effectuer un schéma analogue a celui de la figure 1 en remplacant

la représentation graphique de f par celle de fof.
On a représenté ci-contre la fonction fof
pour a = 0,62 et la droite d d'équation y = x
sur[0,1]. Une construction analogue & celle
de Ta figure 2 fait appararaitre graphi-
quement les termes successifs des sous-

suites (X2p) et (x2p+]). _—‘“//’/////f

Pour décrire mathématiquement la situation
rencontrée on recherchera maintenant des
inégalités de Ta forme

[xn+2 - c]] < k}xn - c]] avec 0 < k <1 ///’
~
0
Xo XZ X‘{ xé @ 1
+ X
Question 10 : a) Démontrer que |xn+2 - c]i = I(fof)(xn) - fof(c])|

b) En utilisant la dérivée de la composée de deux fonctions expri-

mer (fof)'(x) en fonction de a et de x.

c) On pose g(x) = (fof)'(x). Etudier les variations de la fonction

g dans [0, +=[



d)

Question 11 : On
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En déduire que (fof)' admet dans [0, +~ [ un maximum égal 3

8a /a et que dans [0,1] on a |(fof)'(x)]|< 8a {?
3/3 373

Pour quelle valeur de a ce maximum est-i1 égal & 1 ?

suppose 0 < a < %

Démontrer qu'on peut trouver un nombre k vérifiant 0 < k < ]
tel que, pour tout entier n on ait :

4o - cil <k dxpy - ¢yl

En déduire que les deux sous-suites (X2p) et ( ) puis

X2p+1

la suite (xn) convergent vers c,.

IT est intéressant de faire une étude comparée des fonctions qui donnent,

suivant les valeurs de a, le maximum de (fof)' (x) et f'(c]) et de représen-

ter ces fonctions dans un méme repére.

Question 12 : Exprimer !f‘(c])i en fonction de a. Tracer, dans un méme repére

les courbes représentatives des fonctions qui & a associent

£

8a va
373

(c])! et . Vérifier que ces courbes se coupent au

point de coordonnées (%, 1) et que le maximum de (fof)'(a)

est inférieur & 1 si et seulement si If'(c])l < 1.

En conclusion :

Si |f'(c))| < 1 clest-a-dire si a <3 la suite (x )

4

converge vers C].
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IV- Amorce de 1'étude de la suite (x _) pour a >

) w

1 Introduction

Sia > %~ le raisonnement précédent ne s'applique plus. On procéde a 1'ex-
périmentation numérique.

Question 13 : A 1'aide d'une calculatrice étudier la suite (Xn) pour de grandes
valeurs de n lorsque a = 0,95.
On remarque que les décimales de x, se "stabilisent", selon 1la
parité de n. Les valeurs affichées par la calculatrices pour n
pair n >24 sont figées a 0,05556463619 et celles obtenues
pour n impair sont figées pour n» 25 & 0,9970669427.
On observe alors la situation suivante : les sous-suites (XZp)

et X,

et (x2p+1) convergent vers des limites distinctes A 1 5

La suite (xn) n‘est bien sir pas convergente.

Les représentations graphiquesde f et fof expliquent bien la situation rencon-
trée. On a pris ici a = 0,8. L'expérimentation numérique et les graphiques mon-
trent que les deux sous-suites (XZp) et (x2p+1) convergent vers deux 1imitesxie€3
distinctes et que 1] et 12 sont deux points fixes de fof. De plus le graphique
ci-dessous montre que 1] = f(lz) et 12 = f(11) donc que f échange 1, et 1,.

1 2
J J
A 1]

2

¥

Pour a quelconque supérieur a g,on recherche systématiquement les nombres

1] et 12 distincts échangés par f.



Question 14 :

Question 15 :

Question 16 :

Question 17 :

Question 18 :
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a) Démontrer que 11 et 12 sont des racines de 1'équation fof(x) =X
c'est-a-dire des points fixes de fof.

b) Démontrer que les points fixes de f sont également des solutions
de 1'équation fof(x) = x.

c) Démontrer que les racines que 1'équation fof(x) = x autres
que les points fixes de f sont distinctes et échangées par f.

d) Calculer fof(x) et mettre 1'équation fof(x) = x sous la for-
me P(x) = 0 ol P est un polyndme du quatriéme dégré en x.

Vérifier que, pour tout réel x on a

P(x) = (ax2 + X - 1)(a2x2 - ax - a+ 1)

Déduire de la question précédente les expressions, en fonction
de a, de 1]
le cas ou a = 0,95.

et 12 puis les valeurs numériques de 1] et ]2 dans

Comparer avec les valeurs trouvées par 1'expérimentation numéri-
que. Un raisonnement analogue a celui utilisé pour prouver la con-
vergence de (Xn) dans le cas ou a <-% permettrait d'établir,

en remplacant f par fof, que la configuration formée d'un cycle

a deux éléments (1, et 12) persiste tant que 1'on a

/

| (fof)' (11)I <1 et !(fof)(lz)l < 1.

En utilisant la dérivée de la composée de deux fonctions et en
remarquant que f échange 1] et 12 établir que

(fof)' (1,) = (fof)' (1,) = f'(1,)-f' (1

1 2 1 2)'

En utilisant les résultats de la question précédente trouver
1'ensemble des valeurs de a pour lesquelles la configuration

(1 12) persiste.

'l’
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Indication : Pour éviter des calculs inutiles on remarquera que le calcul de
f‘(]l)-f'(WZ) ne fait intervenir que le produit des racines de
1'équation

a2 x2 -ax-a+1=0
et, par conséquent, qu'il est inutile et maladroit d'expliciter

1] et 12.

COMMENTAIRES

Lorsque a a franchi la valeur % la suite (x,) qui gtait convergente s'est

mise & diverger mais les deux sous-suites (xzp) et (x2p+]) convergeaient vers
deux valeurs distinctes 1] et 12 échangées par f . On dit qu'il y a lorsque a

dépasse %»formation d'un cycle (1], 12) a deux éléments et que %-est une va-

leur de bifurcation.

La valeur de bifurcation suivante est 2. Si a dépasse g la configuration

formée d'un cycle a3 deux éléments ne subsiste plus.

5 .

E .

On voit apparaitre une configuration formée d'un cycle a 4 éléments puis

Ft si a >

lorsque a augmente, une nouvelle valeur de bifurcation, puis en franchissant
cette nouvelle valeur de bifurcation un cycle a 8 éléments etc... Le nombre
a augmentant encore on dépasse la "zone" dans laquelle existe un cycle a 2"
&1éments pour rencontrer une situation fort complexe qui est au coeur de

recherches actuelles.
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O.| PARADOXE

{n considére un cylindre de révolution fﬂ de rayon R et de hauteur

Question 1 : Calculer 1'aire de la surface latérale dec€§
(Précision : dans la surface latérale on ne compte pas le "fond"
et le "couvercle").

Le but de cet exercice est de démontrer le résultat connu sous le nom de pa-
radoxe de H.A. SCHWARTZ (1890)

On peut dinscrire dans € un polyédre d'aire latérale arbitrai-
rement grande.

(:) Soit C] et C2 deux cercles paralléles de %?et h la distance entre les
plans de ces deux cercles.
Qn se donne un entier n et on inscrit dans chacun de ces deux cercles un po-
lygone régulier de n cOtés tournés de %}radians 1'un par rapport a 1'autre ;
on Jjoint alors chaque sommet de 1'un des polygones & ses deux plus proches
voisins de 1'autre. On obtient ainsi ce qu'on appelle un antiprisme (figure
1) caractérisé par R, n et h.

e

LA WA

~ ’ ’Y)

figure 1 figure 2
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(E} Surface latérale d'un antiprisme :
Soit ABC un des triangles (figure 2) de la surface latérale de 1'antiprisme
décrit précédemment.

Question 2 : a) Calculer AB puis la hauteur CH du triangle ABC en fonction
R, n et h.

b) En déduire 1'aire de la surface latérale de 1'antiprisme.

(:) Soit p un entier naturel. On partage H en p parties égales et on pose

On "empile" p antiprismes identiques & celui étudié précédemment, de facon
que deux antiprismes adjacents aient un polygone commun. On obtient ainsi un
polyédre P inscrit dans € (c'est-a-dire dont tous les sommets appartiennent

3 0.

Question 3 : Démontrer que 1'aire latérale (ﬁ% de P est :

J@n= 2n R sinl Vi 4 4p? g2 sint

kil
Zn

Question 4 : a) Calculer lim  2n R sinl
n—=+ « n

4

b) Pour n trés grand sin%%»est voisin de %h donc sin est

ki

2n
.. .4

voisin de (2ﬁ)

2 n6

i

Choisissons p = n3 donc p

On a alors :
J@% = 2n R sin %AV/A + 4R? s1n42Tr

Calculer dans ce cas : lim i/
N+ o

Question 5 : Donner en fonction de n des valeurs de p pour lesquelles on ait :

Hmﬁg - 2 xRH

n—-++ o



10,

- 34 -

UN CALCUL D’AIRE DANS L'EVOLUTION HISTORIQUE DES MATHEMATIQUES

NEWTON (1642-1727) et LEIBNIZ (1646-1716) sont les deux fondateurs du calcul
intégral mais un grand mathématicien qui les précéde Pierre FERMAT (1601-
1665) obtint quelques résultats dans des calculs d'aires. En utilisant des
suites géométriques il réussit a évaluer 1'aire comprise entre la courbe re-
présentant la fonction f : x—= x"(ne Z / %—1 g), 1'axe des abscisses et cer-
taines frontiéres verticales.

I1 débute 1'exposé de ses résultats sur ce sujet ainsi

"Archiméde n'a employé la progression géométrique
que pour la seule quadrature de la parabole ;

J'ai reconnu et éprouvé cette progression comme trés fé-
conde en quadratures, et je communique volontiers aux
géométres modernes mon invention qui permet de carrer,
par une méthode absolument identique, et paraboles et

hyperboles'.

Nous allons utiliser les suites géométriques avec un langage simplifié et
moins géométrique qu'a 1'époque et si vous avez déja étudié le calcul inté-
gral, vous pourrez contrdler ou méme prévoir vos résultats.

Dans toute la fiche nous utiliserons des repéres orthonormés.

I- Supposons n> 0 et x compris entre 0 et 1 y

b

(:) Pour n = 1 nous n'allons pas utiliser
le procédé car une formule connue
depuis Tongtempsdonne : @

OA x AB _ 1
2 2
pour 1'aire du triangle OAB.
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<:> Soit n = 2. Cherchons une valeur approchée de 1'aire comprise entre la
courbe représentant f : X > x2, 1'axe des abscisses et 1a droite x = 1
Soit p un réel tel que : 0 <p < 1.

A/ Les points d'abscisses 1, p, pz, p3... pn sont des sommets de rectangles

construits comme 1'indique la figure ci-dessous. Chaque rectangle a aussi
un sommet sur la courbe.

La somme des aires de ces rectangles est :

2 2y, 2 2_3 2)2+ o

(1-p)x1° + (p-p“)xp~ + (p=-p”)x(p

et peut s'écrire
(1-p)x1 + (1-p)xp> + (1-phe3)2 + oovr + (1-p)x(pd)"
3

+ ...
Soit S (p)) = (1-p)x1 + (1-p)p 32 3"

+ (1-p)(p + ...+ (1-p)(p

Sn est Ta somme des termes u, d'une suite géométrique de premier terme

(1-p) et de raison p3 pour i allant de 0 a n

Question 1 : a) Calculer Sn(p)

3

b) En utilisant 1'égalité 1 - p~ = (1~p)(1+p+p2) transformer

S,(p) et calculer Tim S (p).
n— +e0

Soit S(p) la limite obtenue.



B/

c/
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Les rectangles choisis au A/ et 1'observation nous conduisent a dire que
S(p) est un majorant de 1'aire de la partie du plan comprise entre 1'axe
des abscisses, la courbe et la droite d'abscisse 1. En prenant des rec-
tangles contenus dans cette partie nous pouvons obtenir un minorant de
cette aire.

¥
situation. Le premier rectangle a pour 11

largeur (1-p) et pour hauteur f(p)=p2, :

Le dessin ci-contre correspond a cette

[

le deuxiéme a pour largeur (p~p2) et E

pour hauteur f(pz) = (pz)z, etc..

Soit Sé(p) la somme des aires de ces

sidéré étant celui de largeur

rectangles, le dernier rectangle con- ;
(pn _ pn+1) 0 :

pros]

d -f;mg P n Pfs Fz_ P 4

Question 2 : a) Calculer S'n(p)

b) Calculer lim $' (p). Soit S'(p) la limite obtenue
n-3+00

Maintenant si nous faisons tendre p vers 1, 1la largeur de chacun des rec-
tangles tend vers 0

Question 3 : a) Calculer 1im S(p) et lim S'(p).
p— 1 p—s 1

b) Que peut-on en déduire pour 1'aire de la partie du plan comprise
entre 1'axe des abscisses la courbe et la droite d'équation
x =17

@Sm't n = 3.

Question 4 : Dessiner la représentation graphique de f : X +— x3 pour x [0 ; 1]

et utiliser le méme procédé qu'au I, (:) pour trouver 1'aire de la
partie du plan comprise entre la courbe, 1'axe des abscisses et la
droite d'équation x = 1.
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f

i
O;.
II- Supposons n < - 1 et x compris entre 0 et 1.
<:> Soit n = -1, et f : X — 1
X 4
On prend un réel p vérifiant : 0< p <1
On pose
(. 2y 1 2 3y, 1
S,tp) = (1-p)+(p-p )x5'+ (p™-p™)x =,
n _n+l 1 1
t+ oo+ (pep ) X —
n
p
Question 5 : a) Que représente cette somme Sn(p) ?
0
b) Calculer Sn(p)

,,MPS‘W P,ij 4

c) Pour p = 0,999 calculer S,(p) et Tim S,(p)

n- +o

fo 4

On considére 1'ensemble des points du plan situés entre 1'axe des abscisses,

1'axe des ordonnées, la courbe et la droite d'équation x = 1. Remarquer que
tous les rectangles dessinés sont contenus dans cet ensemble et comparer

cette situation a celles étudiées au paragraphe I.

@Sm't n=-2

On considére donc 1a fonction f : X j—y ——

Question 6 : a) Dessiner la représentation graphique de f

b) Reprendre le calcul de Sn(p) dans ce cas et calculer Tim S _(p)
n-—= + o

sur 0 5 17.

c) Quelle conclusion peut-on tirer de ce résultat ?

Question 7 : En donnant les représentations graphiques de

sur JO ; 1] dans un méme repére, confirmer le résultat précédent.

Xt %- et x&a-—z
X
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@Sm't n= -1

Supposons n ¢ -1 et x ) 1.
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(Ao

On considére de nouveau la fonction
f:x-—a-; mais en s'intéressant aux by }5

valeurs de x supérieures a 1.
Soit un réel qgq> 1 2

Les points d'abscisses 1, q, q°...

nous permettent de définir des

. et

2z g 19 <og» .. -
rectangles comme précédemment T 9
et Ta somme des aires de ces
rectangles est :

1 2

(g-1) x a—+ (q

qnH _ n) 1 v

1
"9l x5 let - e

Question 8 : a) Définir Sn(q) et calculer Sn(q) en fonction de q.

b) Pour q = 1,1, calculer S _(q) et lim S _(q)
n n— + oo

c) Que peut-on en déduire pour 1'ensemble des points du plan situés
entre la courbe, 1'axe des abscisses, la droite d'équation x = 1
et ayant une abscisse supérieur a 1.

(:) Soit n = -2

On considére la courbe représentant f : x — l?~ pour X > 1, et un réel q
strictement supérieur a 1. X
On peut définir une série de rectangles contenus dans la partie située

sous la courbe comme au paragraphe précédent et correspondant & une somme

Sn(q).

Question 9 : a) Calculer Sn(q) et lim Sn(q)

n—+ oo
b) On note S(q) la limite obtenue. Que représente S(q) pour 1'en-
semble des points du plan compris entre la courbe, 1'axe des
abscisses, la droite d'abscisse x = 1 et ayant une abscisse
Supérieure a 1.
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Cette fois-ci S(q) n'est pas infinie. I1 ne suffit plus d'avoir un mino-
rant de 1'aire mais on peut obtenir un majorant en prenant les rectan-
gles qui "débordent" de la partie considérée.

Question 10 : a) Dessiner ces rectangles et calculer la somme S'n(q) corres-
pondante.

b) Calculer 1im S'n(q). On Ta note S'(q).
n— +oc

Question 11 : Calculer 1lim S(g) et 1lim S'(q)
qg—:1 q-—1

Que peut-on déduire de ces résultats ?

(:) Reprendre Tes calculs pour n = -3,

IV-  Soit la fonction f : x — 3/;

Utilisons Ta méme méthode qu'en I pour calculer 1'aire comprise entre la
courbe, T'axe des abscisses et la droite d'équation x = 1.

Question 12 : a) Dessiner la représentation graphique de f pour x [0 ; 1]
ainsique les rectangles définis comme en I par les abscisses
1, p, pz,... pour 0 <p <1

b) Reprendre les calculs de I 2. pour cette fonction.

c) Comment lier le résultat de vos calculs & celui de I2 ?



11/  CALCUL D’AIRES
METHODE DE SIMPSON

{
xff Ef

0 Figure 1

1 <

On sait que 1'aire de {M(x,y), 0 < x <1 et 0 <

<Y
que 1'aire de {M{x,y), 0 s x s 1 et 0 < y< x3).est

(:) Soit P une parabole d'axe paralléle a 1'axe des ordonnées. On sait que 1'équa-
tion de P est de la forme : y = ax2 + bx+c.
Pour déterminer les coefficients a, b et ¢ de cette équation, il suffit de con-
naitre trois points de P : Mo(xo,yo), M](x1,y]) et MZ(XZ’YZ)' Les nombres a, b et
c vérifient, en effet, les trois égalités :

2 -
/ Xo @ * xob +c = Yo
x2 a+t x.b+tco=y
1 1 1
x2 a+ x,b+c=y
2 2 2

Ces égalités suffisent a déterminer les nombres a, b et c.

Question 1 : Déterminer 1'équation de la parabole P passant par les trois points

: 1.5 . )
MO(O,Z), MZ(?” 1) et Ml(I,S). Représenter P.

(:) Soit J+p T'aire de la surface comprise entre la parabole P, 1'axe des abscisses
et les droites d'équations x = 0 et x = 1. (figure 3)
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Figure 3

Notons que dans ce cas de figure, ou 1'arc de P est situé "au-dessus" de 1'axe
des abscisses, J@D est 1'aire de 1'ensemble :

{M(x,y), 0 <x <1, 0 <y < ax2 + bx + c}

On a dans ce cas :
1

K. = S (axZ + bx + c)dx
P

0
La parabole P étant déterminée par la donnée des trois ordonnées Yoo Y3 et Yo
des points d'abscisses 0, 1 et ?3 il en est donc de méme de ckp. On cherche,
par conséquent, a calculer 0@p uniquement a 1'aide de Yor ¥4 et Yo et sans
utiliser 1'équation de P.

<:> a) On regarde d'abord ce qui se passe dans le cas d'une droite d (figure 4).
La droite d est entiérement déterminée par les deux points d'abscisses 0
et 1 ; et d est la représentation graphique d'une fonction affine f.

YA L'aire du trapéze
{(Mx,y), 0sx <1, 0gy<flx)}
est égale a :

j:ﬂx)dx .

1

[flo) + f(1)] = flo) +

N —

\\
//\\ N\
/%/

77

A
v
7

\ \

‘ §§§ %—et de "hauteurs" respectives Yo= flo) et
\ = £(1).

i /1

?aV

Figure &

Ainsi pour toute fonction affine f, 1'inté-
NN d gra]e_f x)dx peut s'interpréter comme la
somme des aires de deux rectangles de "bases"
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b) Revenons a la parabole P, d'equation y = f(x), ol cette fois f est une fonc-

tion polyndéme du second degré. (figure 5).

Figure 5 - . . -
b Ho On cherche a exprimer 1'aire du trapéze

"mixtiligne"
{(Mx,y), 0« x €1, 0 <y < fix)}
P comme somme des aires de trois rectangles

de "hauteurs" respectives y = f(o), y;= f(1)

_ 1
et y, = f(7).

DN

\
A\

i
Z

NN

o

-
»

do dg a4

Autrement dit, on cherche trois nombres 2, a] et a2 (de somme
égale a 1) tels que :

A
J F0a = aflo) + arf1) + afly) (1)

pour toute fonction polyndme f de degré inférieur ou égal a 2.

c) Nous procédons en deux temps :
1. Analyse :

Si a5 @y et a5 sont trois nombres qui vérifient 1'égalité (1) pour toute

fonction polynome de degré inférieur ou égal a 2, alors ils la vérifient

. . . 2
en particulier pour chacune des fonctions xt=1, X+ x, Xi— X .

Question 2 : Ecrire 1'égalité (1) pour chacune de ces trois fonctions.
Montrer que 3> 3y et a, sont déterminés de facon unique ;

les calculer.
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2. Synthése :

Question 3 : Montrer que si 1'on donne a a_, 3 et a, les valeurs trouvées a la

0
question 2, alors 1'égalité (1) est vérifiée pour toute fonction

2

polynéme f : x —» ax”~ + bx + c.

d)

Question 4 : Montrer que si 1'on donne & 35,23, et a, les valeurs trouvées & la

question 2, alors 1'égalité (1) est vérifiée pour toute fonction

polynéme f : X dx3 + ax2 + bx + ¢

Conclusion : Pour toute fonction polynome de degré inférieur ou égal a trois
on a :
[1f00dx = £F(0) + 4 £(3) + £(1))
0

Cette formule est connue sous le nom de formule de SIMPSON.

Question 5 : a) Appliquer la formule de SIMPSON
1- Au cas de la parabole P de la question 1. Soit y = f(x) son
équation.
2- Au calcul de 1'intégrale \I;g(x) dx ot g(x) = 2x3 + 6x2 - Bx + 2.
On représentera f et g sur un méme grphique.

b) On pose h(x) = g(x) - f(x).
Représenter h graphiquement. Factoriser h(x). Vérifier que le
point fl(%»; 0) est centre de symétrie pour la courbe représen-
tative de h. Retrouver ainsi le résultat de a) :

A 1
J\f(x)dx = j- g(x)dx
o 0
¢) Donner au moins un autre exemple de fonction g du troisiéme degré
4 4
ui vérifie : f(x)dx = (x)dx.
q f f,9t

d) Montrer qu'a toute fonction polynéme g du troisiéme degré, on
peut faire correspondre une fonction f du second degré telle que :

4 A
j;g(x)dx -J; f{x)dx.
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(:) On considére maintenant une fonction quelconque ¢ définie sur [0;1].

3

o)

Soit P la parabole d'axe paralléle a

Figure 0 1'axe des ordonnées passant par les
points
M, (0 v (0)), 1(1, ¢ (1)) et
1

Soit y = f(x) 1'équation de P.

Le nombre S = 1(@(0) + 4 () +9(1)
est la valeur exacte de 1'intégrale
v Y I f(x) dx et constitue une valeur “ap-

0

Question 6 :

<:> Exercice

" A
” 1 - prochee de 1'intégrale Jo‘k(x)dx
« - 1\2 ) (figure 6)
Soit ¥ la fonction définie par ¥ (x) :(i_?‘T) sur [051].

a) Représenter graphiquement la fonction ‘¥ dans un repére orthonormé.

b) Représenter dans le méme repére la parabole P passant par les points

. 1 ]
Mo (0, £ (0)), My (T, Y (1)) et Mylsy, W(5)).

c) Calculer par la formule de SIMPSON une valeur S "approchée" de

[lotx

d) Calculer une valeur S] approchée de

{Mix,y), 1 <2, 0<cy< ¥ (x)}} , enutilisant une méthode
analogue.
-1 .4 .
e) Montrer que ¥ (x) =1 e M e g calculer alors

4
YO‘P(x)dx et évaluer 1'erreur commise en utilisant la formule de
SIMPSON.

1- Soient A et B deux points d'une parabole P d'équation y = ax2 + bx + c.

La tangente a P en A coupe en C la paralléle a Oy passant par B (fiqure 7).

Question 7 :

Démontrer que 1'aire du domaine Timité par la parabole P et la
corde [AB] est égale au tiers de 1'aire du triangle ABC.
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44 i
~ /AP N

T, . B —] y

M.L g i
'\rr
&
0 z 0 A/z 4 ;
Figure 7 Figure 8

?- Soit P la parabole d'axe paralléle a 1'axe des ordonnées, passant par les
. 1 .
points MO(O, yo), Ml(]’ y]) et MZ(?” yz) . (Figure 8).
Soit T la tangente a P en M2, et m son coefficient directeur.
Les cordes [MOMZ] et [M]MZ] et T font apparaitre sur la figure deux triangles

et deux trapézes.

Question 8 : a) Calculer uniquement & 1'aide des nombres m, Yor Y7 et Yo les
aires de ces deux trapézes et de ces deux triangles.

b) Utiliser le résultat de la question 7 pour calculer 1'aire de
la surface limitée par P, 1'axe des abscisses et les droites

d'équations x = 0 et x = 1.
Retrouver ainsi la formule de SIMPSON.
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12. CALCUL D'AIRES
METHODE DE HERMITE

(:) Soit f, une fonction polyndme du troisiéme degré :
f(x) = ax> + bx?
Pour déterminer les coefficients a, b, ¢, d il suffit de connaitre

; £1(1) = y']

+ cx +d

* les valeurs de f(x) pour x = 0 et x = 1 : f(o) = Yo

** Jes valeurs de f'(x) pour x = 0 et x =1 : f'(0) = y‘o

Les nombres a, b, ¢ et d vérifient, en effet, les égalités :

d=y0
a+b+c+d-= 2
cC = y’o

3a +2b+c = y']

Question 1 : Déterminer la fonction polynéme f du 3e degré telle que :
flo) =25 f(1) =55 f' (o) = -5 f'(1) = 13.
Représenter f graphiquement.

‘ So1t f, une fonction po]ynome du troisiéme degré.
On cherche 3 calculer \f f(x) dx uniquement a 1'aide des valeurs f(o), f(1),
f'(o), f'(1) et sans determ1ner f(x) explicitement.

On cherche quatre nombres @ s tels que :

. a], Bos B]
JoF00 dx = o flo) + a F(1) ¢ 8 Frl0) + & £ (1) (2)

pour toute fonction polyndme f de degré inférieur ou égal a 3.

Nous procédons en deux temps :

1. Analyse
ST a s oy, B, B, quatre nombres qui vérifient 1'@galité (2) pour toute
fonction polyndme de degré inférieur ou égal a trois, alors ils la vérifient

en particulier pour chacune des fonctions X 1, Xi— X, X!w—éxz, X —> x3.
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Question 2 : Ecrire 1'égalité (2) pour chacune de ces quatre fonctions.
Montrer que ags s By et B4 sont déterminés de fagon unique ;
les calculer.

2. Synthese

Question 3 : Montrer que si 1'on donne a @ s B o et B 1 les valeurs trou-

vées a la question 2, 1'égalité (2) est vérifiée pour toute fonction

polyndme f : xi— ax3 + bx2 + cx + d.

CONCLUSION Pour toute fonction polyndme de degré inférieur ou é&gal a
trois, on a :

o

Jlfxdx = ;o) + (1)) + 12 (£1(0) = £1(1))

Cette formule est connue sous le nom de formule de HERMITE

4
Question 4 : a) Appliquer la formule de Hermite au calcul de Jﬂo f(x)dx, ot f
est la fonction donnée & la question 1.

b) Faire de méme pour la fonction g définie par g(x) = (2x - 1)3.

Représenter g graphiquement. Que constate-t-on ?

(:) On considére maintenant une fonction quelconque ¢ dérivable sur [0;1].

On considére la courbe T représentative
d'une fonction polyndme f du troisiéme

degré passant par les points MO(O;(P(O))
et M
les mémes tangentes TO et Tl que la cour-

1(1, (1)) et ayant en ces points

be représentative de la fonction ¢.

Le nombre H = 2(@(0) + (1)) + 13 @' (0)-¢'(1))

N
-

% est la valeur exacte de 1'intégrale

14
«fo f(x)dx et constitue une valeur
"approchée" de 1 dx
\jo ¢ (x)dx.
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1) Calculer & 1'aide de la formule de Hermite une valeur appro-

b iR 1
chée de 1'intégrale g X + 2

OVx2+ 4x + 8

2) Calculer cette intégrale en cherchant une primitive de

Question 5 :

dx

X _+ 2
P (x) = Jx2+ Ix + 8

Evaluer 1'erreur commise en utilisant ce procédé

Remarque : La méthode de Hermite n'a vraiment d'intér”t que si on ne sait pas
calculer une primitive de la fonction & intégrer sur un intervalle

la ; b]

Question 6 : Calculer & 1'aide de la méthode de Hermite une valeur approchée

-x2
de ‘g] e X" dx
“ 0
(:) Application
On considére la fonction c¢ définie sur [0;1] par c(x) = cos(F X).

Soit ¥ la courbe représentative de c dans un repére orthonormé (unité 20 cm).

On appelle A, B,C,D, E Tles points de ¥ d'abscisses respectives, les nombres :
1 1 2

0, 35773 et 1.
Question 7 : 1) Représenter ¢
2) Calculer 1'aire de la surface polygonale OABCDE
3) Soit P la parabole d'axe paralléle a 1'axe des abscisses qui
passe par A, C et E.
a) tracer P sur le méme graphique, aprés avoir déterminé son
équation.
b) calculer & 1'aide de la formule de Simpson 1'aire S de la
surface comprise entre P, 1'axe des ordonnées, les droites
d'équation x = 0 et x = 1.
4) Soit T' la courbe représentative de 1a fonction polyndme du
troisiéme degré passant par A et E et ayant en ces points Tles
mémes tangentes que ¢ .
a) tracer T" sur le méme graphique, aprés avoir déterminé son
équation.
b) calculer & 1'aide de 1a formule de Hermite 1'aire H de 1a
surface comprise entre T, 1'axe des abscisses, les droites
d'équation x = 0 et x = 1.
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13., TROIS UTILITAIRES CLASSIQUES POUR
CALCULATRICES PROGRAMMABLES

On propose ici trois algorithmes faciles a programmer et utiles pour obtenir
ou vérifier des résultats numériques.
Ces trois algorithmes concernent :

(1) La résolution d'une équation par dichotomie

(2) La recherche d'un extremum d'une fonction

(3) Le calcul approché d'une intégrale par la méthode de Simpson

Avant tout il est nécessaire de préciser trois points.

- Devant le nombre sans cesse croissant de calculatrices programmables il
n'est pas possible de rédiger des listes de programmes tout faits pour
chaque modéle de machine. I1 est nécessaire, pour se servir d'une calcula-
trice programmable, de lire au préalable son mode d'emploi (des programmes
illustrant les algorithmes étudiés ici y figurent souvent).

- Les machines n'ont pas toutes les mémes possibilités (ainsi les algorithmes
(1) et (2) nécessitent des tests). La programmation de ces algorithmes sera
d'autant plus difficile que le nombre de mémoires et de pas de programmes
sera restreint, mais chacun d'eux "tient" dans une TI 57, et bien sir dans
toute machine programmable en basic.

- Les algorithmes sont présentés sous leur forme minimale : aucun test n'est
fait pour vérifier la validité des données introduites. I1 est possible &
chacun de "raffiner" le programme qu'il obtiendra compte tenu de la place
dont i1 dispose sur sa machine.

Chaque algorithme obtenu sera accompagné d'un programme en basic.
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I- RESOLUTION DE L'EQUATION f(x) = 0 PAR DICHOTOMIE

On suppose Tla fonction f continue et strictement monotone sur un intervalle
la,b] choisi de fagon que f(a) et f(b) soient de signes contraires, c'est-
a-dire tels que 1'on ait f(a)-f(b) < 0.

On sait que dans ce cas 1'équation f(x) = 0 admet dans [a,b] une racine uni-

que c. On cherche a encadrer c. _ 3‘
Soit m = 3+ D t(w
2

Si f(a)-f(m) €0 alors la racine ¢

appartient a [a,m] et on peut recom-
mencer le calcul précédent en rem-
placant [a,b] par [a,m] , Clest-
a-dire b par m. ila)

Sinon ¢ appartient & [m,b] et on peut
recommencer le calcul précédent en remplacant [a,b] par [m,b] c'est-a-dire

a par m. On arréte le programme lorsque la largeur de 1'encadrement obtenu
est inférieurea 107°,
L'algorithme obtenu s'écrit

LIRE a,b 19: INPUT &, B
T -6 20:1F B-A<1E-6
TANT QUE b - a > 10 REPETER PRINT 0, B:END
a+b 32:M=(A+B)/2
2 4. X=R: 005U 1824:
=Y
58 X=1: IE
si fla)-fim) <O ALORS bem oo, wrzig%tgt_é%@a
SINON a<«m =M G610 209
T 73 a=M:060TO 20
ECRIRE a,b 198, ¥Y=Xr3-3%X+] :
RETURN

Dans le prgramme basic ci-dessus on a pris (ligne 100) la fonction f définie
par f(x; = 3 - 3x + 1. Le sous-programme (ligne 100) met dans la mémoire Y

1'image du réel contenu dans la mémoire X. L'instruction GOSUB est un appel

a ce sous-programme.

Pour changer de fonction f i1 suffit de modifier la ligne 100.
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I1- RECHERCHE D'UN EXTREMUM D'UNE FONCTION

a) Recherche d'un maximum.

Soit f une fonction dont le tableau de variations sur 1'intervalle [a,b]
a 1'aspect suivant :

x | a C b

b4
fa” N fib)

On cherche un encadrement de c.

. _a+b a4+ m _m+b
Soit m = >— > N = > P =
oy Y4 d

Si f(n) > f(m) alors c appartient & [a,m] ; on peut alors recommencer
1'6tude précédente en remplagant 1'intervalle [a,b] par [a,m] c'est-a-
dire b par m. (figure 1)

Sinon :

si f(p) > f(m) alors c appartient a [m,b] et on peut recommencer 1'étude
précédente en remplacant a par m. (figure 2).

Si aucune des deux conditions n'est réalisée (figure (3) alors c appartient
i [n,p] on peut alors recommencer en remplacant a par n et b par p.
On refait alors les opérations précédentes tant que 1'intervalle encadrant

¢ est supérieur ou égal a 1076,

A chaque opération la longueur de 1'intervalle encadrant ¢ est divisée
par 2.

On obtient alors 1'algorithme suivant.
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LIRE a,b

TANT QUE b - a 5 10°®  REPETER

b

el
+

m ¢

™|

jo3]

~nNO 4
3

3
+
o

o
T
™

SI f(n) > f(m) ALORS b e m

SINON

SI f(p) > f(m) ALORS a <« m

SINON  aé¢ n, be&P

ECRIRE m, f(m)

3: INFUT A, B

L 208: IF B-AC1E-B

Le programme basic ci-contre permet de PRINT M, Z:END
3B M=(AFBI/2:N=CA

trouver le maximum de la fonction
O 20 P=1+B) s

fi@x— x3~3x +1 sur [-2, 0] ?

: s s 48 ¥=11: GOSUB  113:

il donne ici exactement ¢ = - ] 7y

et f(c) = 3. 53 XN LOSUEB 13
) _ _ 60 IF YOZLET B=M:

Pour changer de fonction f i1 suffit de GOTO 28

7 X=p OSUB 1922

82 F YOZLET A=t
GOTO 28

38:0=N:RB=F;: GOTO 2
19

1220 Y=Xr2-3%X+ 1!
RETURN

modifier Ta ligne 100.

b) Recherche d'un minimum.

Pour rechercher le minimum sur [a,b] d'une fonction dont le tableau de
variation a 1'aspect suivant :
[ a

IR

i1 suffit de remplacer f par -f et de chercher le maximum de -f.
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c) Application a la recherche d'une racine de 1'équation f(x) = 0 dans [a,b].

Si dans [a,b] 1'@quation f(x) = 0 a une racine unique c. On 1'obtient en
remarquant que c est la valeur de x pour laquelle |f(x)| est minimale.
IT suffit donc d'appliquer le programme précédent a la fonction -|f].

ITI- CALCUL APPROCHE D'UNE INTEGRALE PAR LA METHODE DE SIMPSON

Soit f une fonction définie sur intervalle [a ,B)].
a+ f

On pose Y = et on désigne par A,B et C les points de coordonnées res-
pectives («, f(a), (B, f(B)), (v, f(v)).

Soit P la parabole d'équation y = g(x) = mx% +nx + p qui passe par les
points A,B,C.

Un calcul analogue & celui effectué dans le T.P. "Calcul d'aires . Méthode
de Simpson", montre que

ng(x)dx S [flo) + F(B) + 4Ff(Y )]

Si sur [a ,B] la représentation graphique de f est "voisine" de P on obtient
ainsi une valeur approchée de js f(x)dx. (Et méme une valeur exacte si f est
une fonction polyndme de degré inférieur ou &gal & 3).

Cependant la représentation graphique de f
sur [ a,B] peut etre suffisamment
"tourmentée" pour que 1'approximation
obtenue soit mauvaise.

On procéde alors de la fagon suivante.
Soit f une fonction définie sur [a,b].

On se propose de calculer une valeur approchée de

Lfb f(x) dx.
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On divise le segment [a,b] en un nombre pair 2n de segments é&gaux.
On note Xo = 8 Xy Xos wues Xon = b la subdivision de [a,b] ainsi obtenue
puis on applique 1'approximation de Simpson rappelée ci-dessus en rempla-

cant successivement 1'intervalle [«, B] par [XO, XZ], [xz, x4],... [XZn-Z’ X2n1'
b _Xi xlr Xii’\
[ oo = [TRadx J‘f(X)dx R +J" £(x)dx.
Xo X Xyn-y

La valeur approchée de 1'intégrale cherchée est alors :

%27 %o X475
[f(xo) + 4f(x]) + f(xz)] + 5 Lf(xz) + 4f(x3) + f(x4) + ...

1= -5

*on T *on-2

.t g

1ff(x2n_2) + 4f(x2n_]) + f(x2n)}

b-a

Soit, en posant h = > et en remarquant qu'alors les différences

sont toutes égales a Z2h.

>x =

Xo = Xgo Xg T Xps wees Xon T Koo

On obtient :

I =‘% [f(xo) + 4f(x]) + Zf(xz) + 4f(x3) + 2f(x4) + ...+ fx

L'algorithme suivant est obtenu en remarquant que

I = %‘.f(a) + f(b) + (4F(xy) + 4F(x3) + .o+ 4F(x, 1)) + (2F(x,) + ...+ Zf(XZn_Z))I

et que pour tout i de [1,2,..., 2n-2] X; = a+ ih.
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14. INTEGRATIONS PAR PARTIES REPETEES

b
Les intégrales de la forme I =j'u(x) v'(x)dx peuvent se transformer par la
méthode d'intégration par parti%s. I1 existe de nombreux cas ot la formule
doit étre appliquée plusieurs fois, ce qui conduit & des calculs souvent
Tongs. On peut, dans certaines situations, faciliter le travail en confection-
nant une table permettant 1'utilisation répétée de la formule.

I- FABRICATION ET MODE D'EMPLOI DE LA TABLE

(1) b b
{ u(x) v'(x)dx = [u(x) v(x)]g - g u'(x) vix)dx
a a

- Désignons par v, une primitive de v,
par v, une primitive de Vi

par v une primitive de Vp-1> €n supposant toutes les pri-
mitives de v et toutes les dérivées de u définies sur 1'in-
tervalle [a,b].

- Si on applique (1) une deuxiéme fois, on obtient :

puis une troisiéme fois

(3) I - [ ulx) v(x)]g - [ (x) vy (0]

Question 1 : Démontrer par récurrence sur n que, aprés n applications de la
formule, on obtient :

() 1= [ V)T - [ (x) vy 0]
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On peut donc imaginer la disposition suivante :

Signe des

. u(x) v'(x) signe du terme intégral complémentaire
produits + ~
- u'(x)_ ~v(x) -
\‘\
dérivées + ut x| v () + primitives
\\
. successives
successi- _ u(3)(x) Sy (x) _
ves . 2

~

.

AN
N
~
n"]) \\
X v X
u ( l n_2( )
Vg N d
(n) IR
X v X
utt x| no1(X)
Y
h

D'aprés la table précedemment construite, 1'intégrale I est donc la somme
alternée - le premier signe étant + - des produits des fonctions de la
n'€me ligne de la lére colonne , et de celles de la (n+1)¢ ligne de 1la

2e colonne, pris entre a et b, et éventuellement d'un terme intégral
complémentaire.

IT- EXEMPLES D'UTILISATION : CALCULS EXACTS D'INTEGRALES

@

Question 2 :

a) Compléter le tableau a quatre Tignes permettant le calcul de :

- ( 2 :
I] pon j (x® + 2x) sin x dx
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b) Utiliser ce tableau pour le calcul de I]. On mettra le résul-

tat sous la forme [F(X)]g

©

Question 3 : a) Compléter le tableau & trois lignes permettant le calcul de

12 = ‘Jm e3X sin 2x dx
b
“(x) v(x)
e3X sin 2x

]b

b) En déduire Ta valeur de I, sous la forme [F(x) 3

®
Question 4 : Aprés avoir complété & un nombre suffisant de lignes le tableau

permettant le calcul de :

i

I, = J* cos x In{1 + sin x) dx
J I
6

donner la valeur de 13.

ITI- CALCUL DE VALEURS APPROCHEES DE FONCTIONS

A/ Fonction sinus

s Q
Question 5 : a) Soit 0 < a:§<§ . En utilisant sin a = jﬂ cos x dx
0

compléter le tableau a cing lignes ci-dessous

u(x) v(x)
CoS X 1
-sin x X - a &— primitive judicieusement

choisie
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b) Donner la formule obtenue aprés 4 intégrations par parties
successives, et en déduire que :

3 a 4
: -~ X=-a
sin a =d—~-%, + ]ﬁ (x-a) cos x dx.
! . !

c) Démontrer que :

0 < §°<x-a>4

5
A cos x dx < 2

5!

“0

En déduire un intervalle [0, o ] sur lequel on est sir de ne

pas commettre une erreur supérieure a ]0'6 en remplacant sin a

par a - %T

Question 6 : Utiliser les résultats de la question 5 pour donner une valeur
approchée 3 1078 prés de sin 3°

B/ Fonction Logarithme

¢ dx pour a >0,

Question 7 : a) Comme In(1 + a) = Tx

Compléter le tableau & 5 lignes ci-dessous :

u(x) v'(x)
a1 1
T+X
-1 X-a primitive particuliére
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b) Donner la formule obtenue aprés 4 intégrations par parties,

et établir que :

a2 63‘ 64

In(1+a) = a - 5 + 5 -7+ j;

—

On ne sait pas calculer le reste intégral, mais on peut démon-
trer qu'il reste petit quand a est petit.

.a 5 6
Question 8 : a) Montrer que (x-a)s dx < %—
, (x+1)

b) Evaluer avec cette méthode 1n(1,05) et comparer avec le résul-
tat fourni par la calculatrice.

c) Quelle est 1'erreur maximum commise ?
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15| ENCADREMENTS DE FONCTIONS PAR DES FONCTIONS RATIONNELLES

Dans tout ce qui suit, x désigne un réel positif ou nul.

Préliminaire :

On considére deux fonctions u et v dérivables sur [0, +%[.

Question : Montrer que si u(o) = v(o) et si u'(x) < v'(x) pour tout x > 0,
alors u(x) = v(x) pour tout x> 0.

Conséquence : Pour comparer sur 1'intervalle [0 ;+s [ deux fonctions u et v
dérivables, qui prennent la méme valeur en zéro, il suffit de
comparer leurs fonctions dérivées.

C'est ce résultat que nous utilisons systématiquement dans ce
document.

I- EXEMPLE 1.

Soit R la fonction définie [0, +oo[ par £(x) = Bn(1 + x).

1

T et £(0) = 0.

On a : f'(x) =

Ainsi comparer £n(1 + x) & une fonction rationnelle revient comparer deux
fonctions rationnelles. C'est ce que nous allons faire.

Question 1 : Montrer que | 4n(1 + x) < x. (1)

(:) Soit k un réel positif et fk la fonction définie sur [0 ; +o[ par :
X
fk(x) T+ kx
On a fk(o) = 0 ; on cherche pour quelles valeurs de k, on a : fkgg 1.
Question 2 : a) Montrer que f"( < 2-<:> ¥xel0, +» [ kzx + (2k-1) 0.

b) La fonction ¥ K définie sur [0, + « [ par ¢ k(x) - K%y 4 (2k-1)

est une fonction affine dépendant du paramétre k.
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Déterminer a quelle condition sur k, on a :

kKZx + (2k - 1) > 0, pour tout x positif.

On choisit k =4%. On a donc : —%— < fn(1 + x)
T+ %
Par conséquent, en tenant compte de (1), on a :
"< 1+ x) < x (2)
1+

<:> Soit k un réel positif et 9y la fonction définie sur [0 ; + o0 [ par:

g (x) = x

X
]+?+EX

on a gk(O) = 0 ; on cherche pour quelles valeurs de k, on a : ﬁ:sgk.

Question 3 : a) Montrer que L < g‘k<_—.:>Vx € [0, +oo [, ki{k+1)x + 3k-120

b) Déterminer a quelle condition sur k, on a :
k(k + 1)x + 3k - 1> 0 pour tout x positif

1

On choisit k = 3 -

Question 4 : Montrer que 1'on a :

X < h+x) < 2o < x (3)
]+% ]+.._>§_.,_
2 + %
X o 2x X _ x{x + 6)
(:) On pose ry(x) = X = xr2 X = L X S I T
2 2 + %
3

Question 5 : a) Etudier les variations de la fonction { sur [0, +oo[.

b) Etudier les variations de la fonction ryosur [0, +o0 [.

c
c) Montrer que ro(x) peut se mettre sous la forme ax + b + TG

Etudier les variations de la fonction r, sur [0 ; +=2[.

2
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d) Représenter sur un méme graphique les fonctions r et r
(repére orthonormé, unité 2 cm, x variant de 0 & 13) ainsi

que la fonction o définie par ro(x)zx}et la fonction £.

e) Calculer rO(x) - r](x) et majorer 1'expression obtenue par
une fonction de la forme < x" ( n eM). Faire de méme pour

rz(x) - r](x).

f) Représenter les restrictions a [0,1] des fonctions r,, r

O)
ry et £ dans un repére orthonormé en prenant comme unité

20 cm.

‘I’

(:) On peut poursuivre 1'étude d'encadrements de fn(] + x) par le méme procédé.
On obtientainsi

IT- EXEMPLE 2.

X
Soit I 1la fonction définie sur [0, +o [ par I(x) =\f
01 +1t

L et 100) = 0.

ona l'(x=
1T+ x

Question 6 : Montrer que I(x) < x

(:) Soit k un réel positif et Fk la fonction définie sur [0 ;+ o[ par :

Fo(x) = X
k 1T + kx

on a : Fk(O) = 0 ; on cherche pour quelles valeurs de k, on a : Fk“$ I.

2

Question 7 : Procéder de fagon analogue au paragraphe I, question 2.
La fonction §'( est ici une fonction polyndme du second degré
dépendant du paramétre k.
On choisit alors la plus petite valeur de k qui convient ; on

1
1a note X
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(:) Soit k un réel positif et G, la fonction définie sur [0, + o [ par

G, (x) = —
k 1 + x

o + kx

2
I g,Gk.

G, (0) =0 ; on cherche pour quelles valeurs de k, on a

On a :

Question 8 : Procéder de facon analogue au paragraphe I, question 3.
On choisit alors la plus petite valeur k qui convient.

(:) Procéder de facon analogue au <:> du paragraphe [ et répondre aprés
Tes avoir adaptéesaux questions 5 & 1'exception, bien sir, de a).

X
0 dt par le
ol +t

<:> On peut poursuivre 1'étude d'encadrementsde I(x) = f

méme procédé. On obtientainsi

X . X i (t+x X X
2 gy AEX_ 2+ A Gy AEX 94+ 42X
54 LK LR §~x£ — §+u§xng 3
N bt rz ;ZX by .?;.;_,,,
o = - AATN
&
x
X X X db X X
< < £ . _ X
b 5‘2 I+ )(j Z 1+ xﬂfﬁ Z 3“{&< {4 X2 3 < iy X <
5 ; R
3+ éxﬁw ﬁ+m ‘2;% 34 iﬂg = 3¢§?f
fy—3X 52X 5
Lty? 14 e
9
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16. CIRCUIT OSCILLANT

On réalise le montage représenté par la figure ci-dessous

C désigne la capacité du condensateur (exprimée en Farads), R la résistance
(exprimée en ohms), L 1'inductance de la bobine (en Henrys).

On appelle q la charge du condensateur (en coulombs) et i 1'intensité du cou-
rant dans le circuit (en ampéres) a 1'instant t.

. 2.
Notation : g%» et QM%_ désignent les dérivées premiére et seconde de la
t

"""" d
fonction 1 par rapport au temps t ; g%— désigne la dérivée

premiére de la fonction g par rapport au temps t.

MATHEMATISATION DU PROBLEME

Les Tois d'Ohm et de Lenz permettent d'écrire :

- -9
Vp - Vg T ¢
o di
VB'VA‘R1+LH‘E‘
avec i = dg
dt

Question 1 : Démontrer la relation

2. .
d=i di 1 .
L—% +R +—-1=20
dt2 dt ¢

Question 2 : On appelle instant initial t = 0, 1'instant od 1'on ferme le
circuit. La charge du condensateur est alors un nombre g connu.

Calculer i et g%- a 1'instant initial, en fonction des données.
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CONCLUSION

La fonction i est 1'unique solution de 1'équation différentielle

(E) : Ly" + Ry' + % y = 0, vérifiant les conditions initiales

déterminées a la question 2.

RESOLUTION MATHEMATIQUE DE TROIS CAS PARTICULIERS

Question 3 : a) Résoudre 1'équation différentielle E et déterminer la fonction i ;

b) Etudier la fonction i (t > 0) et représenter graphiquement cette
fonction en prenant comme unités :
1 cm pour un milliéme de seconde en abscisse ;
5 cm pour un centiéme d'ampére, en ordonnée.
dans chacun des cas suivants :

1° cas : R=3x103;L=2;C=1.6.10"°; 9, = 1074
2° cas :R=2x100;L=2;C=2.10°% 9, - 1074
3° cas :R=2x100;L=2;C=1.10°% q, = 1074

INTERPRETATION PHYSIQUE DES CAS ETUDIES

Dans le premier cas, on parle de régime apériodique ;
dans le second cas, on parle de régime critique ;
dans le troisiéme cas, on parle de régime pseudo-périodique.

N.B. On dit aussi que Ta fonction i est dans le troisiéme cas par une fonc-

tion sinusoidale "amortie".

Lorsque la résistance est nulle, la fonction i est une fonction sinusoj-
dale.

Lorsque la résistance n'est pas nulle (elle ne 1'est jamais totalement)
la fonction i est "d'autant plus amortie" que la résistance est grande.
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17.| CALCUL NUMERIQUE ET FONCTION EXPONENTIELLE

I- La fonction exponentielle est la solution de 1'équation différentielle | y' = y

qui vérifie la condition initiale |y(o) = 1
C'est cette propriété caractéristique de la fonction exponentielle qui va
guider 1'étude numérique proposée ci-dessous.

A/ (:) Soit [a ; b] wun intervalle.

En tout point Xo de [a;b], on a : (exp)'(xo) = exp x,.

: . X_ X
Autrement dit, 1lim e’ - e’ 0 X0
X=X, X = X

Par conséquent, si X est "voisin" de Xgs ON peut dire que

eX1 - Xo

X_
17 %o

est peu différent de %0,

(:) Soit n un entier naturel fixé (suffisamment grand, par exemple n > 10).

On partage 1'intervalle [0 ; 1] en parties de méme longueur.
2

19 de [051].

n
On obtient ainsi la subdivision : O, %, TR
r

n)
La remarque faite en (j) permet de dire que :

Pour tout k compris entre 0 et n-1,

kKl ok )
e oo QN iera n
1 est ‘"peu différent" de e
n
on sait, en outre, que : el - 1.

Nous nous proposons de procéder a une étude des nombres Uy définis par :

| u
\ vke [0; n-17, Kt K -
/
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L'objectif est de voir si les valeurs de Uy "approchent bien" celles

de e% ,et en particulier si la valeur de up, "approche bien" celle de
1

e = e.

Question 1 : Exprimer Uy €N fonction de Uy et de n, puis u, en fonction de
k et de n, enfin u, en fonction de n.

(i) L'entier naturel n varie

Question 2 : a) Donner, sous forme de tableau, les valeurs de u, affichées par
la calculatrice, dans les cas suivants :
n=10;n=100;n =20,

b) Calculer 1lim Up,- On pourra, pour cela, calculer d'abord
N+

Tim (Inu ).
n—te N

B/ (:) Soit [a,b] wun intervalle. On a :
b
J~ e’dx = eb - el

La valeur de cette intégrale est comprise entre :

- 1'aire d'un rectangle (figure 1) : (b-a)e? ;
a, b

- 1'aire d'un trapéze (figure 2) : (b-a) & ;e .

S la Tongueur de 1'intervalle [a,b] est Lpetite”, ces deux aires

fournissent des valeurs "approchées" de“} e”dx.
a
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(:) On reprend la méme subdivision de [0;1] qu'au paragraphe A/

En utilisant 1'aire du rectangle approprié sur chaque intervalle de
cette subdivision, on peut dire que :

k+1 k k
n n 1 .n

<f Pour tout k compris entre 0 et n-1,
(} e — " est "peu différent " de o e

Question 3 : Vérifier, qu'en procédant de facon analogue au paragraphe A/,
on est conduit a étudier Ta méme suite de nombres Uy -

(:) En utilisant, cette fois, 1'aire du trapéze approprié sur chaque inter-
valle de la méme subdivision de [0;1], on peut dire que :

Pour tout k compris entre 0 et n-1, K
k+1 k n e

e" — " est "peu différent " de %,, E___%__S___

Question 4 a) Vérifier, qu'en procédant de fagon analogue au paragraphe A/,
on est conduit a étudier la suite des nombres

v =]
> vke [0 5 n-1], Vel T ]_] Vi
n

Vi définie par :

b) Exprimer v, en fonction de k et de n, puis v, en fonction de n.

Question 5 : On fait varier 1'entier n.

a) Donner, sous forme de tableau, les valeurs de U, affichées par
la calculatrice, dans les cas suivants :
n=10:n=100;n =270,

Comparer les résultats obtenus & ceux de la question 2.a).

b) Calculer 1lim vV,,- On pourra, pour cela, calculer

n-—s+

d'abord 1im (In v_).
Nn-» + o n
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(:) Etude du quotient

1= o

Question 6 : Soit r un nombre réel différent de 1 ; on écrit :

T (-r) +r _
T-7r T-rv T+r.

1 -r

1
1T-r

a) Vérifier qu'en remplacant alors T"l“F' par 1 + r .

dans la derniére expression obtenue puis dans celle que 1'on
obtiendra, on a :

3
1 B 2 r
o7 - T+r+r-+ T+
b) Montrer que 1'on a :
3
T +r _ 2 2r
-7 T +2r + 2r + T

Question 7 : Appliguer ce dernier résultat pour démontrer que :

1
2 3

=1 + %‘+ l—~ + en avec 0 < en < s
Zn 2n

Question 8 : On pose w_ = (1 + = + l———-)n
T n 2n2

a) Calculer Wig 3 Wigo 3 Y210 - Comparer les résultats obtenus
a ceux des questions 2 a) et 5 a).

b) Calculer 1lim W, o On pourra, également, calculer d'abord
n—s+ e
Tim  (In wn)
n-— 4+ «
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figure 1 figure 2

II- On s'intéresse maintenant a la fonction F définie sur R par :

% 2
F(x):J~ et gt

o]

A/

Question 1 : Calculer la fonction F', dérivée de F.
Etudier et représenter F' dans un repére orthonormé.
Que représente géométriquement F(x) ?

On se propose d'évaluer F(0,5) (par exemple). 5 2
Soit G 1la fonction définie sur R par : G(x) = e* u{ et dt.

Question 2 : a) Montrer que G est solution de 1'équation différentielle

y' =1+ 2xy | et vérifie la condition initiale | y(o) = 0.

b) Vérifier que si 1'on connait G(x), on peut en déduire simple-
ment F(x).
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Les méthodes du paragraphe I nous ont permis, a partir de 1'équation diffé-
rentielle y' =y (et de la condition initiale y(o) = 1) d'approcher le nombre
exp 1 = e.

On va procéder de la méme fagon ici a partir de 1'équation différentielle
y' = 1 + 2xy (et de la condition initiale y(o) = 0) pour trouver des valeurs

X 05  _+2
approchées de G(0,5). On en déduira alors des valeurs approchées de j' e t dt.
¢}

B/ (:) On partage le segment [0 ; 0,5] en n parties égales.
On définit pour 0 gk gn-1, la suite des valeurs Uk par :

Question 3 : a) Exprimer U en fonction de U, , k et n.

k+1 k’

b) Donner Ta valeur de Un affichée par une calculatrice program-
mable dans chacun des cas suivants :
n=32;n==64;n=25;n-=512.

c) En déduire les valeurs correspondantes de Unx e_0’25

(:) On partage, également [0 ; 0,5] en n parties égales.
On définit pour 0 gk gn - 1, 1la suite des valeurs Vk par :

VO =0
T N S
k] k n 2
) — 035 ] — 0,5
avec V' =1+ 2(k . =22 v et V= 1 2((ke]) S22) 0
Question 4 : a) Vérifier que : 1 + k 1
A yoo._ o’
SR k+T k 1 - k+T
4n2 4n2
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b) Donner la valeur de Vn affichée par une calculatrice program-
mable dans chacun des cas suivants :
n=323n=64;n-=25;n-=>512.

c) En déduire les valeurs correspondantes de Vn X e'o’25

Comparer les résultats obtenus a ceux de la question 3.
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18. DERANGEMENTS

NOTATIONS

Soit En = 31,2,3,4,...,n$ 1'ensemble des n premiers entiers naturels non nul et f

une bijection de En sur En.
On dit que pe E_ est un point fixe de f si f(p) = p.
Exemple : soit E2= 31,2% . Les bijections de E2 sont les applications
1T — 1 1 — 2
f.: et f

1 2 -
;2 —1 Y 2 3 ]

Les entiers 1 et 2 sont deux points fixes de f], la bijection fz n'a pas de
point fixe.
On appelle dérangement de E toute bijection sans point fixe de En sur En.

On note Dn le nombre de dérangements de En’ ainsi D] = 0, D2 1.

On se propose de calculer, par diverses méthodes, les Dq.

PREMIERE METHODE :

Dénombrer toutes les bijections de En sur En et retrancher le nombre de telles
bijections ayant au moins un point fixe.

Question 1 : Trouver toutes les bijections de E3 dans E3, trouver D3.

Question 2 : Compter les bijections de E4 dans E4 comportant :

a) un seul point fixe qui est 1

) un seul point fixe

) exactement deux points fixes

) exactement k points fixes 1< kg 4

En déduire D4.

Question 3 : Exprimer en fonction de D]A, D2, D3, cees Dn—] le nombre de
bijections de En sur En comportant
a) exactement un point fixe
b) exactement deux points fixes
c) exactement k points fixes (1 < k ¢ n)
d) d

duire des questions précédentes et des propriétés des Cp
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1'égalité :

_ RS _ 2 _ A _ _ on-1
Dn = nl 1 Cn D] Cn D2 .o Cn Dk - Cn Dn_] (1)

Calculer a 1'aide de (1), les nombres D3, D4, D5, D6.

ITI- DEUXIEME METHODE :

Question 4 : Exprimer en fonction de Dn-] et Dn—? 1T s 2
2 t—s 1

a) le nombre de dérangements de En qui échangent 1 et 2

b) le nombre de dérangements de E, qui transforment 1en 2 et
2 en un autre élément p que 1.
On pourra, pour compter les dérangements du b, se
ramener au dénombrement des dérangements de 1'en-
semble §2,...,nf en échangeant les éléments 1 et

2 du but.
> @ [
s p# {\\\

' j
é — (i) c///

T
2 -

Pour trouver Dn on constate que les dérangements de En sont de deux sortes.

* Ceux qui échangent 1 et k (1 < k < n)
* Ceux qui transforment 1 en k et k en un autre élément que 1.

Question 5 : En exprimant en fonction de Dn_] et Dn—2 le nombre de dérangements
de En de chacune des deux sortes établir que si n> 3 on a :

D = (n-1)(D ) (2)

n n-1 +0D

n-2
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Les égalités D, = 0, D

1

le programme ci-contre.

TROISTEME METHODE :

La méthode précédente exprime Dn en fonction de D

sible d'exprimer Dn uniquement en fonction de n et de D

Question 6

Le programme ci-contre calcule les Dn en utili-
sant 1'égalité (3). 11 donne bien sir les mémes
résultats que le précédent.

OU APPARAIT LE NOMBRE e

I1 peut étre intéressant de comparer le nombre
Dn au nombre de permutations de En'

Le programme ci-contre calcule pour les diver-
ses valeurs de n (n> 3) Te rapport %ﬁ .

On constate que %l~”se rapproche" de e si n est

141"

assez grand : BTZ~donne ici 9 décimales exactes

de e.

Pour préciser cela on s'intéressera maintenant

= Dn _ Dn
d o7 On posera Un = 5T

o =1 et (2) permettent de
calculer les Dn de proche en proche, comme le fait

WA —

LN

nc
BL¢
B¢
b
D«
D¢
D¢
D¢
B¢
D¢
B¢

n-1°

WN —

:A=0, B=1, N=3
FC=(N=1D%(A+R)
PLPRINT "DC"3N;
!‘):l';c
:6=B, B=C, N=N+1:
GOTO 2

D= 2

4>= 9

5)= 44

6>= 265

7y= 1854

8)= 14833

9= 133496
12>= 1334961
11)= 14684570
12)= 176214841

13>= 223B7323372

Dn—2 et n. Il est pos-

En utilisant 1'égalité (2) et un raisonnement par récurrence
établir que pour tout entier n> 2 on a

:D=1, N=3, C=-1

: D=NXD+C
SLPRINT "DC5N;
"y=5D

s C=-C, N=N+1:
GOTO 2

D=1, N=3,C=~1, 0
=6

2:D=NXD+C, F=asD

FILPRINT N;

3

4

5

6

>

8

9

121 /D¢

1

121 -0¢

131/D¢

1

"D
AN
LPRINT F

P0==C, N=N+1, a=qg
KN:GOTO 2

YoDC 30
3
toDC 4
2.666666667
oD 5
2.727222727
FoDC B
2.716981132
oD 2
2.7184466082
to0C 8
2.718263332
DO 9)
2.718283694
ny:
2.718281658
T15:
2.718281843
125
2.718281827
13):
2.718281829
14>
2.718281828

11/D¢

41 /0¢
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La méthode (3) donne les égalités :

D2 =2 D] + ]
D3 =3 D2 -1
D4 =4 D3 + ]
05 =5 D4 -1
_ N
Question 7 : En divisant les égalités ci-dessus par 2!, 3!, ..., n! et en

additionnant membre & membre les nouvelles égalités ainsi ob-
tenues, établir que 1'on a pour tout entier n> 2 :

k
_ D _ & (-1 (4
Up = w0 = ) wr )
k=2
VI- OU ON REJOINT L'ANALYSE
. nl .. __Dn .. ] P
Si E—-est voisin de ? alors Un =0T est voisin de & On précise ici comment

Nn..-
sont 1iés les Un et s -
Pour cela :

On consideére les fonctions fo’ f], fz, f3, f4, f5, ces fn définies de la
facon suivante :

fO(x) = e X
f](x) = e X o1+ x
_ 2
fz(x) = e X -1+ x - %T
- 2 3
f3(x) = e X -1+ x- %T +-§T
X 23 b
f4(x) = € -1 4+ x - 5T+ 3T T T
- VA 3 4 5
fs(x) = e X o1 4 x - gT“+ %T" §T'+ gT
- ? k X"
A (-1 S
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Question 8 :

a) Verifier que fj = -f , £ = -f, fy = -f), f, = -fo, ..., £} = -f

n-1
b) Etudier sur [0, +s[ les variations de fo en déduire que pour tout x> 0

on a fo(x) < 0.

c) Etudier sur [0, +o2[ les variations de f1 (on connait sa dérivée !)
en déduire que pour tout x> 0 on a f](x) > 0.

d) Etablir de méme de proche en proche que pour tout x> 0 on a :

fz(x) < 0, f3(x).> 0, f4(x) < 0, f5(x):> 0.

e) Démontrer que pour tout x > 0 :
si n est pair fn(x) <0

si n est impair ﬁ](x),> 0.

Question 9 :
En utilisant les résultats de la question 9 et 1'égalité (4) établir les enca-
drement suivants :

1
Uy < g <Y
U, < 1 <y
3 e 2
1
U3 < g <y
U <l<U
5 e 4
1
Us < & <V
U <_]_<U
7 e 6
U, < 41 < U
7 e 8
U, < 1 < U
9 e 8
U, < l < U
9 e 10
u <-l < U
2k+1 e 2k
U <1y
2k+1 e 2k+2

et calculer la largeur de chaque encadrement obtenu.
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En déduire que pour tout entier n > 1

U -ll< ] ,
n e (n‘f";.

Cette derniére inégalité montre que Un = %2» est voisin de %

si n est assez grand et précise 1'erreur commise en remplacant Un par % .

VII- APPLICATION

Une formule explicite donnant D,, en fonction de n

L'inégalité (5) s'écrit aussi

Dy _ 1 1

—_ <
lﬁT’ el n+T17!

Soit, en multipliant les deux membres de cette inégalité par n!,

tDn - gi.|< ﬁ"%*T'S %' (en effet on suppose n> 1)
donc :
n! 1
Dn Se > < Dn + 1

Or Dn est entier et la largeur de ce dernier encadrement est 1.
n! 1

Dn est le plus grand entier inférieur ou égal a = t7 c'est-a-dire la partie
entiére (notée Int sur les calculatrices) de gi»+ %.
et n! 1

Dn = Int (E"'+ 7)

Question 10 : Le raisonnement ci-dessus est un peu succint, le relire et recons-
tituer les étapes intermédiaires manquantes.
Avec une calculatrice scientifique (méme non programmable) possé-
dant la touche "factorielle" on peu ainsi rapidement calculer D>
si n n'est pas trop grand. (en pratique une machine qui travaille
avec 10 chiffres ne peut donner ainsi exactement les Dn que pour
n <12).

100 1

Exemple de calcul : — + > est affiché 1334961,416 donc D

A = 1334961

10
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19. SOMME DE PUISSANCES ENTIERES DES P PREMIERS NATURELS NON NULS

»

A (:) Soit p un entier naturel non nul.
Question 1 : a) Calculer la somme : 1 + 2 + ... +p = A_Ji
b) Calculer la somme : 15+2°... + p3 = 2:13.

Pour cela, on devinera le résultat pour de "petites" valeurs
de p, puis on fera une démonstration par récurrence.
c) Que donne la méthode de b) pour le calcul de Ta somme :

]2 + 22 }f: i

Si elle convient, calculer cette somme. Sinon, passer a la

question suivante.

(:) Soit p un entier naturel non nul et n un entier naturel.
On cherche a calculer la somme :

C'est-a-dire : p

Question 2 : a) Ecrire dette derniére &galité pour n = 2 ; montrer qu'elle
permet de retrouver le résultat de la question 1)a).
(indication :"développer" (1 - i)?)
b) Ecrire cette méme &galité pour n = 3, puis n = 4, puis n = 5.
En déduire les résultats suivants :

2 plp+1)(2p41) iizi3_ P2(p+1)?
6 ’ By

§f~ 4 _ plp+1)(2p+1) (3p%43p-1)

1 30
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c) Montrer que la connaissances des sommes

P P
i, 12,...., Z:1n permet de calculer la somme
i=1

e

-

i=1

N+
i:1n.1

i=1

-

p
- P . .n
d) Démontrer par récurrence sur 1'entier p que la somme Y, i

=1
est le produit de p(p + 1) par un polyndme de la variable P,

de degré (n - 1) en p.

p
(:) Autre méthode de calcul de 5—11n.

i=1

p
Pour tous entiers naturels n et p, on pose fn(p) = 3 in ; On remarque que

p
si p est différent de zéro, f (p) = E:in.
i-1

Question 3 : a)

On définit les

1/
2/

3/
4/

b)

Pour tout n

go(x) =

On pose
non nul

On pose

Montrer que 1'on a :

f(p) - f (p-1) = " sip#0 et f (0) = 0.

Réciproquement soit g, une fonction numérique de la variable
réelle, qui vérifie :

g,(p)
g,(0)

gn(p—]) = pn, pour tout entier p naturelnon nul et
0.

1

Démontrer par récurrence sur 1'entier p que :

gn(p) = Eﬁ:in, pour tous entiers naturels n et p.

i=0

fonctions 9, de la facon suivante :

ombre réel x :

<2
=
>
Z
i

n J&X 9p-1 (t) dt, pour tout entier naturel n
0
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Question 4 : a) Calculer a 1'aide de ce procédé algorithmique g](x) et gz(x).
Retrouver ainsi les valeurs de
Ejl et .
1=1 1=1
b) Démontrer par récurrence sur 1'entier n que 1'on a :

gn(x) - gn(x-l) = X" pour tout nombre réel x et gn(o) = 0.

Indication : Supposer que pour un entier n, on a : gn(x) - gn(x—l) = x"
et calculer g'n+](x) - g'n+](x—1) pour en déduire 1'expression de
Ippq ) = g (x=1)
c) Conclure de ce qui précéde que 1'on a par ce procédé :
gn(p) = ii in pour tous entiers naturels n et p.
i=0
d) En utilisant le résultat trouvé a la questlon 2,b), pour la
~ A ~ .5
somme g, (p) = i1-1 , calculer gg(p) = ;; i,
Supplément :

Question 5 : Etudier et représenter graphiquement les fonctions 915 9 et 9s3-
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COMPLEMENT : COMMENT A ETE TROUVE L'ALGORITHME DU PARAGRAPHE(:) A.

On cherche une suite de fonctions polyndmes 9 qui vérifie pour tout entier na-
turel n :

Vxe R, gn(x) - gn(x~]) = x" (1

9, (0) =0

Supposons qu'une telle suite existe :

1) Pour n = 0, la condition (1) s'écrit : ¥x€&€ R, 9,(x) - go(x~1) =]
la fonction polyndme g : x+— x vérifie les conditions (1) et (2)

2) Soit n » 1. En dérivant la relation (1) on obtient :
Vxe R, g' (x) - g' (x-1) = X"

Comme (1) est vrai pour tout entier n, on a alors :

Vxe R, g' (x) - g' (x-1) =nlg _,(x) - (x-1))

n-1 In-1

donc V x€ R, 'y (x) =g _1(x) =g" (x-1) - ng _(x-1)

On en déduit que la fonction polynéme g‘n— ng, prend la méme valeur par
exemple pour tout entier : g'n—ngn est donc une fonction constante ; on a :

Vxe R, g'n(x) = ng,_1(x) = a

on intégre cette égalité sur 1'intervalle [0 ; 1]. Compte tenu de la relation
(2) on obtient :

Vx € R, gn(x) =n S‘X gn_](t) dt + a x (3)

0
De plus des relations (1) et (2) on déduit que g,(1) = 1, ce qui permet de
déterminer a, en donnant a x la valeur 1 dans 1'égalité (3).
On obtient :
a = 1-n j‘] g,.1(t) dt.

J o
On trouve bien ainsi la suite des fonctions polynémes 95 décrite par 1'al-
gorithme du paragraphe <:> A
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20 UN PROCEDE DE CALCUL NUMERIQUE DE

5

LOGARITHMES NEPERIENS

On étudie une méthode permettant de calculer, avec une excellente précision,
et en utilisant seulement Tles opérations é&lémentaires d'une calculette

(+, -, x, *), les logarithmes de quelques nombres.

(:) Calcul approché de In x, ou x est peu supérieur a 1.

a) Vérifier que, si x =1 + u, on a :
In x =cyu dt

o 1+t

b) Si 0 <t <1, démontrer que :

2 3 4 5 1 2 3 4
+t -t<]'—r*t< 1 -t +tF -1t7 + ¢t

1 -t+t" -t

(Indication : utiliser la formule donnant la somme des premiers termes

d'une suite géométrique)

c)En déduire que, si 0 <u < 1, alors :

2 3 4 5 6 2 3 4 5
U U e U U - u
u 5 * 3 1 + : 5 < In (1 +u) <u 5 +

Pour 0 <u < %ﬁ’ vérifier que 1'encadrement de 1n(1 + u) défini par cette

double inégalité a une largeur toujours inférieure a 3 x 10_9.

(:) Application numérique

a) En utilisant la méthode précédente, déterminer des encadrements des

: . _ 25 _ 81 128 _
nombres suivants : a = In 57 b = 1In 30 In 55 = C-

b) On pose ¢« =1n2, g=1n3, vy=1nb5.

(Ce sont les Togarithmes des premiers nombres premiers !)



- 85 -~

Vérifier que :

- 3a -8B+ 2yv=a
-40+48 -y=b

7o -3y =c

c) Calculer «, B, v en fonction de a,b,c.
En déduire des encadrements de o, 8, v.

d) Déterminer, 3 1'aide des résultats précédents, des encadrements des loga-
rithmes des nombres suivants :

4 ; 6 5 10 ; 1,5 : 1,6
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21. EQUATIONS DU TROISIEME DEGRE

I- DISCUSSION EN FONCTION DU PARAMETRE p DE L'EQUATION x3 -3x-2p=0

On peut mettre cette équation sous la forme : x3 - 3x = 2p et introduire
1'application ¥: R —R

Q. X3 - 3x

3 3x - 2p = 0 sont alors les abcisses des

Les racines de 1'équation x
points communs de la représentation graphique ¥ de la fonction ¥ et de la

droite d'équation y = 2p.

Question 1 : Etudier ¥ et tracer sa représentation graphique .
Résoudre 1'équation ¥ (x) = 0.

Question 2 : Résoudre 1'équation ‘¥ (x) = 2. Discuter suivant les valeurs de p
le nombre de solutions de 1'équation ¥(x) = 2p et préciser leur
signe.

Comparer les racines des équations : ¥(x) = 2p et ¥ (x) = -2p

Conséquence : Pour le reste de 1'étude on choisit p positif.

Remarque : D'aprés la discussion précédente, quand p > 1 1'équation ¥ (x) = 2p

admet dans R une seule racine notée Xo* Démontrons gue dans { cette
méme équation admet trois racines, & savoir Xo et deux racines non
réelles complexes conjuguées. En effet on peut écrire :

x3 - 3x - 2p = (x - xo) Q(x) o0 Q est un polyndme du second degré

a coefficient réels.

Question 3 : Démontrer que Q n'admet pas de racines réelles. On sait que Q
admet toujours deux racines dans & ; elles sont complexes conju-
et

1 1.
Dans (T on peut écrire : X3 - 3x - 2p = (x - xo)(x - x])(x - i}).

guées notées x

Dans [R on obtient : x3- 3x - 2p = (x - xo)(xz— x(x]+ ?}) + x1x]).

et 1'on remarque que Xyt X ainsi que X]YH sont des nombres
réels.
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Question 4 : Résoudre dans . 1'équation x3 - 3x - 18 = 0.

IT- RESOLUTION DE L'EQUATION x3 - 3x -2p=0o0u p est un nombre réel.

A/ Autour des racines cubiques

2w
3

+ 2z + 1). En déduire que 1'équation 23 =]

Dans toute la suite on pose j = [1,

3

a) Verifier que z3 - 1 = (z - 1) (22

(z

)
admet trois racines : 1, Jj, j.
b) Vérifier que 1 + j + 3 = 0 et que 3 = jz.

¢) Soit % un nombre réel non nul. On se propose de chercher les racines cubiques
de<? 3 savoir les nombres complexes z tels que z3 -Z. soit Z, la racine cu-

bique réelle de .

3

3.7 est équivalente a 1'&quation (% )T = 1.

Montrer que 1'équation z
En déduire que le nombre réelZ admet dans @ trois racines Ocubiques qui
sont : Zo’ 203 et ZOJ.

. T )
d) Soit £ un nombre complexe de module 1 et d'argument 6 élément de [- 5 ;T% ].
S

Montrer que z_ = [1, %] est une racine cubique de & . En déduire les troi

0
. . ¥
racines cubiques deZ .

B/ Résolution de 1'@quation Y (x) = 2p avec p > 1 par la méthode de Cardan.

On pose x =u + v

Question 5 : Vérifier que 1'équation x3 - 3x = 2p s'écrit :

(ud + v+ urv) Buv - 3) = 2p.

1
3, 3

En déduire que si les deux nombres u et v vérifient (uv =
u'+ v’ = 2p

alors u + v est solution de 1'équation x3 - 3x = 2p.
On est ainsi amené a chercher deux nombres u et v tels que :

uv = 1]
1u3 + v3 = 2p.
. . 3 3 L L. . 3 .3
Si u et v existent, alors u~ et v~ vérifient {u” v~ =1
u3 +v™ =2p

2

et sont solutions de 1'équation y~ - 2py + 1 = 0.
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Question 6 : Démontrer que la solution réelle de 1'équation x3 - 3x = 2p est :
3 3 ———
><0=‘\/p+ pr -1 v V- fpr -

Application : Trouver une valeur approchée a 10_3 prés de la racine réelle de

1'équation x3 - 3x = 4.

On a vu dans la remarque de I- que 1'@quation ¥(x) = 2p admet deux autres raci-
nes complexes. On se propose de les déterminer.
Si on raisonne dans @ on peut reprendre tout 1'exposé du § B/. Posons :

p+\/p2—1' B=p- /pb -1
3 3
Jp‘+J;?T7 B= JP'J;?TTM

A est un nombre réel qui admet une racine cubique réelle « et deux racines cu-

>
1

A

biques complexes A j et 3.
B est de méme un nombre réel qui admet une racine cubique réelle 3 et deux raci-
nes cubiques complexes (3] et 63:

Question 7 : Démontrer en utilisant la relation uv = 1 que 1'équation x3—3x = 2p,
lorsque p » 1, admet une racine réelle « + 3 et deux racines comple-
xes o j + Bjet LJ+ ,6’3
Vérifier par le calcul que ces trois nombres sont solutions de 1'é-
quation proposée.

Application : Montrer sans calcul que : 3 9+ /80 + i/ 9 - 80 = 3

* En déduire 1a valeur de 3/ 9 + V80 - 3/ 9 - V8o

C/ Résolution de 1'équation ¥(x) = 2p avec 0 <p < 1.

On reprend les calculs du § précédent. Le discriminant de 1'équation
2 _ . f s .
y°-2py+1=0 esttrictement négatif. On pose A = p +i 1 - pZ

Question 8 : Calculer |A| et vérifier que Arg A é,]-ég ;ég[ .

Montrer que (u3, v3) = (A,A).
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Question 9 : Montrer que si & , o Jj, & j sont les racines cubiques complexes de
A, alors & , & J, & J sont les trois racines cubiques complexes de
A. En déduire les trois racines réelles de 1'équation x3 - 3x = 2p.

Question 10 : Résoudre de cette maniére 1'équation x3 - 3x = 1 : on donnera les
solutions sous forme de lignes trigonométriques.
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RESOLUTION DE L’EQUATION x>-3x-1 = O A L’AIDE DE LA TRIGONOMETRIE

A/

B/

RESOLUTION DE L'EQUATION

Question 1 : Montrer que tout réel x peut s'écrire
X =Rcos 8 avec R>0 et 0<B<wr

x 0 X
Question 2 : Démontrer que pour tout 6 réel on a : y:
cos3 0 = %'cos 30+ %‘CQS 6.

Pour résoudre 1'équation 3 -3 -1=0 (1) on introduit 1'incon-
nue auxiliaire 6 en posant x = Rcos 8 (R> 0, 0 <8 <71 ). On se
réserve de choisir R ultérieurement de fagon a simplifier les cal-

culs.
Question 3 : a) Montrer que 1'équation (1) peut s'écrire :
P(R) cos 36 + Q(R) cos 8 = 1. (2) oG P et Q sont deux polynédmes.
b) Déterminer R de fagon que 1'on ait Q(R) = 0.
c) Résoudre, dans ce cas, 1'équation (2) d'inconnue 0 dans 1o, w[

Question 4 : Résoudre 1'équation (1) : on montrera qu'elle admet trois solutions

qui peuvent s'écrire :

2 cos gf, 2 cos (§”+»§5), 2 cos (g +.%§).

CONSTRUCTION GEOMETRIQUE DES SOLUTIONS

Pour construire Ta figure étudiée on prendra 4 cm comme unité. “
Soit ¥ le cercle trigonométrique muni du repére orthonormé direct (0, GK, 6@)
et 7 le cercle de centre 0 et de rayon 2.

Soit M le point de € tel que (OA, OM) =«§ et M, le point de [ tel que

(0A, 0F) - £

On méne de M les paralléles & (0A) et (OB) qui coupent la droite (OMl) en P
et Q. Soit R le milieu de [PQ].

Question 5 : Démontrer que RM = OM ; en déduire que PQ = 2.
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1= 2 c@s<g a
1'aide de la régle, du compas et d'une "bande de papier" sur

Question 6 : Déduire, de ce qui précéde une construction de a

laquelle on portera la longueur 2.

Question 7 : Construire Tes solutions de 1'équation (1).

Remarque : La construction de la question 4 donne un procédé général pour

diviser un angle en trois (probléme de la trisection de 1'angle)
lorqu'on ne sait Te faire & 1'aide des seuls régle et compas.



23| CONSTRUCTION (& la régle et au compas) DE POLYGONES REGULIERS

(:) NOTATIONS ET REMARQUES

Le cercle trigonométrique ¥ est rapporté i un repére orthonormé direct
(0, OA, OB).

On se propose, dans cetté étude, de contruire a Ta régle et au compas des
polygones réguliers a n cotés(n = 3 ; 4 ; 5 ; 17) inscrits dans £, dont

un sommet est en A.

Les sommets sont nommées M], MZ’ cees Mn(Mn = A) commé suggéré dans la
—
figure ci-dessous. On désigne par 6 1'angle au centre (0A, OM]);on a donc
6 - %ZT. On pose w = cos @ + i sin @ .
A
B{M-
My Mg
s M,
6 A N
0 My
Mn-4
Question 1 : Vérifier que les affixes de M], MZ’ e Mn sont w, a>2..., Q}n.
Exprimer, en fonction de 6 et de k les coordonées du sommet
M (k€ (1,2,... n)).
Question 2 : Vérifier que wh =1, u:n+1 =W, con+2 = a)z, e, w Nk :<gk

Démontrer que : o)n-k et cok sont deux complexes conjugués.
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(:) CONSTRUCTION D'UN TRIANGLE EQUILATERAL ET D'UN CARRE

Question 3 :

Calculer, pour n = 3 puis n = 4, les coordonnées de M].
En déduire une construction a la régle et au compas d'un tri-
angle équilatéral et d'un carré inscrits dans €.

<:> CONSTRUCTION D'UN PENTAGONE REGULIER

21
a) Calcul de cos = -
On suppose n = 5. On a alors u>5 =]

Question 4 :

Démontrer que w4 y0d i w2 Ly +1=0

2K 4r 4

Exprimer en fonction de cos B—’et COS ¢— @ W 3 2

+ W et WY+ ",

4 3

En calculant de deux fagons différents ( W~ +w ) + (w” + w?)

et (w4 + o ) w3 + wz) démontrer que cos %—Z‘ et cos %—F

sont solutions d'une équation du second degré. En déduire que

2 1 1 /5
cos ?TE = 5 (-5t V(%)

b) Construction d'un pentagone régulier

Le point M] est déterminé dés que 1'on sait construire, a la régle et au

1,1 5

compas une longueur égale & ?(- 5+ EJ.

Question 5 :

Remarquer que 2-= 1+ (%)2 pour construire, a 1'aide d'un trian-

gle rectangle Te point L de (0A) d'abscisse Vfg puis construire
le point K de (0A) d'abscisse —%u En déduire la construction du
point I de (OA) d'abscisse cos §1F puis celle de M1.

Terminer la construction du pentagone régulier.
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D'UN POLYGONE REGULIER A 17 COTES

6/ On suppose n

Question 6 :

On pose : Uy

- 17. 0n a alors o'/ = 1.

Calculer w]6 + m]5 + ...+ w3 + wz + w + 1.

N.B. Des considérations théoriques diies au mathématicien GAUSS (1777-1855)

Justifient ces "regroupements". Nous ne les exposerons pas ici.

Question 7 :

Question 8 :

Question 9 :

Calculer u] + Uy et u] Uy -

Déterminer 1'équation du second degré dont u, et u, sont les
solutions.

Calculer Vy Vo, et en déduire que vy et v, sont solutions de
1'équation : X2 - U, X-1=20
Procéder de fagon analogue pour Va et Vg
_ 2T 817
Montrer que v, = 2(cos 17 + cos T7)'

Exprimer de méme Vos V3 et Vg

En déduire que : Vo<V s Yy < Vg



B/

Question 11 : On sait que <cos 36 + cos 50 =

- G -

Question 10 : Exprimer de facon analogue le nombre Uy et démontrer que u1> 0.

Les réponses aux questions 9 et 10 permettent de distinguer les racines des
équations du second degré écrites aux questions 7 et 8. On pose %%§:=6

V3

i

PN~ PO} s
o]

<

~No

Montrer que cos 360 . cos 560 = 5 (cos 26 + cos 86 )

CONSTRUCTION

Les nombres cos 38 et cos 560 sont les abscisses des sommets M3 et M5.

Connaissant M3 et M5 on trouvera facilement M4 puis les autres sommets du
polygone régulier.

On cherche donc a construire les points P3 et P5 de (OA) d'abscisses respec-
tives cos 36 et cos 560 . Les calculs suivants le permettront.

-

a) On pose tg 4w =4. avec 0< ¥ < g

Question 12 : Justifier la phrase précédente.

Question 13 : Calculer Uy et u, a 1'aide des résultats du paragraphe A.

On se propose de démontrer que uy = 2tg2y.

Pour cela on remarquera que yfT_ = \/1 + 4% = %/1 + tg2 4y

On exprimera alors u, en fonction de cos 4y puis en fonction
de tg 2 ¢ . (On pourra exprimer 1 - cos 4y en fonction de

: i | .+ Sind ¢ _
sin 2 y et remarquer qu'on a ici cosd 4).

Question 14 : Calculer vy et v, en fonction de g, en utilisant les résultats

du paragraphe A et ceux de la question précédente.

Faire de méme pour Va et Vg
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= - =
On montrera que vV, = tg( ¥ 4) et que ) tgy.

Pour le calcul de vV, On pourra remarquer que sin 2¢= cos(% -2¢)

et que cos 2= sin(? -2y).

CONCLUSION :

"

Cos 36 + cos 56
avec tg 4v =4 et 0<iP<g*

1}

Cos 36 cos 50

Construction de H.W. RICHMOND (1893)

Pour cette construction on prendra comme unité de longueur 8 cm.

] iy e ey

Soit I(0, ﬁ) et soit J le point de [OA] tel que 4(I0,IJ) = (I0,IA).

-l
Soit K le point de (0A) tel que (IJ,IK) = -

T

Le cercle de diamétre [AK] coupe [0I] en L.

Le cercle de centre J et de rayon JL coupe OA en P3 (d'abscisse positive)

et PS‘
Question 15 : Démontrer que (fﬁ,fﬁ) = P
- Py TS |
Démontrer que OP3 + OP5 = 20d = z-tg ¥
- puget “_W “_] s _ T
Démontrer que 0Py . OP; = OK . OA = 7 t9 (¥ Z).

(On rappelle que dans un triangle ABC, rectangle en A, de hauteur AH on a :
AHZ = - HB . HC).

Déduire de ce qui précéde les égalités :

0P, = cos 30 et 555 =cos 50 .

Question 16 : Terminer la construction & la régle et au compas du polygdne
régulier a 17 cotés étudié.

N.B. Ouvrage de ré&férence : "Théorie des corps la régle et le compas"
Jean Louis Carrega, Herrmann.
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24, CONSTRUCTION D'UN POLYGONE REGULIER
SOLUTION “APPROCHEE"

Le probléme de la construction des polygones réguliers de n cotés
a la régle et au compas remonte & 1'Antiquité. On sut, trés tét, construire
ainsi le triangle équilatéral, le carré, le pentagone et 1'hexagone réqu-
Tiers. La construction classique de la bissectrice permet en outre de cons-
truire un polygone régulier de 2n c6tés a partir d'un polygone régulier de
n cotés.

Ce n'est qu'en 1796 que le mathématicien allemand GAUSS (agé de
19 ans) décrivit une construction du polygone régulier de 17 cétés. Peu aprés
Gauss énonga le résultat général suivant :

JUn polygone régulier de n cGtés est constructible & la régle et
au compas si et seulement si n est le produit d'une puissance
entiére de deux par un ou plusieurs nombres premiers de Fermat.

Quels sont ces nombres premiers de Fermat ? Ce sont les nombres premiers de
la forme :

Fp = Z(ZP) + 1 (p entier)

Ainsi Fo =3, F,=53F, =173 F

1 2 = 257 , F, = 65537 etc...

3 4

(Attention, un nombre de cette forme n'est pas toujours premier : ainsi
Fg = 4 294 967 297 est divisible par 641)

Nous allons étudier ici une construction & la régle et au compas d'une solu-
tion "approchée" du probléme posé, c'est-a-dire d'un polygone "presque régu-
lier".
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ANALYSE DU PROBLEME

Soit ¥ le cercle trigonométrique de centre 0 et le repére orthonormé direct
—

(0, OA, 6@). On appelle A' le point diamétralement opposé a A et C le troi-

siéme sommet du triangle équilatéral direct AA'C de coté [A'A].

On désigne par Pn le polygone régulier de n c6tés inscrit dans Y, et dont
1'un des sommets est le point A.

Soit : A le sommet de P défini par (0A, OA ) = &1
—
Mn le point d'intersection de la droite (CAn) avec 1'axe (0 ; OA).
Question 1 : a) Construire sur trois figures

différentes les polygones :
Ps (triangle équilatéral)

Py (carré)
P6 (hexagone).

b) Calculer AM3, AM4 et AM6 ;
Vérifier que dans chaque cas,
on a : AMn =

et OMn =

S

_le,‘b

4
.

On étudie maintenant le cas ol n est un entier quelconque.

Question 2 : a) Calculer en fonction de n 1'abscisse Xn du point Mn'

b) Pour n variant de 3 a 12 (par exemple) et n = 17, compléter

le tableau suivant :
4
n xn F 1 - T

On écrira les valeurs approchées de Xn et de 1 - %~par
arrondi avec 3 chiffres aprés la virgule , a 1'aide de
la calculatrice.
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Pour les valeurs de n envisagées, celles de Xn et de 1 - %-sont “trés voisi-

nes". Ceci nous conduit a étudier la suite (en) définie par :

B _ _ 4
€= %y (1 ﬁ)

Pour cela, on étudie les variations de la fonction f définie sur [4 ; +a>[

par : 20
cos F— A
f(t) = -1+ F
1+ gin 21 t
V3 t

2w
<

Question 3 : a) Vérifier que pour tout t de [4 ; +=[, ona : 0« T %

b) Calculer T1im f(t).
‘t-—-)—{-oo
c) Calculer f'(t) et montrer que f'(t) est du signe de :

¢ (t) = - 2 sin? %—“ + (37-4/3) sin?w/"é-s.

d) On pose X = sin %45; étudier le signe du polyndme

gX) =-2x2 + 3r-4/3) X +1/3 -6
e) Soit X' et X" les racines de g(X) ; on appelle t' et t" les
nombres de 1'intervalle [4 ; + [ définis par :
2 27

X' = sin T et X" = sin T
Donner le tableau de variations de f.
f) Démontrer alors que pour tout n supérieur ou égal 3 3, on a :
le | < 1072

pour obtenir ce résultat on fera confiance a la calculatrice.
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II- CONSTRUCTION D'UN POLYGONE "PRESQUE-REGULIER"

Les résultats précédents nous indiquent pour n = 5 ou n> 7, une construction
a la régle et au compas d'un polygone P'n "presque-réqulier" de n cOtés
inscrit dans ¥ et dont 1'un des sommets est A.

Construction de P'q

On partage le diamétre [A'A| en n parties égales.

Soit M'n le deuxiéme point de la sgbdivision compté a partir de A.
La droite (CM'n) coupe le cercle € en deux points ; soit A'n
celui des deux qui a la plus grandeabscisse.

[AA‘n] est un coté du polygone P' .

Question 4 : Faire la construction de P‘7 a la régle et au compas.

Question 5 : Soit n un entier &gal & 5 ou supérieur a 7.
a) Quelle est 1'abscisse de M'n ?

b) Soit (Xn ; Yn) les coordonnées de A'n. Calculer Xn et démon-

trer que : )
Xn - 2(n - 4)
3n - /n® + Ten - 32
, Y
c) On pose o' = (0K, 5ﬁ‘n). On a donc : tg o' = YE :
' /A AP -32-n
démontrer que : — = = i 7
n

—3 3
d) On pose o, =(0A, OAn)

Pour n variant de 5 a 12 et n = 17, compléter le tableau
suivant :

on écrira les valeurs de an et de u‘n exprimées en degrés,
minutes et secondes, données par la calculatrice.
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ITI- POUR ALLER PLUS LOIN

Au paragraphe I, on a étudié 1'erreur e, commise sur 1'abscisse de Mn lors-

qu'on remplace Mn par M'n. On congoit aisément que 1'erreur € commise alors
sur 1'angle (6%’6ﬁn) soit du méme ordre de grandeur.

Mais le fait que e, soit petite (inférieure au centiéme) ne signifie nulle-

ment que le polygone P'n “approche bien" Tle polygone Pn’ pour les grandes
valeurs de n ; en effet 1'angle %1» est alors, lui aussi, "petit". Pour avoir
une idée de la qualité de cette approximgtion,i1 faut étudier 1'erreur rela-

tive commise sur 1'angle %f». Celle-ci, 22- fait intervenir une fonction

qui n'est pas au programme ; n

Aussi va-t-on étudier SN = En dont 1'ordre de grandeur sera le méme
2
n

A/ Question 6 : Montrer que si 3 < n < 17, alors En < 0,03

B/ Pour n > 17, nous allons étudier la fonction g définie sur [18, + «[ par

_ f(t) 1

t
Pour plus de facilité, on pose % X

I

(j}Question 7 : a) Démontrer que 1'on a :

alt) = - /3 sin X + cos X CoSInX L2 ecx =T,

/3 + sin 2X X w

+

b) En déduire 1lim g(t).
{2+ o

(2) ona: 2n g'(t) = Flt) + tF' (t)

On étudie le signe de g'(t) !

Question 8 : a) Montrer que 2 r g'(t) = h](X) + hZ(X)’ avec

- V3 sin X + cos X
V3 + sin 2X
1 +v3 sin 2X
(V3 + sin 2X)2

sin X

h,(X) = 2 V3



- 102 -

b) Utiliser le résultat : ¥ x € [O,%&, 0 < sin X < X, pour
démontrer que :
2X

(X) » —=—r
( V3+sin2X)

h](X) + h 2[(1+ /3sin 2X) V3 - ( V3sinX+cos)

( V3+sin 2X)]

2

c) Déduire du méme résultat que :

( /3 sinX + cosX)(/3 + sin 2X) < /3 + 5X + 2 V3 G

*

3
d) Utiliser le résultat : Y U é,[O,g% ,U - %—vg sin U , pour
démontrer que :
V31 + /3 sin 2X)5 /3 + 6X - 4x3

e) Déduire des résultats précédents que, pour tout t > 18, on a :

2 2
gl(t)>/"‘12—(“ , 1 5 5 ‘(] _ 2n \/3 - 4; )
t ( V3 + sin ffd t t
A 2
Question 9 : a) Démontrer que pour tout t > 18, 1 - 2 V3 4“2 > 0
t t

b) En déduire que la fonction g est croissante sur [18, + = [,
et par conséquent que :

Fte [18, + » [, g(t) < lim g(t).
t=2+ »

C/  Question 10 : Conclure que pour tout n supérieur ou &gal & 3, on a :

En < 0,06 (on fera confiance a la calculatrice)

Ce dernier résultat montre la qualité de 1'approximation des polygones Pn

par les polygones P‘n, quelle que soit la valeur de n.

* On peut admettre ce résultat. On peut aussi le démontrer en se reportant
a la question 5b) du T.P. intitulé : "Intégrations par parties répétées".
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25.| OU L'ON RETROUVE L’ANGLE DES ABEILLES

5

(:) Le grenat dodécaédre ou le dodécaédre rhombique

Voici un passage tiré de 1'"Essai d'une théorie sur les cristaux appli-
quée a plusieurs genres de substances cristallisée" par M. L'Abbé Hauy
Paris 1784 et lu dans la brochure "Mathématiques et Pédagogie N° 53":
‘Développement du grenat dodécaédre : douze rhombes égaux et semblables
entre eux. L'angle obtus acd ou abd de ces rhombes est de 109° 28' 16" ;
et 1'angle aigu bac ou bdd est de 70° 31' 44".»

Le rhombe est 1'ancien mot utilisé pour désigner un losange.

Donnons une autre description qui permette de mieux étudier ce dodécae-
dre : partant d'un cube de sommets ABCDA'B'C'D' on construit les symétri-
ques X,X',Y,Y',Z,Z' du centre 0 du cube par rapport a chacun des plans
des six faces, et on construit sur chacune des six faces une pyramide
ayant pour sommet le symétrique de 0 par rapport a la face considérée.

A
/e
/o e
A
// i \ |
‘7 Ry i
, e j
[ : .
ot N> Y
i 1
"\)/’), __,_MIHC,
[ - /
A B’

Question 1 : a) Deémontrer que les points X,B,C et Y sont coplanaires et que

le quadrilatére XBYC est un losange.

b) Comment peut-on en dé&duire qu'on a ainsi construit douze
faces "rhombiques" isométriques.
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On pose AB = a
A\ P
Calculer les angles XBY et BXC

La réunion de trois losanges tels que XAZB, BZB'Y et BYCX donne le fond d'une
alvéole d'abeille.

(:) lL.a molécule de méthane : CH

4

La molécule de méthane est 1'association d'un atome de carbone et de qua-

tre atomes d'hydrogéne. Dans cette molécule les atomes d'hydrogéne sont

a la méme distance de 1'un quelconque de leurs voisins et sont tous a la

méme distance du carbone.

Question 3 :

Question 4 :

Question 5 :

Démontrer que les quatre atomes d'hydrogéne sont aux sommets
d'un tétraédre régulier et que 1'atome de carbone est au centre
de la sphére circonscrite a ce tétraédre.

On note H], H2, H3, H4 les sommets du tétraédre.

a) Démontrer que C est isobarycentre de (H], HZ’ H3 H4)
™ 3

b) Calculer 1'angle H]CH2

P,

Autre maniére de calculer 1'angle H]CH2

a) Démontrer que H], HZ’ H3, H4 peuvent étre placés aux sommets
d'un cube comme 1'indique le dessin ci-dessous et que c est
le centre de ce cube.

P

e, N
b) En déduire que 1'angle H]CH2 est &gal & 1'angle XBY du para-
graphe 1.
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26. ETUDE D'UNE CONFIGURATION A L’AIDE DE BARYCENTRES

PROBLEME

On donne un triangle ABC. Soit O le centre de son cercle circonscrit et R le
rayon de ce cercle,

Soit M un point du plan ; on désigne par A', B' et C' ses projections ortho-
gonales sur (BC), (CA) et (AB).

On cherche & calculer 1'aire J¢M du triangle A'B'C' en fonction des données

et de la position géométrique du point M.

I- PRELIMINAIRES

A/ Soit (51, I,J) un repére et M un point du plan. On appelle x et y les
coordonnées de M dans ce repére.

(:) Question 1 : Montrer que M est barycentre de (<X, 1-x-y),(I,x),(J,y).

Question 2 : Etudier les signes de x, y, 1-x-y suivant la région notée (0),(1)
ou (2) & laquelle appartient M (figure 1). On donnera les résultats

sous forme de tableau :
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M x g A-xX -y

““Lf E I“é:c\filﬁh

J Cpeqion {4}
< elge

<:> Question 3 :

D'aprés le résultat de la question 1, on a :
‘....}

— — —
(1-x-y) MO+ x MI + y MJ = 0
Multiplier 1es deux membres de cette égalité vectoriellement par

le vecteur M §L, en déduire que les nombres [x| et |y| sont pro-
portionnels aux aires des triangles MQI et M.

B/ On applique les résultats du paragraphe A/ au triangle ABC.

Les droites (BC), (CA) et (AB) partagent le plan en sept régions.

Question 4 :

Montrer que tout point M du plan peut étre considéré comme bary-
centre de :

(A, €. Aire (MBC)), (B, €, Aire (MCA)), (C, €4 Aire (MAB)),

1 2
ol : ( €15 €55 63) est le triplet de signes correspondants a la
région a laquelle M appartient (figure 2) ;

Aire (MCA) + €, Aire (MAB) = Aire (ABC).

et : € 1 Aire (MBC) + €

2 3

Indication : on pourra faire
d'abord : &= A, T =B, J =¢C
puis & =B, I =¢C, J

enfin 1L =C, I =A,J

1
1
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IT- CALCUL DE L'AIRE DU TRIANGLE A'B'C'.

Question 5 : Calculer 1‘a1re&46 du triangle A'B'C' dans ce cas.

A/ Soit (4, I,J) un repére et M un point du plan. On appelle p, q et r les
projetésorthogonaux de M sur les droites (I1J),(<{21) et (€1 4J).

Question 6 : a) Montrer que si M appartient & la région (:) (figure 1), alors :
Aire (pqr) = |Aire {Mpq) - Aire(Mgr) - Aire (Mrp)|
On justifiera la "nécessité" de la valeur absolue.

b) Quels résultats obtient-on lorsque M appartient & 1a région
(0) ? A la région (2) ? (figure 1).

B/ On applique les résultats du paragraphe A/ au triangle ABC.

Question 7 : Vérifier que, quelle que soit la position de M dans le plan, on a :
Aire (A'B'C') =l€1 Aire (MB'C') + €, Aire (MC'A')-+63Aire (MA'B')
ot ( €15 €55 63) est le méme triplet de signesque celui de la

question 4.

CONCLUSION :

= | € ;] Aire (MB'C') + €, Aire (MC'A") tE, Aire(MA'B") |

)
] — —
avec OM = §~(XOA + YOB + Z0C)

X = €. Aire (MBC), Y = €, Aire (MCA), Z = €3 Aire (MAB)
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c/ On cherche a ca]cu]eraﬁﬁ = Aire(A'B'C') en fonction des données a, b, ¢, S

et des nombres X, Y, Z qui fixent la position de M.

Question 8 : On pose MA' =ao, MB' =8, MC' =y

a) Vérifier que : Aire (MB'C') =8 vsin A = S—%%

B 1 a% vz 4 b2 2x + 2 xy|
2.2 2

a“b"c

b) Démontrer queJ¢M =
C) Que donne ce résultat lorsque M est le centre de gravité de

ABC ? Lorsque M est le point de concours des bissectrices
intérieures ?

D/ Calcul deJ%M en fonction des données S, R et de 1a distance OM :

Question 9 : a) Développer a2 YZ + b2 X+ c2 XY, en utilisant :
) —3 —
a® = BCZ = (0C - 0B)2
et deux égalités analogues ;
b) Développer ome - lé (XOA + YOB + z0C)2 ;
S

2 2 2

c) Déduire des résultats précédents 1'expression de a“YZ + b“ZX + c“XY

en fonction de S, R et OM ;

d) Démontrer alors que :

<3
t’74"M ) ‘%ﬁi'i [R% - ou’ |
a b c

Question 10 : Que donne ce résultat général dans le cas particulier ol M est
en 0 ? en déduire que :

A -

M

2
[ - 9
2

&l

III- CONSEQUENCES :

Ce sont Tes mémes que les conséquences (Z} et (g) du paragraphe C/ de :
"Etude d'une configuration & 1'aide des nombres complexes"



A/

B/

27.

PRELIMINAIRE
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ETUDE D'UNE CONFIGURATION A L'AIDE
DES NOMBRES COMPLEXES

Soit (0, i, j) un repére orthonormé direct du plan. On considére les deux
—3

vecteur V(X

Question 1 :

Question 2 :

PROBLEME

ey
DY) et V(X' 5 Y'). Soient Z et Z' leurs affixes.

- >

Exprimer Te produit scalaire V. V' en fonction de Z, Z' et de
leurs conjugués.

- —
En déduire que V est orthogonal a V' si et seulement si
77" + 77" = 0.

— - - -

Soient P, Q et R trois points tels que PQ =V et PR = V',
Calculer 1'aire du triangle PQR en fonction de Z, Z' et de
leurs conjugués.

- -5
En déduire que V est colinéaire a V' si et seulement si
77 -177' =0

On donne un triangle ABC. Soit 0 Te centre de son cercle circonscrit et R

le rayon de ce cercle.

Soit M un point du plan ; on désigne par A', B' et C' ses projections or-
thogonales sur les droites (BC), (CA) et (AB).

On cherche &
et de la posi

calculer 1'aire J?M du triangle A'B'C' en fonction des données
tion géométrique du point M.
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(:) ETUDE D'UN CAS PARTICULIER : le point M est en 0.

Question 3 : Montrer que, dans ce cas, 1'aire du triangle A'B'C' est égale

au quart de celle du triangle ABC.

(:) ETUDE DU CAS GENERAL

On munit 1le plan d'un repére orthonormé direct d'origine O.

On désigne par

B, C, A", B', C".

Question 4

a)

a, b, ¢, «, B Y les affixes respectifs des points A,
Soit z 1'affixe de M.

5 B (o) A

Traduire les résultats de la question 1 appliqués aux vec-
teurs E% et ﬁ?- et ceux de la question 2 appliqués aux vec-
teurs EE et-gg', a 1'aide des affixes de A, B, C' et M, et
de leurs conjugués.

En déduire la relation :

(o

[a3]
—
N

1
[<Y)

2Y =z + a +

ori
[l

En remarquant que aa = bb = RZ, montrer que :
b -a _ab

— i b =
— = , puisque : 2Y¥ =z +a+b-2273% M
b-a R | Y4

Ecrire les relations (2) et (3), analogues a cette relation
(1), permettant de calculer « et B en fonction de b, ¢, a,
z et Z.
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Question 5 : a) Montrer, & 1'aide des résultats de la question 2, que 1'on
a :

4 A= B -k WY -K) - (B - (Y -]

b) Utiliser les relations (1), (2) et (3) de la question 4
pour démontrer que :

208 -«) =(a-b)1 - —% Z)

et 20B -e) =S (b-allc-2)

c) Démontrer alors que :

1 b . AB.BC.CA

2
i oM
M R I - =5

R

CONCLUSION -

L'aire du triangle A'B'C' dont les sommets sont les projections
orthogonales d'un point M sur les trois cOtés d'un triangle ABC

est égale a :
4 _ AB.BC.CA

oo (
M 16 R RZ

C/ CONSEQUENCES

(:) On appelle S T1'aire du triangle ABC.

Question 6 : a) En appliquant le résultat de la conclusion précédente au
cas particulier M = 0, montrer que

_ AB.BC.CA
4R

S

b) En déduire l1a relation : %?5 -] | 1 - o> l




- 112 -

(:) DROITE DE SIMSON

Question 7 : Déterminer 1'ensemble des points M dont les projections ortho-
gonales sur les trois cotés d'un triangle ABC sont alignées.

Pour un tel point M, la droite joignant ces projections est appelée droite
de Simson associée a M.

- COM )2

@Onpose OM = AR ()\Z}O).Onaa]ors.T-ZH A

Question 8 : a) Etudier et représenter graphiquement les variations du quo-
tient —%— en fonction de A\ .

b) Soit k un nombre réel positif. Etudier suivant les valeurs

de k, T'ensemble Ek des points M tels que &ph soit égale
a k.
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28. PLUSIEURS METHODES POUR UN MEME PROBLEME DE CONSTRUCTION

On considére les triangles ABC et A'B'C' ainsi définis :

C' est le symétrique de A par rapport a
A' est le symétrique de B par rapport a
B' est le symétrique de C par rapport a

Probléme : Te triangle A'B'C' étant donné, construire le triangle ABC.

Méthode 1

On appelle C" Te symétrique de B' par rapport a A'
A" le symétrique de C' par rapport & B'
B" Te symétrique de A' par rapport a C'

Question 1 : a) Faire une figure

s
b) Démontrer a 1'aide d'un calcul vectoriel que le vecteur A"B"
est colinéaire au vecteur AB V
(Indication : A"B" = C'B" - C'A" = ...)

c) En déduire une construction du triangle ABC lorsque le triangle
A'B'C' est donné.

Méthode 2

On désigne par M, N, P les milieux respectifs de [A'B'], [B'C'] et [C'A'].
Soit I le milieu de [MN] ; nous allons démontrer que I est sur (AB).

Question 2 : a) Faire une figure

b) Dé&terminer trois nombres a«', B8', y ' tels que I soit bary-
centre de (A', '), (B', 8'), (C', vy ")
(Indication : O étant un point quelconque on pourra calculer
: e

e — 3
le vecteur 0l en fonction des vecteurs Q0A', OB' et OC*)
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c) A' est barycentre de (B,q) et (C,r). Calculer q et r.
Procéder de facon analogue pour B' et C'.
Trouver alors trois nombresa, g, y tels que I soit barycen-
tre de (A, a), (B, 8) et (C, v).
En déduire que I,A et B sont alignés.

d) Donner une construction du triangle ABC, lorsque le triangle
A'B'C' est donné.

Méthode 3

On appelle C] le symétrique de A' par rapport & B!
A] le symétrique de B' par rapport a C'
B] le symétrique de C' par rapport a A’

Question 3 : a) Faire une figure

b) Utiliser le résultat concernant la droite joignant les mi-
Tieux de deux co6tés d'un triangle pour déterminer le point
d'intersection de (A'B') et (AB1)

c) En déduire une construction du triangle ABC lorsque le trian-
gle A'B'C' est donné.

Méthode 4

On considére Tla projection p sur (B'C') parallélement & (A'B').
On note a = p(A), b = p(B), c = p(().

Question 4 : a) Faire une figure
S ey )
b) Démontrer que B'C' = 7 B'a
c) En déduire une construction du triangle ABC lorsque le tri-
angle A'B'C' est donné.

Méthode 5

On considére 1'homothétie hA' de centre A' qui transforme B en C
1'homothétie hB' de centre B' qui transforme C en A
1'homothétie hC‘ de centre C' qui transforme A en B
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Faire une figure
Caractériser la transformation f = hC‘O hB‘ 0 hA‘
Déterminer géométriquement le point J = f(A')

Démontrer que les milieux des médianes du triangle A'B'C'
appartiennent aux cotés du triangle ABC.
En déduire une construction du triangle ABC lorsque le trian-

gle A'B'C' est donné.

Vérifier que le résultat de d) n'est autre que celui de la

question 2.c).
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29, ALIGNEMENT ET COCYCLICITE

hd

QUELQUES RAPPELS

(Dans ce qui suit k et n désignent des entiers relatifs)

> >

1° A, B, C alignés < (AB,AC) = km

C
B
A
- -
(AB,AC) = 2nTr
2° (AB) est paralléle a (CD) <=> (AB,CD) = km

En effet deux situations peuvent se présenter :

A
C D
D c
— =3 ‘ — =3
(AB,CD) = 2nm (AB,CD) =T + 2nTr
3° Quelle que soit la droite (CD), les droites (AB) et (A'B')

—3 = ;
sont paralléles si et seulement si (A'B', CD) = (AB,CD) + k.

Soient &t et &' Tes déterminations principales des angles respectifs
— — n 3 . . -
(AB, CD) et (AB', CH). Deux situations peuvent se présenter.

| A
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sont deux vecteurs colinéaires non nuls on peut remplacer dans un

SiUet d
calcul (3, V) par (G',V) + k.

4° A,B,C,D cocycliques ou alignés

-3 - -3 PN
<—> (AB, AD) = (CB , CD) + km
C— (AB , AD) + (CB , CB) =

o

S >
), (CD,CB).

(

e B> 3' les déterminations principales des angles respectifs (A ,A ),
-5 =3

My =
ol &

0i
—_—
CB

3

02—\"5‘:_“. AR - O

REMARQUE FONDAMENTALE

S1 1'on travaille avec des angles géométriques, on est en général obligé de
distinguer plusieurs cas particuliers (voir plus haut). L'avantage des angles
orientés est de traiter tous ces cas par le méme calcul.

CONSEQUENCE
Un quadrilatére ABCD ayant deux angles non consécutifs égaux [a kT prés] est

inscriptible.
Cas particulier : un quadrilatére ayant deux angles opposés droits est inscriptible.
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CONSEIL GENERAL POUR LA RESOLUTION D'EXERCICES UTILISANT DES ANGLES DE VECTEURS

A/ Recherche d'une démonstration a 1'aide d'un cas particulier

1° Faire une figure soignée
2° Indiquer sur cette figure, les mesures principales (comprises dans -7 ;7 |

des angles utiles, a savoir ceux qui permettent de traduire les hypothéses

et Ta conclusion.
3° Traduire les hypothéses et la conclusion par des relations entre ces mesu-

res. Chercher un calcul qui permette de passer des hypothéses a la conclu-

sjion.

B/ Rédaction de la démonstration dans le cas général indépendant de la figure

C'est essentiellement recopier la démarche précédente en remplagant les rela-
tions entre déterminations principales par les relations correspondantes entre

angles orientés.

Premier exercice résolu :

Enoncé : Deux cercles C et C' se coupent en A et B. On trace les sécantes
MAM' et NBN' ol M et N appartiennent a C, M' et N' appartiennent
a3 C'. Montrer que (MN) et (M'N') sont paralléles

A/ Recherche d'une démonstration a& 1'aide d'un cas particulier

Figure : 1° et 2°
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3° Traduction des hypothéses et de la conclusion a 1'aide de la figure

HYPOTHESES :
On appelle a, 3, 7,6 les déterminations principales des angles res-

e —p ) ey ey
pectifs (MN, MA), (BA, BN), (BN', BA) et (M'A, M'N').

(1) a + 3 =7 car M,N,B,A sont cocycliques.
(2)Y +6 =T car M', N', B,A sont cocycliques.
(3) Y +8 =T car N,B,N' sont alignés.

Remarque : On introduit la droite (AB) qui permet de passer de C & C'.

CONCLUSION :
(4) ¢ +6 =mcar M, A, M' sont alignés.

Dans ce cas particulier on constate que 1'on obtient la relation (4) en
effectuant (1) + (2) - (3).

B/ Rédaction de la démonstration dans le cas général indépendant de la figure

—p eed -
(1')  (MN, MA) + (BA, BN) = k1ﬂ' car M,N,A,B sont cocycliques.

—s ey, .
(2')  (BN', BA) + (M'A, M'N') = k,T car M',N',A,B sont cocycliques
—s -3 - -
(3') (BN', BA) + (BA, BN) = k,7 car N,B,N' sont alignés.

3

Effectuons (1') + (2') - (3'). Nous obtenons :

B S — R
(MN, MA) + (M'A, M'N') = KT
(MN, MA) + (MR, M'A) + (WA, M'N') = k7

— ——p
Or les points M, A, M' sont alignés. D'ou : (MN, M'N') = k7

Ce qui traduit que (MN) et (M'N') sont paralléles.

Deuxieme exercice résolu :

Enoncé : On donne les points M,N,P sur les cdtés BC, CA, AB d'un triangle ABC.
Montrer que Tes cercles circonscrits aux triangles MCN, NAP, PBM
passent par un méme point.

A/ Recherche d'une démonstration a 1'aide d'un cas particulier
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Figure : 1° et 2°

3° On observe la figure et on traduit les hypothéses et la conclusion avec
les déterminations principales. Soit I 1le point d'intersection des cer-
cles circonscrits aux triangles MCN et NAP.
On appelle o, o', " B B's ¥, Y' les déterminations principales

-

- = —- 3 - > =3 >
, IN) 5 (AN, AP) ; (AB, AN) ; (IP, IM) ; (BM ,BP) ;

s

-

des angles respectifs (I
— 2 =
(IN, IM) 5 (CA, CB).
HYPOTHESES

al + al!

T car les points BAP sont alignés
o o+

i

T car les points P,A,N,I sont cocycliques

a4+ B+ Y =7 car ABC est un triangle

(1)
(2)
(3) ¥ = 7' car les points C,M,N,I sont cocycliques
(4)
(5) Y+ X

™
i
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CONCLUSION :

Le point 1 appartient au cercle circonscrit au triangle PBM<{=> les points
P,B,M,I sont cocycliques<=3f3+ B' =7

B/ Rédaction de la démonstration dans le cas général indépendant de la figure

—s i
(1) ( , AN) + (AN, AP) = k,m car les points B,A,P sont alignés
(2') (IP, IN) + (AN, AP) = k27r car les points P,A,N,I sont cocycliques
oy ey —y
(3") (IN, IM) = (CN, Eﬂ) + k car les points C,M,N,I sont cocycliques
(4") (AB, AN) + (BM, BP) + (CN, cM) = kym car ABC est un triangle
> 5 = —
(5") (IP, IM) = (IP, IN) + (IN, IM) d'aprés la relation de Chasles

, o -
Des relations (1') et (2') on déduit que : (Kg, AN) = (IP, ) + ke T

et on obtient :

~—

On additionne les relations (4') et (5'

(AB, AN) + (CN, CM) + (BM, BP) + (IP, IM) = (IP, IN) + (IN, IM) + k47r
D'ou :

— - - — = —

(CN, CM) + (BM, BP) + (IP, IM) = (IN, IM) + kg T

En utilisant la relation (3') on peut conclure que :

- - — -
(BM, BP) + (IP, IM) = KT

ce qui prouve que les points IPBM sont cocycliques c'est-a-dire que I
appartient au cercle circonscrit au triangle PBM.
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EXERCICES

Dans les exercices ci-dessous, on demande de suivre la méme démarche, de faire

une figure soignée et de rédiger de maniére détaillée la partie B.

®

@

On donne un triangle ABC et un angle «¢ . A chaque point M du plan on asso-
cie ses projections orthogonales P, Q, R sur les droites (BC), (CA), (AB).
Trouver 1'ensemble des points M pour lesquels on a : (PQ, PR) = ot + k.

On donne deux cercles C] et C2 sécants en A et B. Soit MAN une droite telle
que M appartienne a C] et N a CZ' La tangente en M a Cl coupe la tangente
en N a C2 au point C.

Montrer que les points M,C,N,B sontcocycliques.

Un point M décrit le cercle circonscrit au triangle isocéle ABC (AB = AC).

Soit P Te point d'intersection des droites (AM) et (BC).

a) Démontrer que les cercles circonscrits aux triangles BMP et CMP sont
respectivement tangents en B & (AB) et en C & (AC).

b) Déterminer 1'ensemble des centres de chacun de ces deux cercles.

Deux cordes perpendiculaires AB et CD d'un cercle se coupent en P.
Montrer que la médiane du triangle PBC est hauteur du triangle PAD.

Composé de rotations. Ensemble des points divisant wun segment dans un

rapport donné.

Soient 2 et §1' deux points fixes, R] la rotation de centre Q. et d'angle
g;, R2 la rotation de centre $2'et d'angle égn. M est un point quelconque ;
Soient M, = R](M)

1
et M2 = RZ(M

R )
Mol oM 2w, 1

a) Démontrer que le milieu de [MM2} est un point J & préciser.

b) Déterminer 1'ensemble des positions du point M pour lesquelles M, M1 et M2
sont alignés.

et chercher 1'application qui transforme H en M.

c) Déterminer 1'ensemble des positions du point M pour lesquelles %?%T: k

ol k est un nombre réel donné. 12

Indication : On pourra d'abord déterminer les positions des points M]
qui satisfont a la condition.
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ENONCES

Figure 1

Soient quatre points A,B,C,D d'un cercle (7).
Les cercles (7 ), ( Yo)s (Y3) et (7Y,) passant respectivement par A et B,
BetC, CetD, Det A se recoupent enB', C', D' et A'.

Démontrer que les quatre points A',B',C', D' sont sur un méme cercle.

Figure 2

Soit un triangle ABC. Un cercle (’Y]) passant par A coupe les cdtés [AB] et [AC]
en C' et B'. Un cercle (’Yz) passant par C et B' coupe [BC] en A'.
On désigne par (’Y3) le cercle passant par B, C' et A'.

Démontrer que les cercles ( V), ( 72), (’Y3) ont un point commun w..

Figure 3
On donne quatre droites sécantes deux a deux.

Démontrer que les quatres cercles circonscrits aux quatre triangles déterminés

par trois de ces quatre droites ont un point commun.

Wy

Figure 1}
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Figure 2
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e e

Figure 3
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- 126 -

30. LA TRISECTION DE L’ANGLE

INTRODUCTION

Le probléme de la trisection de 1'angle est celui qui consiste & construire
a la régle et au compas un angle dont la mesure est le tiers de celle d'un
angle donné. On sait qu'il est en général impossible (*) (par exemple pour~§;§
ce qui empéche de construire & la régle et au compas un ennéagone régulier),
mais non pour, 0 %} ou m . En remplagant les contraintes draconiennes de la
régle et du compas par des contraintes plus souples (utilisation de courbes,
pliages...) on peut, avec les nouveaux outils autorisés, résoudre ce probléme;

mais auparavant il est nécessaire de le poser clairement.

POSITION DU PROBLEME

Soit, dans le plan orienté, un angle (0x, Ot) donné de mesure @ . A chaque
demi-droite Oz du plan on associe la mesure « de 1'angle (Ox, 0z).

Les _trisectrices de 1'angle (0Ox, Ot) sont les demi-droites 0z pour lesquelles

on a :
3k = f+ k.21 (ke Z)

soit encore :
_ 0 21
A = grks

Cette derniére égalité montre qu'un angle admet trois trisectrices Oz], 022,

023 qui font entre elles des angles de %;T.

On a représenté ci-dessous les trois trisectrices d'un angle (Ox , Ot). Le pro-
bléme de la trisection de 1'angle est celui de la contruction de ses trisectrices.

Iy
(*) C'est seulement en 1837 que Pierre Laurent Wantzel donnera une démonstration
satisfaisante de 1'impossibilité de la trisection d'un angle, sauf exceptions.
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Question 1 : Construire, a la régle et au compas, les trisectrices de (0x, 0t)

dans les cas suivants : §=0, f=0, 0= %f.

C/ ETUDE D'UN OUTIL : LA TRISECTRICE DE MAC LAURIN

(:) Introduction

La trisectrice de Mac Laurin est une courbe que 1'on peut tracer points
par points, ou construire (par exemple & 1'aide d'un ordinateur) dés qu'on

connait son équation. Elle a 1'aspect suivant :

Pour se servir de cette courbe on place le sommet de 1'angle & trisecter
en A (Te point A sera défini dans le paragraphe II) comme dans la figure

suivante ou 1'angle & trisecter est (Ax, At).
La droite (At) coupe la courbe en Mis Moy M.

Les directions des trisectrices sont définies simplement en fonction de

G, o,

1’ comme on 1'établira par la suite.

3

On se propose dans cette étude de trouver une équation de la trisectrice
de Mac-Laurin, pour en obtenir une représentation graphique soignée, et

de préciser son mode d'emploi.
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<:> Equation de la trisectrice de Mac Laurin

Y
Le plan orienté est rapporté a un repére orthonormé direct (0, i, J).
Soit A le point de coordonnées (0, 2).
Soit < un réel. On désigne par d] la droite passant par 0, de vecteur

directeur G [¢95%)et d2 la droite passant par A, de vecteur directeur

oS 3w sinet

sin 3«
Lorsque d] coupe d2 on désigne par M leur point d'intersection et par (x,y)
ses coordonnées.

Question 2 : Pour quelles valeurs de « , d] coupe-t-elle d2 ?

- —
Dans ce cas quelle relation y a-t-il entre (Ax, AM) et (0x, OM) ?

Question 3 : a) Démontrer qu'une équation de d1 est xsin« -y cos«K =0

et qu'une équation de d2 est X sin 34 -y cos 3« =2 sin 3.
b) Calculer x et y en fonction de sin 3 of , sina , €0S
_sin 3« _sin 3«
(On trouve x = S YT Cos )

Les coordonnées (x,y) de M étant toutes deux exprimées en
fonction de = on cherche maintenant une relation indépendante
de « Tiant x et y.

Question 4 : a) Démontrer que sin 3« = 3 coszcx sina& - sin3<i

En déduire les égalités : x = 3 coszax - sinzc& = 4 cos%x- 1

b) Exprimer x+1 et 3-x en fonction de coszcx et sinzgx

c) En déduire que les vecteurs X ]) et COS;X sont colinéaires
3 - X Sind
puis que Tes vecteurs
X + 1 x2 L
et sont colinéaires.
3 - X y2
d) Déduire de cette derniére constatation que le point M
appartient a Ta courbe [" d'équation

2 2 -
ye - X (3 - x)
X + 1
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Etude de la courbe ["

Question 5 : a) Montrer que la courbe [" est Ta réunion des représentations gra-
phiques des fonctionsf et g définies par

f(x) = x g—;—é‘ et g{x) = - f (x).

b) Etudier et représenter graphiquement Ta fonction f. On
précisera en particulier 1'asymptote & sa représentation gra-
phigque ainsi que la demi tangente a cette représentation gra-
phique au point d'abscisse 3.

c) Déduire de b) la représentation graphique de g puis [’ .

— -
On sait maintenant que tout point M tel que 3(0x, OM) = (Ax, AM) est un point
de .

Réciproquement si M est un point de [" on doit voir si ce point M vérifie bien
1'6galité 3(0x, OM) = (Ax, AM).

On exclut les points de I" situés sur 1'axe des abscisses. En ces points les
droites (OM) et (AM) sont confondues, 1'angle (0x, 6ﬁ) est nul ou plat, le
probléme de la trisection de 1'angle (Ox, 6&) se résout directement.

Soit M (X) un point de [ te que 1'on ait y # 0.
Y - L, fCos«
On désigne par & une mesure de 1'angle (0x, OM). Le vecteur U est
un vecteur directeur de la droite (OM). sina
X2
Question 6 : a) Montrer que les vecteurs y2 et (X ¥ 1) sont colinéaires
puis que les vecteurs 3-x
2
X+ 1Y oy C052m<) sont colindaires.
3 -x sin~ex |

2

b) Déduire du a) les égalités x = 3 coszma - sinzga =4 cos" e - 1

c) Calculer, en fonction de cos & et sina les coordonnées du

— . ~ _ L — 'l - —
vecteur AM puis démontrer 1'égalité AM = oo Vou V est

le vecteur de coordonnées €os 3« .
sin 34
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—> -
Le vecteur 3 est un vecteur directeur de la droite OM et V un vecteur
._a .
directeur de la droite AM.“}es expressions de TetV en fonction de A mon-
- -3 . .
trent que 3(0x, U) = (Ox, V) donc que U est un vecteur directeur d'une tri-

> —_
sectrice de 1'angle (0x, V). Pour savoir si OM est une trisectrice de 1'an-

—3 o - —

gle (Ax, AM) i1 faut comparer lessens des vecteurs AM et V, les sens de OM
...)
et U.

On ne restreint pas la généralité du probléme en supposant - %f<{x <:§f‘
On suppose qu'il en est ainsi dans toute la suite.

- - — -3
Sens des vecteurs AM et V, des vecteurs OM et U

—3 -3
Question 7 : a) Démontrer que les vecteurs AM et V sont de méme sens.

b) Démontrer 1'égalité on = -E§§9 7.

P . C —> -
En déduire que si x est positif alors les vecteurs OM et U

sont de méme sens et que si x est négatif alors les vecteurs
-y -
OM et U sont de sens contraire.

Question 8 : Déduire de la question 7 que si x est positif alors 6& est un
vecteur directeur d'une trisectrice de 1'angle (Ax, Kﬁ) et que
si x est négatif alors -Bﬁ est un vecteur d'une trisectrice de
1'angle (Ax, Kﬁ).

Application a la construction des trois trisectrices d'un angle.

Soit a utiliser la courbe [T (c'est elle qu'on appelle trisectrice de Mac

Laurin) pour trouver les trois trisectrices d'un angle (Ax, At).

Il y a deux cas & envisager. Les notations utilisées dans les figures ci-
dessous sont les suivantes : le point M est 1'intersection de la demi-droite
At et de [" qui a une abscisse positive. La droite (AM) recoupe [ en M1
d'abscisse positive et M2 d'abscisse négative. On désigne par § la détermi-
nation principale de 1'angle (Ax, At) & trisecter.
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Premier cas - % < g < —-2‘- Deuxiéme cas —725< o] < ™
'S
MZ.
: , o
M V .
52‘\ . 6 7
~— - - X
-1 ﬂ\ x
4Mi / B le
/ \
M ¢ \
/ Z t \
\
/ \
53 33
!
1

Question 9 : En observant, dans chaque cas, la disposition des points M, M],

Remarque :

En résumé :

M,, en utilisant Ta question 8 pour trouver un vecteur direc-
-—_’

teur g;pne trisectrice de (Ax, AM]) et en remarquant que

(Ax, AM]) =@ + M+ k 2w , démontrer que des vecteurs directeurs

des trisectrices de 1'angle (Ax, At) sont :
—3 —
. Dans le premier cas : OM, —OM], OM2
: — —> —
. Dans le deuxiéme cas : OM, —OM], —OMZ.

Cette derniére question justifie et compléte le mode d'emploi de

la trisectrice de Mac Laurin.

"
Le cas § =7 n'a pas été envisagé ici : la droite (At) coupe I

en deux points seulement mais ce cas peut étre étudié directement.

Pour tout angle § différent de 0, %, T la trisectrice de Mac Laurin
permet de résoudre le probléme de la trisection de 1'angle.

Sif est égal a 0 ou & %; ou a x, ce probléme est résolu simple-
ment par la question 1.
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31.| A PROPOS DE TRISECTIONS....

CONSTRUCTION, POINT PAR POINT, D'UNE TRISECTRICE, A LA REGLE ET AU COMPAS.

Soit (¢) un cercle de diamétre [AB], et 0 son centre (figure 1).

On appelle : 0', le symétrique de O par rapport a A ;

d, la perpendiculaire a la droite (AB) en Q' ;

Une droite passant par A recoupe (Y) enp, et coupe d en Q ; soit M', le

milieu du segment [AQ]. On appelle M, le point défini par 1'égalité

ey —
PM = AM’
4
Nous allons démontrer que :
Si P décrit le cercle (%ﬁ alors M
décrit une trisectrice.
Autrement dit, o’
— —
i (AB, AM) = a(-5 < a < %) f ¢ 0
- = M
alors (0B, OM) = 3o+ k.2 v (ke 2) Q|
figure 1
. - T T
Question 1 : On pose (AB, AM) = o (- 5 <o <5)
—3 ey
Démontrer que : (0B, OP) = 2a + k,.27 (k]e. Z)

1

Question 2 : a) Soit on Ta symétrie centrale de centre A et S, la réflexion

d'axe A, médiatrice du segment [AP].

Etudier Tes transformés des points P, 0 et M par
. = = 3

En déduire que (0P, OM) = (0'M', 0'A) ;

—
Calculer 1'angle (0'M', 0'A) en fonction de o ;

UAO S

A

3

c) Conclure.

TRISECTION D'UN ANGLE A L'AIDE D'UNE BANDE DE PAPIER

: METHODE D'ARCHIMEDE

A/ Les notations sont cellesdu paragraphe I.
Soit M1 le symétrique de M par rapport a a:

>

(M)
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Question 3 : a) Vérifier que PM = OM ;

1

b} En déduire que 1]A = M]O OM.

B/ Application
On construit dans 1'ordre les points A], A2 et A3 comme 1'indiquent les

figures 2 ci-dessous.
Dans chaque cas, on a : A1O = A]A2 et A2A3 = A2A1'

figures 2

Question 4 : a) On pose (0x, Oy) = . Justifier les mesures d'angles indiquées

sur ces figures ;

b) Faire une figure dans Te cas particulier ol o =

W F =R

c) Faire une figure dans le cas particulier ol o =

C/ Trisection d'un angle : X§Y 'y

figure 3 S~ Wﬂ/w/”//
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On trace le cercle ' de centre 0, de rayon R quelconque, qui coupe OX en B,
et OY en M.

On trace la droite passant par M qui coupe OX en A et ["en M] de facon que
AM; = R (a 1'aide d'une bande de papier : figure 3)

N\ ~
Question 5 : Montrer que BOM = 3 BAM.

ITI- TRISECTION D'UN ANGLE A L'AIDE DE PLIAGES

s
On cherche a "diviser" 1'angle XAY en trois angles é&gaux. Pour cela, on

commence par faire coincider AX avec le bord inférieur d'une feuille de
papier, A étant situé au bord inférieur gauche (figure 4).

A figure 4

A/ Plions :

On effectue deux pliages successifs :
- le premier pli est une droite paralléle au bord inférieur de la feuille ;
le premier pliage améne A en un point B du bord gauche de la feuille ;

- le second pliage améne le point A en un point du premier pli, et le point
B en un point de AY.
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Les deux plis se coupent en P.
AN SN .
On a : XAY = 3 PAY = 3 XAA'

B/ Expliquons :
Soit d et A les deux plis envisagés.

On appelle sq et s, les réflexions d'axes d et o, et on pose :

Question 6 : a) Soit M 1'intersection de A et de AX.
Démontrer que APA'M est un losange ; en déduire que :
(AM, BA") = (AR, AP)
3y — 3 e |

b) Démontrer que (AB,AB') = (A'B,A'P) = (A'P,A'A)

c) Conclure.

IV- LE TRISECTEUR

IT a &té inventé par LAISANT, vers 1885. (figure 5).

Question 7 : Expliquer son emploi, sachant que OPMQ et OP'M'Q' sont deux losanges.

figure 5
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32. PROBLEME DE RESERVOIR

H

PROBLEME

Un réservoir cylindrique a pour 1ongueur,ﬁ; le rayon de sa surface de base est

R. I1 est pourvu d'un orifice de remplissage et d'un robinet comme 1'indique
Ta figure 1.

Comment jauger ce réservoir ?

On introduit pour cela, par 1'orifice de remplissage une baguette rigide de

Tongueur L et on se propose de la graduer de maniére & y lire Te volume de
liquide contenu dans le réservoir (figure 2).

g -
i .
orifice - Eiﬁ :;// /
i} /// 7
rebinet _ 3 ‘;\\\<? ~
/
T
-~
figure 1 figure 2 >

Question 1 : Soit h 1la hauteur du liquide contenu dans le réservoir, et 8
1'angle représenté sur la figure 3.

a) Calculer la distance d (figure 4) en fonction de h et des
données L et R.

b) Exprimer 1'aire cﬁ’de la surface hachurée sur la figure 3 puis
le volume V du liquide contenu dans le réservoir en fonction
de 8 et des données £ et R.

c) Vérifier que : ( d :-%;(1 - cos 8)
V=RL (8- ) sinze)
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f-
i~

as
"~
A

figure 3 figure 4

Question 2 : On donne £ = 80cn et R = 25 cm.
On gradue la baguette de huitiéme en huitiéme ; autrement dit on
la partage en huit segments de méme longueur.
Calculer au Titre prés le volume de liquide correspondant & chaque
graduation.
Dessiner la baguette ainsi graduée en litres.

Question 3 : Construire la courbe d'équations paramétrées :
1

x(6) = > (1 - cos 8)
8 e [0,x]
_ 1 1
y(@) = E—(@ 5 sin 2 6)
dans un repére orthonormé (unité 10 cm).
N.B. On remarquera auparavant que : x(8) + g(ﬁu— 6) . %

y(8) + y(r-19) _1
2 Z

et on interprétera ce résultat en termes de symétrie.

Pour un tracé précis de la courbe, on admettra qu'elle admet aux points
d'abscisses 0 et 1, des tangentes paralléles a 1'axe des abscisses.



- 138 -

33. INVERSES DE CONIQUES

Les courbes que 1'on demande de tracer le seront dans le plan muni d'un repére
-3 s

orthonormé (0, i, j) dans lequel on tracera préalablement les cercles de cen-

tre 0 et de rayon 1, 2, 3.... on prendra une unité de Tongueur de 1,5 cm.

Soit M un point de coordonnées (x,y). On pose :

5 -3
oM =p et (i, OM) =f avec :-%5<0 €—g.

p est donc un nombre réel positif.

(:) 1) On considére la Parabole P d'équation y = % (x2— 1)

Question 1 : a) Représenter P ;

b) Soit M, un point de P. Démontrer que 1'on a :

1

_ _3n 1
P—]—_—~S-1=—ﬁ—0—avec —2——-<9<2

Etudier la réciproque.

2) A tout point M de P on associe le point M' défini par

v T o - _ 3 i
oM =D et (i, OM') =§4 avec 7—<0<2

L'ensemble des points M' est la courbe P' de représentation paramétrique :

x(@) = (1 -sing ) cosg
avec - -gﬂ<9<g
y(@) =1(1-sing ) sing
Question 2 : a) Montrer que - §l§< - -f < %;

x(-T0 -9) = -x(6)
y(-% -0) =+y ()

En déduire que P' admet un axe de symétrie.
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b) Etudier Tes variations de x et de y lorsque g varie de
E 3 I
- a

2 2
c) Représenter P' sur le méme graphique que celui ol figure P.

2

+(y—038):"

o . ) - . X
<:> 1) On considére 1'ellipse E d'équation 08 T, 44

Question 3 : a) Représenter E

b) Soit M un point de E. Montrer que 1'on a :

1 3
“Troemy -z <6 <%

Etudier la réciproque.

2) On procéde de facon analogue au paragraphe(Z}Z). La courbe E' obtenue
a pour représentation paramétrique :

b3

—

<>
il

(1,5 - sin@ ) cosf
avec - -gi( <0§g
= (1,5 - sinf ) sinf

<
<
!

Question 4 : Procéder comme a la question 2.

{y +§T)2 )
B
9

(:) 1) On considére 1'hyperbole H d'équation

wl—»‘xm
1

Question 5 : a) Représenter H.

b) Soit M un point de H. Démontrer que 1'on a :

_ _ I, X
p ”p](e) “m avec *6-\9<€

ou c
: avec -2I' <@ <-

141
B ~ 6 [
p "p2(0) © -T-2s1ng

Etudier la réciproque.
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Caractériser chacune des deux branches H] et H2 de 1'hyperbole H.

2) On procéde de fagon analogue au paragraphe (:) 2).
La courbe H' est la réunion de deux branches H'1 et H‘2

H'; a pour représentation paramétrique

(1 -2 sin ®) cos &
(1 -2 sin ©) sin &

x

@

~—
i

avec@e]-%-;%r[

~<
©
[

Question 6 : a) Ecrire la représentation paramétrique de H'2

b) Procéder comme & la question 2 pour H'] et H'2.

W —

(:) 1) On considére la droite d d'équation y =

Question 7 : Soit M un point de d. Calculer P en fonction de@.

2) On procéde comme au paragraphe (:) 2), mais cette fois 0 < & < .

Question 8 : a) Démontrer que 1'ensemble d' ainsi obtenu est un cercle
privé d'un point, dont on déterminera le centre et le
rayon.

b) Représenter d et d' sur un méme graphique.
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34. REFLECTEURS ”MICRO-ONDES”

Radar du CNET

La photo ci-dessus représente un réflecteur "micro-ondes" utilisé dans de
nombreux domaines comme 1'exploration spatiale, les té&lécommunications, la

radio-astronomie.
Le dispositif comprend, en réalité, deux réflecteurs que nous allons &tudier

(figure 1).

deuxiéme réflecteur

récepteur

premier réflecteur

-
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A/ UNE PROPRIETE DES TANGENTES A LA PARABOLE

Soit P une parabole de paramétre p (p est la distance de son foyer F & sa
directrice).
J

On choisit comme axes Sx et Sy d'un repére orthonormé (S, i, j) la tangente

a P en son sommet S, et 1'axe de P orienté de S vers F.
2

Une équation de P dans ce repére est : y = X

P

Question 1 : Construire un point M de la parabole P.

Question 2 : Soit a 1'abscisse de M.
Ecrire une équation de la tangente & & P en M.
4 coupe 1'axe de la parabole en T.
Calculer les coordonnées de T, en fonction de a et de p.

Question 3 : Calculer les longueurs FT et FM en fonction de a et de p.
En déduire que Te triangle FMT est isocéle de sommet F.

Soit (IM) un rayon incident intérieur & la parabole P et paralléle 3 1'axe
de la parabole.

Question 4 : Montrer en utilisant le résultat de la question 3 et la loi de
Ta réflexion que ce rayon est réfléchi en le rayon (MF) (fig.2)

1

figure 2
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B/ UNE PROPRIETE DES TANGENTES A L'HYPERBOLE

Soit H une hyperbole de sommets A' et A, de foyer ¢' et ¢.

- =3
On choisit comme axes 0Ox et Oy d'un repére orthonormé (0, i, j) 1'axe de
1'hyperbole et la médiatrice du segment [A'A].
Soit A'(-a;0), A(as;0), ¢'(-c30), d(c;0) (a> 03 c> o)
2 2
Une équation de H est : Xoo Yo o , avec ¢ = a2 + b2.
2 2
a b
Question 5 : Démontrer que les relations x(t) = 2 (t + 10
e 2 t .
teR
_b ]
yit) =3 (t - )

définissent une représentation paramétrique de H.

Question 6 : a) Démontrer que pour tout t de R*, on a :

c(e) =2 Xy 22Xt

b) En déduire que H admet une tangente en chacun de ses points.
Montrer qu'une équation de la tangente & H en MO(XO,yO) est :

Yot Yo

a b2

Question 7 : Soit Xo 1'abscisse d'un point M0 de H. La tangente & & H en MO
coupe 1'axe de 1'hyperbole en T. Calculer les coordonnées de T
en fonction de Xo et des données.

Question 8 : MO est ici un point de H distinct des sommets A et A'.

Calculer MO§, Moi‘, fa*et f@?_
— M g
En déduire que :ir»z - ~9f

it M8

—

AN
Conclure que A est bissectrice intérieure de 1'angle @Moé'.

KRR Pour cela, on se reportera, si nécessaire a 1'annexe.



- 144 -

Soit (IMO) un rayon incident extérieur a 1'hyperbole H, passant par §.

Question 9 : Montrer en utilisant le résultat de la question 8 et la loi de
la réflexion que ce rayon est réfléchi en un rayon passant par
¢' (figure 3).

figure 3

C/ APPLICATION

figure 4
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Une antenne "micro-ondes" est constituée de deux surfaces de révolution de
méme axe, 1'une parabolique, 1'autre hyperbolique. La figure 4 représente la
section de cette antenne par un plan méridien. Cette section est constituée

- d'un arc de parabole d'axe d, de foyer F, de sommet S ;
- d'un arc d'hyperbole d'axe focal d, de foyers ¢ et ¢'.
Le point ¢ est en F et Te point §' est entre S et F.

L'étude de la figure 4 montre que tout rayon incident paralléle & 1'axe d de
révolution de 1'antenne converge, aprés deux réflexions, en §'.

Remarque : Utilité_du_réflecteur hyperbolique

Le dispositif de réception des rayons situé & leur point de convergence est
de masse &levée. I1 est indispensable, pour des raisons de rigidité et d'é-
quilibre de 1'ensemble, de Te placer le plus prés possible de S. La présence
du réflecteur hyberbolique, en permettant de remplacer F par §', résout ce
probléme.

Annexe :

Soit ABC un triangle et D le point d'intersection de la bissectrice inté-
rieure de 1'angle BAC et du segment [BC].
DB _ AB

Question : a) Démontrer que —
DC AC

Indication : on appelle B' le symétrique de C par rapport a la

e
bissectrice extérieure de 1'angle BAC.
On utilise alors le théoréme de Thalés.

b) Etudier la réciproque.
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35.| ZONE D'AUDIBILITE

Considérons un avion en vol supersonique a 1'altitude h au-dessus de la Terre.
Nous voulons savoir quelle est a un instant i donné la zone de Tla surface
terrestre ou 1'on a pu entendre le bruit de ses moteurs jusqu'a cet instant.

Pour une approche locale du probléme on supposera la surface terrestre plane,
1'altitude h constante, la vitesse v du vol constante. On note u la vitesse
de propagation du son : v > u car 1'avion est en vol supersonique.

:}"‘m

o------i}

S A ——

TQW,

A chaque instant de son vol 1'avion se trouve a la verticale d'un point déter-
miné de la surface terrestre. Ce point se déplace d'un mouvement uniforme avec
une vitesse v, tracant ainsi une droite £ paralléle a la trajectoire de
1'avion. Supposons qu'a 1'instant i 1'avion se trouve au-dessus du point O de
la droite £ . A 1'instant i -t -c'est-a-dire t secondes avant 1'instant i-
T'avion se trouvait au-dessus d'un point A, dans la position B. Le son émis
par 1'avion lorsqu'il se trouvait situé en B s'est propagé dans toutes les di-
rections a partir du point B, & la vitesse u ; a 1'instant i il a atteint les
points d'une sphére de centre B.
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Question 1 :Quel est le rayon de cette sphére ?

Question 2 : A quelle condition cette sphére coupe-t-elle la surface terres-
tre ? Définir cette intersection.

Pour obtenir la zone d'audibilité i1 nous faut donc considérer toutes les
positions B sur Ta trajectoire de 1'avion, correspondant a des valeurs de t
positives. On obtient ainsi une famille de cercles dans le plan "Terre". Un
point M est dans la zone d'audibilité s‘'il est & 1'intérieur de 1'un de ces
cercles.

Question 3 : Pour v = 1,5 u et h = 10 000 m représenter dans le plan "Terre",
a 1'échelle 1/500 000e, les points A sur la demi-droite 0f et
les cercles de la famille précédente correspondant & :

h . _ 5 h _ o5 N h
T t =2 i t=2,5 T T =3~

Considérons un repére orthonormé d'origine 0 dans le plan "Terre", le demi-
axe positif contenant les points A. Les coordonnées de A sont (vt ; 0), celles
de M sont (x ; y).

Question 4 : Quelle inégalité vérifient x et Si M se trouve dans le cercle

de centre A et de rayon R j

Question 5 : Montrer que cette inégalité est équivalente & :

2 _ 22 2 2 4 n2)

(v —2vvxt + (y"+x"+h°)< 0 (1)

Le premier membre de cette inégalité est un trindme du second
degré en t de la forme

w2+ Bt +Y

Préciser les signes dec et 3 .
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Question 6 : Les coordonnées x et y étant fixées, montrer qu'il existe un réel
t positif vérifiant 1'inégalité (1) si et seulement si on a :

B <0 et B°-4ay » o0 (2)

Question 7 : Montrer que les conditions de (2) s'@crivent aussi

2 2
x>0 Y . S 27 > 1

Question 8 : Quel est 1'ensemble W des points M(x ; y) du plan "Terre" vérifiant

x>0 et x? - XE =12
——— ?
(Ls — 1)h?
u

=

Dessiner ¢ en utilisant les mémes données qu'en 3 puis colorier
la zone d'audibiliteé.

Soit M, un point de coordonnées (xo, yo) appartenant a “Bet a un cercle ¥ de
la famille.

Question 9 : Déterminer le centre du cercle Y?.

Question 10 : On rappelle qu'une équation de Ta tangente & 1'hyperbole d'équation

2 2
X o~ Y =1 enM(x sy ) oest o - Yy -y
aZ b2 0 "0 0 a2 b2

Montrer qu'en Mo,jw,et ¥ ont méme tangente.
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A LA RECHERCHE D’UN TRIANGLE RECTANGLE

36.

(:) On cherche & déterminer les longueurs des cOtés de 1'angle droit d'un
triangle rectangle dont le périmétre est de 50 cm et 1' hypoténuse a pour
Tongueur 20 cm.

Question 1 : Montrer que ce probléme n'a pas de solution.
Question 2 : Résoudre le méme probléme dans le cas ol le périmétre est de

50 cm et 1'hypothénuse a pour longueur 30 cnm.

<:> On cherche a quelle(s) condition(s) nécessaire(s) et suffisante(s) liant
les nombres p et a, il existe un triangle rectangle de périmétre p et
ayant une hypotznuse de longueur a.

A/ SOLUTION ALGEBRIQUE

On appelle b et ¢ les longueurs des cotés de 1'angle droit du triangle.

Question 3 : a) Montrer que b et c sont solutions d'une &quation du 2e degré.

b) Déterminer a quelles conditions cette équation admet des so-
Tutions qui conviennent.

c) Conclure qu'il existe un triangle rectangle de périmétre p
et ayant une hypothénuse de Tongueur a si et seulement si

- a | P >
J 2 1<5<? (ou2 <X <1+ 2

B/ SOLUTION GEOMETRIQUE

On appelle ABC le triangle rectangle et [BC] son hypoténuse.
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Question 4 : a) Montrer que A est 1'intersection d'un cercle ¥ et d'une
ellipse %?que 1'on précisera.

b) Déterminer a quelle condition liant p et a, cette ellipse £
existe.

. de .
c) Si € existe, la médiatrice [BC] coupe £en S et S', et coupe
f}en Det D'. %?et ¥ se coupent si et seulement si BD > BS.
Traduire cette inégalité par une condition liant p et a.

d) Conclure.

Question 5 : a) Le périmétre d'un triangle rectangle est de 50 cm.
Déterminer un encadrement au cm prés de la Tongueur de son
hypoténuse.

b) La Tongueur de 1'hypoténuse d'un triangle rectangle est de
20 cm.
Déterminer un encadrement au cm prés de son périmétre.
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v T

CONIQUES, CONSTRUCTIONS ET LIEUX GEOMETRIQUES

37.

2 2
(:) On cons1dere 1'ellipse E d'équation E?,+ %?-: 1, dans un repére orthonormé
a( A

-
(0, 1, J)

Question 1 : Ecrire les coordonnés paramétriques d'un point de E.
Construire un point quelconque de E en utilisant le cerchef?
de centre 0 et de rayon « et le cercle K? de centre 0 et

de rayon /3

Question 2 : Soit d une droite paralléle a 1'axe des abscisses.
Construire, en utilisant les mémes cercles, le ou les points
d'intersection de E et de d (s'ils existent).

(:) On cherche a construire un triangle dont on connait :

- Te périmétre p ;

- la longueur c d'un des cotés ;

- la Tongueur h de la hauteur relative a ce coté.

On appelle ABC ce triangle, s'il existe ; on pose AB =

Question 3 : a) Montrer que C est un point d'intersection d'une ellipse E
et d'une droite d paralléle & son grand axe ;
Déterminer les Tongueurs 2« et 2/5 des axes de E.

b) Construire le triangle ABC.

<:> On cherche a construire un triangle dont on connait le périmétre, 1'aire

et Ta longueur d'un cote.

N.B. L'aire est donnée "géométriquement" comme celle d'un rectangle connu
XYZT.

Question 4 : a) Montrer que le probléme se raméne & la construction précé-
dente, moyennant la construction suivante :
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b) Construire la hauteur d'un triangle ABC dont on connait la
Tongueur du c6té [AB] et dont 1'aire est celle du rectangle
XYZT.

(:) A/ Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O,-?,'f) d'axes 0x et Oy.
Soit ¥ le cercle de centre £L (0 ; a) (a > o) et d la droite d'équation
y = 2 a. Une demi-droite & d'origine 0 recoupe ¥ en P, et coupe d en P, ;
On appelle M le point d'intersection de la paralléle & Ox passant par P]
et de la paralléle & Oy passant par P2’

Question 5 : a) On pose (Ox, &) =6
Calculer les coordonnées de M en fonction de f et de a .

b) Ecrire 1'équation cartésienne de 1'ensemble [ des points M
lorsque € varie de - m & 7w, a étant fixa.

c) Construire I .

B/ On remplace dans 1'énoncé précédent ¥ par 1'ellipse E d'équation :

Question 6 : Procéder comme a la question 5.
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I

, du paragraphe (:) A/, située dans le demi-
plan des points d'abscisses positives, est la courbe représentative d'une

N.B. La partie A 1 de la courbe

fonction f. Cette fonction est une bijection de ]0, +oo [ sur ]0.2a[ ;
elle admet une fonction réciproque ¥ définie sur ]0,2a[

La courbe représentative de ¥ est connue sous le nom de "the witch of

Agnesi" (witch = sorciére). Maria Gaetana Agnesi fut une mathématicienne
italienne du 18e siécle ; elle étudia cette courbe qu'elle appela "versiera".
La traduction anglaise témoigne probablement de la méfiance inspirée a
1'époque par une femme qui faisait.... des mathématiques !
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38. SOLUTION “APPROCHEE” D'UN SYSTEME

I- On considére le systéme de trois équations a deux inconnues réelles suivant :

i

- 2X +y

H

X +y

1]
i
(o]

4x + y

(:) RESOLUTION DU SYSTEME. INTERPRETATION GEOMETRIQUE

Question 1 : Montrer que ce systéme n'admet pas de solution

> —3 -
Soit (0, ?i J,» k) un repére orthonormé direct de 1' espace orienté.
On considére les vecteurs U(-2 ; 13 4) , V(15 1; 1) et OS(6 3 -6)

—
Question 2 : Déduire du résultat de la question 1 que le vecteur OS n appart1ent

pas au plan P passant par 0, de vecteurs directeurs u et v.

(:) SOLUTION "APPROCHEE" DU SYSTEME

4
On poursuit 1'étude géométrique précédente. On peut décomposer 0S d'une

— e 3
infinité de fagons : 08 = OS] + OS2

du plan P et 082 un vecteur qui n'appartienne pas a P.

s
de telle sorte que OSj soit un vecteur

—3 —3
On CHOISIT de décomposer 6? en un vecteur OS] du plan P et un vecteur 082
orthogonal a P. (figure 1).

L

figure 1



- 155 -

=
Question 3 : Calculer les coordonnées ( o, (3, 7Y ) d'un vecteur w orthogonal

au plan P.

Question 4 : En résolvant un systéme de trois équations & trois inconnues, dé- -

terminer (x] ; y]) et Z, tels que :

W =08

3 .
XJU + YV o+ z

1 2

—
Calculer alors IIS]SI[.

REMARQUE : S] est le pied de la perpendiculaire & P, passant par S ; donc
SS] est Ta plus courte distance de S a P. Autrement dit, parmi toutes
—

les décompositions possibles du vecteur 0S envisagées, celle qui a

été choisie est celle qui réalise le minimum de Ta norme du vecteur
g;g on peut_gire, en ce sens, que 63; est le vecteur de P, "le plus
proche" de 0S. On dira que (x], y]) est la solution approchée en ce

sens du systéme de la question 1.

Exercices : Autres méthodes pour calculer (x] ; y])

. -3 > - el
A/ Question 5 : On pose 0S = Xqu # YV + Z,W
. -3 5 =7 -3 -3
a) Vérifier que 0S.u = XquT + yqu.
~3 3
Ecrire de facon analogue le produit scalaire 0S.v.

b) Calculer les produits scalaires et les carrés scalaires qui
conviennent pour déterminer le couple (x], y]) cherché.

. .. e R 1

B/ Question 6 : Choisir un vecteur t de telle facon que la base (t, v, w) soit
orthogonale.
-3 -3 —3 -~
On pose 0S = Ylt YV ZoW
P - 2

a) Vérifier que 0S.t = X] t
. =
Ecrire de facon analogue 0S.v.

b) Calculer alors X] et Y, et en déduire le couple (x],y1)
chercheé.
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IT- APPLICATION

On donne les trois points A(-2 ; 6) , B(1 5 3) , C(4 ; -6) d'un plan repéré.

Question 7 : Vérifier que ces trois points ne sont pas alignés.

Probléme : On cherche la droite d, d'équation y = ax + b, qui "passe le plus
prés possible" des points A, B et C au sens suivant :
on cherche & déterminer les coefficients a et b de fagon que la
norme du vecteur.g (eT, €, e3) soit minimale (figure 2).

A'A =€ /3
B'B =e
- 2 \}
CtC = €3 & },%
ﬁ‘ g, :
i |E>
| AN
! i . > X
0 L‘
£ ieﬁ\\
igure 2 c

Question 8 : Ecrire les trois égalités vérifiées par a,b,e],ez,e3.
Vérifier qu'elles se résument dans 1'égalité vectorielle :
JEY
al + bv + E = 0S

ou Ui 7V et 05 sont les vecteurs définis dans la partie I-.

— -3 -3 ~ 3 —3 —3

En posant 0S, =au+b v, ona: E=0S~-0S, =85,8.
1 1 1 .
Le probléme posé revient donc a cherchera et b de fagon que le vecteur S]S

soit de norme minimale.

Question 9 . Déduire des résultats de la partie I-, la droite d cherchée.
gl
Remarque : Minimiser la norme du vecteur E revient 3 minimiser la somme des
carrés des "écarts" es €5, es- Cette méthode est connue sous le
nom de méthode des moindres carrés. Elle s'étend, et c'est 13 que
réside son intérét, de 3 a n points.
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39.| UN PEU DE TRIGONOMETRIE SPHERIQUE

I- QUELQUES DEFINITIONS

x>

™ ~~
(:) Un triangle sphérique est la figure ABC formée des arcs AB, BC et CA de
trois des grands cercles de cette sphére.
Dans ce qui suit, on choisit le rayon de la sphére comme unité de longueur .

(:) Les éléments fondamentaux d'un triangle sphérique sont :

Ses angles : | Ce sont les angles que font deux a deux les plans des grands
cercles qui forment le triangle.
Par exemple, A est 1'angle des plans AOB et AOC

Question 1 : Définir les angles B et c

[ T s
Ses cotés : [Ce sont Tes arcs de grands cercles AB, BC et CA

Les longueurs c, a, et b de ces cotés sont les mesures en radians des
EaN
angles AOB, §6€ et 56%.



- 158 -

ox
0
B appartienne au plan xoz

n choisit comme repére orthonormé direct Oxyz de fagon que :

z soit le support de (0A), orienté de O vers A

On étudie dans ce qui suit des triangles sphériques dont les angles et les
longueurs des cOtés sont compris entre 0 et .

IT- FORMULE DES COSINUS

—

Question 2 : Calculer de deux fagons différentes Te produit scalaire 0B.OC.
En déduire la formule des cosinus :

. . ~N
€C0S a = €cosS b cos ¢ + sin b sin ¢ cos A

ITI- FORMULE DES SINUS

A/ Préliminaires : Double produit vectoriel

- T e ) . e . - g .
Soit U, v, w trois vecteurs, distincts ou non. On cherche 3 déterminer
. S Y
le vecteur Z = u Alvaw).

. oy - e ..
Premier cas : v et w ne sont pas colinéaires.

s ‘
Soit P le plan passant par 0 de vecteurs directeurs v et .

_.;
Question 3 : Montrer que Z est un vecteur du plan P (faire une figure).

IT existe donc un couple («; ﬁ) de nombres réels tels que :

2 -
Z=dV + pw

Question 4 : Calculer de deux facons différentes le produit scalaire 3.7.
En déduire que Z = [(3.W) Vv - (3.V) W]

On calcule X dans le cas ol U et VAW ne sont pas colinéaire.

On choisit pour cela un repére orthonormé direct tel que :

? soit colinéaire é~?

K soit orthogonal & P.
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Question 5 : a) Faire une figure et calculer de deux fagons différentes les
— -~
coordonnées de Z dans ce repére. En déduire la valeur de 4.

< . % - e
b) Montrer que cette valeur de A convient lorsque u et VA w
sont colinéaires.

. > -3 ..
Deuxiéme cas : v et w sont colinéaires.

-y
Question 6 : Vérifier que 1'expression de Z trouvée dans le premier cas est
encore valable dans ce deuxiéme cas.

CONCLUSION

On a 1'égalité, appelée formule du double produit vectoriel

GANVAW = (0.W) V - (0.) .

B/ Application

Soit ABC un triangle sphérique
On calcule de deux facons différentes le nombre :

by

|1 (OAAOB) A (OAADC) ||

Premiére facon: on utilise la définition du produit vectoriel

Question 7 : Démontrer que :
- —3 -

I|(5Kx%6§)/&(0 AOC)|] = sin ¢ sin b sin A.

Deuxiéme facon : on utilise la formule du double produit vectoriel,

—s - —3 S —3 -3
en posant OAAOB = u ; OA =v ; 0C = w.

Question 8 : a) Démontrer que :
-3 e I S > —
[|(OAAOB) A (OAAOC)|| = |(OAAOB) . OC|
i e
b) Vérifier que |(OAAOB). OC| est le volume V du parallélépipéde
construit sur les bipoints (0,A), (0,B) et (0,C).
(Faire une figure)

Question 9 : On a donc V = sin ¢ sin b sin %
Démontrer alors la formule des SINUS :

sin a _ sin b _sin ¢
A AT A
sin A sin B sin C




