RESOLUTION DES EQUATIONS POLYNOMIALES :

UNE ANCIENNE METHODE (1)

Jean LEFORT

Premier exemple :

Soit a résoudre ’équation
2 —z22—-1=0.

Modifions un signe sur deux (on tient compte de l'existence de Oz ) :
2 +224+1=0
et multiplions membre & membre :
8 -2t —2:2-1=0
c’est manifestement une équation en z2. Divisons tous les exposants par 2 :
-2 -2 —-1=0.
Recommengons, en modifiant un signe sur deux (2®+2?—~2z+1 = 0) en multipliant

membre & membre (2% — 5z* + 22?7 — 1 = 0) puis en divisant tous les exposants
par deux (2% — 522 +22 — 1 = 0).

On obtient ainsi la construction suivante :

Etape 0 z3 - z? r —1
o+ z? z +1
L z? - 2z 1
2+ z? — 2z +1
2 2 - 522 + 2z -1
2 4 5 22 + 2z +1
3 2 - 21 22 - 6z -1
z3  + 21 22 - 6x +1
4 23 - 453 g2 - 6x —1
x4 453 22 - 6z +1

5 23 — 20522122 -8z —1...

© L’OUVERT 47 (1987)
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Dans le tableau ci-dessus, au fur et & mesure des multiplications on a divisé tout
de suite les exposants par deux. Alors \/1/\//1/205 221 est une valeur approchée
d’une solution de I’équation proposée (avec cing radicaux, car il y a 5 étapes).

Sur une calculatrice on trouve (205 221)'/32 ~ 1,465571231 qui, reporté dans le
polynéme z? — 22 — 1 donne —3,1 . 10, alors que pour obtenir zéro il faudrait
prendre 1,465571232... C’est une bonne précision.

Comme il est facile d’étudier la fonction
zr— - 22 -1

et de se rendre compte qu’elle n’a qu'un seul zéro, on obtient ainsi une valeur
approchée de la solution. Plus exactement, en prenant & chaque fois I’opposé du
coefficient de z? et en en extrayant la racine carrée autant de fois quil y a eu
d’étapes on obtient une suite de nombres qui converge vers la solution. Ici :

V1 o5V/05~1,4953 5 \/v/v21 ~1,4631 ; VVVVA4AB3 ~ 1,465568
et enfin le nombre obtenu ci-dessus.
Deuxiéme exemple

Appliquons la méme méthode a :
P —z-1=0.

On me dira que cela ne présente aucun intérét puisqu’il est facile de calculer les

deux solutions avec un seul radical et que de toute facon on obtient le nombre
d’or ...etc ...

Essayons quand méme :

0 z? - z —1
z? + z —1

1 2 — 3z +1
2 + 3z +1

2 2 — Tz +1
2 4+ Tz +1

3 2 — 47z +1
2 4+ 47z +1

4 z? — 2207z + 1...

On trouve la suite :
V3 1,732 /T o 1,6266; /y/V/AT =~ 1,618126; \/+/y/1/2207 = 1,618034 ...

Il est, de plus, tres facile de connaitre la loi de formation du coefficient de z, c’est
tout simplement a 'étape n :

Uy = +(un_1)2 —2et u; = +3.
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Les résultats précédents conduisent a

1+
2

IS

lim (4u,)/?" =

On reconnaitra qu’il eut été difficile de trouver de but en blanc cette limite (2).

Un peu de théorie

Considérons un polynéme P(z) = (¢ —ay)(z —az)...(z —a,) dont les racines sont
ai,dsa,...ay. Si nous développons ce polynéme, nous trouvons :

n

z" — Z a; x4 Z aia; 2" — - 4 (=) (a1az . .. ay).

i=1 i)

Il est clair que le polynéme Q(z) = (z + a1 )(z + az)...(z + a,) dont les racines
sont les opposés du précédent se développe en :

n
" + Zai 2" 4 Zaiaj A RS (aiaz...an)
i=1 i#j

et nous remarquons qu’il a suffit de changer un signe sur deux dans le développe-
ment.

Le produit P(z).Q(z) donne alors, sous forme factorisée, (z — a))(z + a;)
(z —az)(z + az)...(z — a,)(z + a,) ou bien [[i (z? — a?) et la réduction de
z? en z conduit a [Iio,(z — a?) qui est un polynéme dont les racines sont les

carrés des racines du polynome P initial.

En itérant le processus p fois nous obtenons un polynome dont les racines sont les
puissances N = 2P du polynoéme de départ.

Lemme : Supposons maintenant que les a;, réels ou complezes satisfassent d
@] > laz] > las| > - > |ay], alors

lim {/la +ak 4o+ ak| = o]

En effet, pour 2 < i < n |g;|/]a;| < 1, done limy_ o |a;|¥/|a1|* = 0 et par suite
la¥ +ak + -+ + a¥| est équivalent & |a¥|, d’ou le résultat.

Dans les deux exemples précédents, nous avions a; réel et positif, il était donc
naturel de retrouver cette racine par le procédé utilisé.

Troisieme exemple

Considérons le polynéme 23 + 3z% + = + 3 et résolvons-le de méme.
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0 z? + 32?2 + T + 3
z? — 3z? + T — 3
1 z? = Te? — 17z — 9
z3 + Tz? — 17z + 9
2 - 83z% + 163z — 81
2 + 83z2 + 163z + 81
3 z3 — 656322 + 13123z — 6561
3 + 656322 + 13123z + 6561
4 z3 — 4304672322 —

On trouve alors, comme valeur approchée :
(43 046 723)/'6 ~ 3,000 000 009.

Or, 3 n’est manifestement pas un zéro du polynéme proposé, (ni méme une valeur
approchée a trés peu pres). Bien siir, la méthode ne permet d’obtenir que le module
de la racine de plus grand module. Ici, on remarque que c’est —3 qui est zéro de
2% 4+ 32% + 2 + 3 = (¢ + 3)(2? + 1). D’ailleurs, & extraire des racines carrées a la
queue-leu-leu comme nous le faisons depuis le début de ’article, nous ne pouvons
trouver que des nombres positifs.

Il est donc indispensable d’effectuer une étude préalable pour savoir ou se trouve
a peu pres la racine de plus grand module.

Cas de racines multiples

Imaginons que la racine de plus grand module ait une multiplicité a. Comme dans
le lemme, on trouve :

lim {‘/]aaf +ak+ . 4 ak| = |ay].
k—oo
Mais cette fois-ci la convergence est beaucoup plus lente. Elle peut étre accélérée
si on connait a & 'avance (d’ou toujours le méme intérét a effectuer une petite
étude préalable). Vérifions-le sur un exemple simple :
(z—2)%z+1)=2° 32> +4

qui conduit successivement a :

22— 922 4 24 — 16
z® — 33z% +288x — 256
z® — 5132% +

or 3/513~2,18154... mais %/33 ~ 2,00048. ..
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On voit donc qu’en divisant par 'ordre de multiplicité la convergence devient aussi
bonne que dans le cas d’une racine simple.

Retour a la théorie

Nous venons de voir que la méthode proposée permet de calculer le module de la
racine de plus grand module quel que soit son ordre de multiplicité. Mais on peut
démontrer que si il y a deux ou plus racines distinctes de plus grand module, la
méthode ne marche pas (3).

Reste a trouver l'argument. Or, ceci est un probléme d’une toute autre difficulté
et, sauf dans les cas ol le polynéme de départ est de degré faible, 'argument est
le plus souvent inaccessible. Il est donc important, un polynéme étant donné, de
pouvoir montrer que la racine de plus grand module est réelle.

ANNEXES

(1) La méthode proposée a été publiée en 1834 dans ‘L’Algébre’ par LOBACEVSKIL.
Mais elle a été trouvée de fagon indépendante par DANDELIN en 1826 et GRAEFFE
en 1837. L’idée essentielle est diie & BERNOULLI.

(2) Pour la suite u, = u%_, — 2 il peut étre assez naturel de poser u, = 2ch v,, ce
ui conduit a ch v, = ch 2v,_; d’oli v, = 2" largch2. Cela permet de revenir 3 u,,
q gehs P

2-—71

. iéme . . 1
et de calculer sa racine 2" . On trouve bien que lim, .oo(u,)? = eZargch? =

li,j@. Une autre facon, strictement équivalente, consiste a poser u, = ;1— +t, alors
n

. —-n u+:fu2——-4
limu?2 = = .

n D)
(3) L’exemple élémentaire de 23 — 1 = 0 qui fournit 0 montre effectivement la
faillite de la méthode dans le cas de trois racines de méme module.

M. EMERY a qui j’avais parlé de cette méthode s’est penché sur le cas de deux
racines de méme module (ce qui est le cas général pour les polynomes a coefficient
réel et les racines de plus grand module complexe).

On part du polynéme z% — 2xcosf + 1, de sorte que lalgorithme fournit
lim /] cos2"8|. Bien que le module des racines soit 1, il est possible de choisir 8
tel que la limite ci-dessus ne soit pas 1. Prenons par exemple § = 3 2= f(n),
ou f : N — N est une suite strictement croissante d’entiers qui tend suffi-

samment vite vers l'infini pour que l'on ait M%ﬁl — -+o00 (par exemple
p q 27 (k)

F(0) =2, f(k +1) = f(k) + & 275,

On peut écrire

ofk)g = T Y 2fh-s
2
n>0

= ‘g‘(entier impair + Z 9f (K)=f(k+1+4n))
n>0
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donc .
F® gl = |sin = fR)=f(k+14n)
|cos 270 G| = stZQ
n>0
< g Z o f (k)= f(k+1+n)
n>0
< 3 oS Bl inl — o f(R)=f(4D)
2 n>0
et

QI(k\)/ | cos 2/(Mg| < W(ZMf(k))2ﬁ%:f%iﬂ;

comme cette derniére expression tend vers 1x0 = 0, on a liminf,, {/|cos 26| = 0.

Jignore s’1l existe des 6 tels que
lim *\/] cos 27| < 1,
n

mais il est tres facile de vérifier que pour LEBESGUE — presque — partout

6 € [0,27],lim Vcosnf = 1.
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