INTRODUCTTION

La géométrie est traditionnellement un lieu de démonstrations.
Mais elle constitue également un domaine riche en acquisitions mathémati-
ques grace aux observations des figures, aux constructions de dessins et
de modéles ; elle favorise ainsi le travail de 1'imagination. C'est surtout
cet aspect que la présente brochure privilégie.

Nous avons rédigé le texte en demandant peu de démonstrations.
Nous savons combien d'é@léves n'ont gardé de leur cours de géométrie que la
crainte de ne pas savoir démontrer : inhibés par cette obligation ils n'ont
pas retenu le plaisir de réaliser un beau dessin ni celui d'admirer une
figure géométrique. Cependant, chaque enseignant peut demander 1'une ou
1tautre justification en s'adaptant au niveau de son auditoire ; il peut
également proposer la lecture de 1'étude de démonstrations développées dans
la brochure. I1 serait souhaitable d'exploiter certaines situations pour
faire comprendre que 1'intuition peut tromper et que seule la démonstration

perimiet de conclure.

Les connaissances mathématiques nécessaires pour appréhender ce
fascicule sont modestes. Les nombreuses constructions géométriques propo-
sées tout au long de 1'ouvrage peuvent étre réalisées dés la classe de 6e
et familiariser ainsi les éléves avec la géométrie et les instruments de

dessin.

Selon le scuhait de justifications, on pourra aller jusqu'a un
niveau de mathématiques équivalent a celui des Terminales ou en rester aux

possibilités offertes par les connaissances du niveau des colléges.

Cette brochure comprend neuf chapitres qui reprennent les points
proposés par 1'option de géométrie en Terminale A2-A3. Les mathématiques
dans cette section doivent permettre & des éléves ayant perdu le golt des
sciences d'acquérir des connaissances par le biais de la pluridisciplina-

rité (histoire, langues étrangéres, dessin) et par 1'é@tuae de documents.
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C'est pourquoi, nous donnons de larges extraits de livres anciens ou étran-
gers que nous avons commentés et complétés afin de les rendre utilisables
en classe. Cet objectif nous a conduites a développer des aspects cultu-
rels, scientifiques et Tittéraires et a mettre en valeur 1'aspect esthéti-
que de la géométrie.

Nous remercions Marie Paule ROMMEVAUX et Michel De COINTET qui
ont bien voulu relire ce travail, et Georges GLAESER, qui nous a suggéré de
nombreuses idées. Nous remercions également le personnel de 1'I.R.E.M. qui
s'est occupé de la présentation matérielle de ce fascicule.

I1 nous reste a souhaiter que de nombreux enseignants trouvent

dans cette brochure matiére & susciter un intérét pour la géométrie chez
leurs éléves.

Claudine KAHN Odile SCHLADENHAUFEN
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Voici les 1livres d'ou sont tirés quelques extraits figurant dans cette
brochure.

* Courbes mathématiques. Revue du Palais de la Découverte. N° 8
(chapire 1)

* Cahiers d'histoire et de Philosophie des Sciences. La Naissance du
calcul infinitesimal au XVIIe siécle par Jean Pierre CLERO et Evelyne
LE REST.
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quelques courbes

Toutes les courbes proposées dans ce chapitre sont tirées d'une revue du
Palais de la Découverte : "Courbes mathématiques", mais elles ne représentent

qu'une petite partie de cette brochure, qui mérite d'étre contemplée.

" Ces courbes jalonnent au moins vingt siécles de mathématiques,
et ad travers les noms de DIOCLES, ARCHIMEDE, DESCARTES,
NEWTON, LEIBNIZ, EULER etc. ,témoignent & |'évidence de

l'ingéniosité et de I'imagination des mathématiciens.

Ainsi, chez les Grecs, le nombre des outils mathématiques
disponibles est faible, les notations mal commodes, la notion de
courbe rapportée a ses axes n'est pas encore explicite, bien
qu'utilisée par APOLLONIUS dans ses études sur les coniques. =
Pourtant, on voit apparaitre de nombreuses courbes destinées

a résoudre des problémes algébriques : outre les coniques, on
rencontre ainsi la cissoide de DIOCLES & propos de la dupli-
cation du Cubé,z)la conchoide de NICOMEDE et la trissectrice de

MAC-LAURIN a propos de la trissection de l'angle [3), etc.

On voit apparaitre également la notion de"lieu géométrique”
HIPPIAS "invente” ainsi la trisectrice : lieu du point d'inter-
section de deux segments de droite mobiles, I'un en trans-
lation, l'autre en rotation. Cette courbe, jointe & la régle et

au compas, lui permettra de diviser un angle quelconque en
trois (ou plus ) angles égaux. DINOSTRATE montrera ultérieu-
rement que cette méme courbe permet de résoudre la quadrature

(4),

du cercle, d'oli le nom de quadratrice qui lu est resté.

Plus tard, l'invention de la "géométrie analytique” de
DESCARTES et EULER puis l'éclosion du calcul infinitésimal (5]
provoque l'apparition de toute un "flore" de courbes retenues
pour leur aspect ou leurs propriétés géométriques et l'on
chercherdait, strement vainement, un mathématicien de I'époque

n'ayant pas attaché son nom & une courbe particuliére.
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Une remarque que l'on peut faire concerne l'origine de ces courbes.
Si la plupart a une origine purement mathématique, nombre d'entre

ellesont €té rencontrées lors de la résolution de problémes physiques.

Ainsi, les courbes de LISSAJOUS trouvent leur origine dans ['étude

de phénoménes vibratoires, la néphroide est une caustique par
réflexion que tout le monde connait pour l'avoir observée, dessinée

par les rayons du soleil dans un verre ou un bol de café au lait.
D'autres courbes ont également pour origine des problémes d'optique.
comme les ovales de DESCARTES ou la spirale de CORNU, issue des
travaux sur la diffraction. Cette derniére courbe se rencontre d'ailleurs
trés fréquemment puisqu'elle est utilisée dans le dessin des bretelles

de raccordement d'autoroutes. "

Extrait de cette brochure.

La spirale de Cornu, ou radioide

aux arcs, ou clothoide permet, appliquée
aux travaux publics de négocier

de telles courbles a vitesse constante

en tournant le volant a vitesse constante.

(1) : voir Chapitre Il

(2) : voir Remarque ci-aprés

(3) : idem

(4) : idem

(5) : Cette notion est abordée dans le chapitre I11.



REMARQUE

Dans cette introduction sur les courbes, trois problémes, qui ont préoccupé
les Anciens et ont engendré de nombreuses recherches, sont évoaués : la
duplication du cube, Tla trisection de 1'angle, la quadrature du cercle.

Voici ce qu'ils proposent

- Duplication du cube : construire un cube ayant pour volume le double de

celui d'un cube donné

- Trisection de 1l'angle : diviser un angle quelconque en trois parties

égales

- Quadrature du cercle : construire un carré d'aire égale a celle d'un dis-

que donné.

Les solutions semblent simples lorsqu'on fait usage des équations, les
valeurs approchées de {/é, % et T connues des Anciens étant suffisantes
pour les constructions ; mais les résolutions d'equation ne se présen-
taient pas chez eux sous la forme que nous connaissons et leur probléme
€tait de réussir a faire la construction en utilisant uniquement la régle
et le compas. Ils savaient partager un segment en deux, trois ou n par-
ties égales a 1'aide de ces seuls instruments mais ne purent résoudre les
trois problémes énoncés, de la méme maniére. Et la recherche a duré long-
temps car ce n'est qu'au 19e siécle qu'il a été prouvé que ces problémes
ne peuvent pas étre résolus & 1'aide de la régle et du compas. GALOIS
(1832), WANTZEL (1837) et LINDEMANN (1882) apportent les éléments qui
permettent de le démontrer.

Les courbes mentionnées dans 1'introduction donnent une résolution gra-
phique mais ne donnent pas la solution cherchée.



CISSOIDE DROITE
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Soit ¢ un cercle de diamétre [AB] et
d la tangente =2n B au cercle ¥. Une
droite d'origine A coupe le cercle ¥
en un point N et Ta droite d en un
point P ; on place sur cette droite le
point M défini par AM = NP.

Lorsque P décrit la droite d, M décrit

une cissojde droite.

Dans un repére orthonormé d'origine A
et dont 1'axe des abscisses est porté
par (AB), cette courbe admet pour é&qua-
tion cartésienne :

x(x% + y2) = ay? avec a = AB

Cette courbe est appelée parfois cissoide de DIOCLES du nom du mathématicien

grec qui, semble-t-i1, s'en occupa au VIe siécle avant J.C.

STROPHOIDE DROITE
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Dans un repére orthonorm& (0, 1, J) on
fixe un point A sur 1'axe des abscis-
ses. Une droite passant par A coupe
1'axe des ordonnées en P ; on place sur
cette droite les points M et M' définis
par PM = PM' = PQ.

Lorsque P décrit 1'axe des ordonnées,
les points M et M' décrivent une stro-

phoide droite.

Cette courbe admet pour équation carté-
sienne

/

- yz) avec a = 0A

Cette courbe fut sans doute considérée pour la premiére fois par ROBERVAL (1645)

On 1'appelait alors ptéroide.
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CUBIQUE D'AGNESI
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Soit ¢ un cercle de diamétre [AB) et

d la tangente en B au cercle ¥. Une

droite passant par A coupe le cercle ¥
en N et la droite d en P. La paralléle
a (AB) passant par P et Ta paralléle 3
d passant par N se coupent en M.

Lorsque P décrit la droite d, M décrit

une cubique d'AGNESI ou versiera.

Dans un repére orthonormé d'origine A
et dont 1l'axe des abscisses est porté
par (AB), cette courbe admet pour équa-

tion cartésienne 9 5
xy™ = a“(a - x)

ou a = AB.

Cette courbe a été étudiée par la mathématicienne italienne AGNESI qui la cita

en 1748.

FOLTUM PARABOLIQUE

& B

Soit ABCD un rectangle. Une droite pas-
sant par A coupe la droite (BC) en N.
On construit Tle rectangle NPQM ol P
appartient a la droite (CD), Q & la
droite (BC) et M & 1a droite (AN).

Lorsque N décrit la droite (BC), M dé-
crit un folium parabolique.

Dans un repére orthonormé d'origine A
et dont T'axe des abscisses est porté
par (AB), cette courbe admet pour é&qua-
tion cartésienne

3 - a(x2 - yz) + bxy

ol a = AB et b = AD.

Cette courbe a diverses formes selon les valeurs de a et b. Elle a 8té &tudiée

par G. de LONGCHAMPS (1890)



TRISSECTRICE DE MAC-LAURIN

B /////X: o

Cette courbe a servi

section de 1'angle, d'od son nom.

Q \\/ﬂ/

Soit € un cercle de centre 0 et de
rayon OA = 4a, B le point de la droite
(A0) extérieur au cercle € et tel que
AB = 2a, et d la droite passant par
B et perpendiculaire & (AB). Une droite
passant par A coupe le cercle ¥ en un
point P et la droite d en un point Q.
Le point M est le milieu du segment[mﬂ

Lorsque P décrit le cercle ¥, M dé-

crit une trissectrice de Mac-Laurin.

Dans un vrepére orthonormé d'origine A
et dont 1'axe des abscisses est porté

par (AC), cette courbe admet pour équa-
2 2
)

tion cartésienne x(x2 + y7) = al3x"™ -y

a donner des solutions graphiques du probléme de la tris-

En effet : soit € Tle point de coordonnées (2a, 0) et D le point de la courbe
NN
de coordonnées (3a, 0), pour tout M de la courbe 1'angle DCM = 3 DAM.

ANGUINEA

T

7

Soit € un cercle ge diamétre [AB] et

une droite d  paralléle & (AB). Une
droite passant par A coupe le cercle ©
en @ et la droite d en N. La paralléle
a (AB) passant par P et la perpendicu-
laire a (AB) passant par N se coupent
en M.

Lorsque N décrit la droite d, M décrit
une cubique serpentine ou anguinéa.

Dans un repére orthonormé d'origine A
et dont 1'axe des abscisses est porté
par (AB), cette courbe admet pour équa-
tion cartésienne y = 925_2 avec a = AB
et h = AC od € est XEh
tion de d et de la perpendiculaire a (AB)

1'intersec-

passant nar A.

Cette courbe a été &tudiée par L'HOSPITAL, HUYGHENS et NEWTON.

2)



LIMACON DE PASCAL

Soit € un cercle de diamétre [AB] et
soit i une Tlongueur donnée. Une droite
passant par A coupe Tle cercle © en P.
Sur cette droite on place les points M
et M' tels que PM = PM' = |.

Lorsque P décrit le cercle £ les points
M et M' décrivent un limagon de Pascal.

Dans un repére orthonormé d'origine A
et dont 1'axe des abscisses est porté
par (AB), cette courbe admet pour équa-
tion cartésienne

(x2 + y2 - ax)2 = €2<x2 + yz) ou a = AB

Cette courbe aurait €té &tudiée avant 1644 par ROBERVAL. Le nom que lui a donné

ce mathématicien aurait &té choisi en 1'honneur du pére de PASCAL.

. . . . }
On pourra faire plusieurs dessins pour diverses valeurs de L.

Remarque :

BIFOLIUM

pour L= a

on obtient une cardioide (voir page 4% )

Soit ¢ un cercle passant par un point
0 fixe. Deux droites perpendiculaires
passant par O coupent le cercle € en
A et B respectivement. Une droite pas-
sant par 0 coupe le cercle £ en un
point P. Soit Q le projeté orchogonal
de P sur la droite (OA) et M Tle proje-
té orthoqonal de Q sur la droite (0OP).
Lorsque P décrit le cercle %; M décrit

un bifolium.

Dans un repére orthonormé d'origine O
et dont 1'axe des abscisses est porté
par (OA), cette courbe admet pour équa-

2
tion cartésienne (x2 + y2) = x2

oi a =0A et b= 0B

(ax + by)

Cette courbe a été étudiée par G. de LONGCHAMPS (1886) et par BROCARD (1897).
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CARDIOIDE

1) Reprendre la construction de limagon

de Pascal pour i{-a

T 2) Soit C un cercle de diamétre [AB],

et d la tangente & ce cercle en un
point T et M 1la projection ortho-
gonale de A sur d. Lorsque T décrit
le cercle C, M décrit une cardioide.

Le nom de cette courbe Tui a été donnée par CASTILLON (1741)

cardioide

- 12 -



TRIFOLIUM

Soit £ un cercle passant par un point
fixe 0. Deux droites perpendiculaires
passant par 0, coupent le cercle 2 en
A et B respectivement. Une droite pas-

o,////,’ﬂ“m\\ & sant par O coupe le cercle X en un

/ \\\ point P; Sur la paralléle & (OA) passant
/;‘ \p M par P on place les points M et M' tels
\ que PM = PM' = PO.

Lorsque P décrit le cercle €, les points

M et M' décrivent un trifolium.

B Dans un repére orthonormé d'origine O
et dont 1'axe des abscisses est porté
par (0A) cette courbe admet pour équa-
tion cartésienne

(x2 + y2)2 = 2ax(x
o a = OA et b = OB.

2

2. yz) - 4bx“y

CONCHOIDE D NICGMEDE

On considére deux points distincts 0 et
d A, une longueur g donnée, et d une

droite passant par A et perpendiculaire

a (0A). Une droite passant par O coupe

la droite d en P. Sur la droite (OP) on

place les points M et M' tels que

PM = PH' = L

) Lorsque P décrit la droite d, M et M

1”4 B décrivent une conchoide de Nicoméde.

Dans un repére orthonormé d'origine O
dont 1'axe des abscisses est porté par
(OA), cette courbe admet pour équation
cartésienne :

2 172l v a0l -a s x

yo{x - a

—

ou a = OA

™

Cette courbe a é&té étudiée par NICOMEDE géométre grec entre 100 et 200 avant

J.C.
- 13 -



CAPPA

Cette courbe appelée autrefois courbe
correspondance de SLUSE & HUYGENS.

BESACE

el

Ml

On considére deux points 0 et A, et la
droite d perpendiculaire & (OA) passant
par A. Une droite passant par O coupe d
en N. Sur la droite (ON) on place Tles
points M et M' tels que OM = OM' = AN.

Lorsque N décrit la droite d, M et M

décrivent une cappa.

Dans un repére orthonormé d'origine O,
dont 1'axe des ordonnées est porté par
(OA) cette courbe admet pour équation
2) _ aZXZ

cartésienne yZ(XZ oy

de GUTSCHOVEN apparait en 1662 dans la

Dans un repére orthonormé (0, T, J) on
fixe un point A sur l'axe des abscisses
et un point B sur T'axe des ordonnées.
Soit ¥

et B. Une droite passant par O

le cercle passant par 0, A et
coupe
le cercle ¥ en P que 1'on projette
orthogonalement en Q sur 1'axe des or-
données. Sur la droite (QP) on place les
points M et M' tels que 0P = QM = QM'.

i~

Lorsque P décrit le cercle T M oet M
décrivent une besace.

Cette courbe admet pour équation carté-
sienne :

(x2 - by)2 = az(x2 - yz).

Cette courbe a été étudiée par CRAMER (1750).
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QUARTIQUE PIRIFORME
4
T
™~
<
&t 8

Cette courbe a été

Dans un repére orthonormé (0, 1, J) on
fixe un point A sur 1'axe des ordonnées.
Soit ¥ le cercle de diamétre [0A] .
Une droite passant par O coupe le cercle
© en P que 1'on projette orthogonalement
en Q sur l'axe des abscisses. Sur la
droite (QP) on place les points M et M!'
tels que OP = QM = QM"'.

Lorsque P décrit le cercle 7, M et
M' décrivent un huit ou Tlemniscate de
GERONO.

Cette courbe admet pour équation carté-

sienne y4 - aZ(yZ - XZ)

Soit ¢ un cercle de diamétre [AB] et
soit d une droite perpendiculaire 3
(AB). Soit P un point du cercle ¢ et
Q sa projection orthogonale sur la droi-
te d. La perpendiculaire & (AB) passant
par P coupe la droite (AQ) en M.

Lorsque P décrit le cercle ¥, M dé-

crit une quartique piriforme ou toupie.

Dans un repére d'origine A dont 1'axe
des ordonnées est porté par (AB), cette
courbe admet pour équation cartésienne

b 3,022

y - ay 0 oi a=AB

{ est la distance de A 3 la droite d.

étudiée par WALLIS (1616-1703).
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ROSACE A QUATRE BRANCHES

. - N oy .
Soit (0, 1, f) un repére orthonormé et
ﬁ une longueur donnée. Le point A sur
1'axe des abscisses et le point B sur

1'axe des ordonnées sont tels que AB = L

Soit M le projeté orthogonal de 0 sur
la droite (AB).

Lorsque A et B se déplacent respective-
ment sur les axes, M décrit une rosace

a quatre branches.

Cette courbe admet pour équation carté-

2, 2)3 . 2,22

sienne :
(x" +y

Cette courbe a été &tudiée par GUIDOGRANDI (1723-1728).

rosace a quatre branches
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“cissoide droite strophoide droite

cubique d’'agnesi _ _
(ou versiera) folium parabolique



anguinéa
(ou cubique serpentine)

trisectrice de mac-laurin limacon de pascal



trifolium

bifolium

cappa

conchoide de nicomede

.._19-



besace

huit

quartique piriforme
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Quelgues besaces obtenues pour diverses valeurs de a et b.

ey,

LRLTTIe




Quelques anguinéas obtenues pour différentes valeurs de a et h.

\é\/

et T .fiitzs-;:::::.:' <
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Quelques limacons de PASCAL obtenus pour différentes valeurs de a et .

La cardioide figure parmi ces courbes.
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EXERCICES

Transformation de Newton

Dans un repére orthonormé (0, 3, 3) (uni-
n té 2cm) on considére le cercle C d'é-
* . 2 2
quation x~ + y- =9 et le cercle C'
d'équation x'2 4 (y' - 1)2 = 1.
3 M
Une demi-droite d'origine 0 coupe le
\ cercle en un point A (XA, yA) et le cer-
> \ cle C' en un point B(xB, yB). Dessiner
A
le point M(xA, yg) et le point P(xB, yA)
Lorsque B décrit le cercle C' Tles
points M et P décrivent chacun une por-
tion de courbe.
—~ Reconnaitre ces courbes.

Reconnaitre la courbe

Dans un repére orthonormé (O, ?, 33 on considére 1'ensemble des points M dont
3 2
(

les coordonnées x et y vérifient 1'équation y ly - 6) + 9" =0 (1)

1° Peut-on trouver x vérifiant (1) et tel que y =7 ?
Peut-on trouver x vérifiant (1) et tel que y =-1 7
2° Donner un encadrement des valeurs possibles pour y.

3° Pour y = 3 quelles sont les valeurs de x qui réalisent 1'égalité (1) ?
Placer les points M de coordonnées (x ; 3) dans le repére.

4¢ Choisir une dizaine de valeurs pour y, calculer les x correspondant, et placer
les points M(x, y) dans le repére.

5¢ Reconnaitre la courbe obtenue.

~24-



QUELQUES

1 Astroide
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///
4’ 0 B
2 Hyperbole
3
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ENVELOPPES

Soient deux droites d et d' perpendicu-
laires en 0.

Dessiner un grand nombre de segments gA@
tels que A soit sur d, B sur d' et AB = {
! &tant une longueur donnée.

Ces segments enveloppent une courbe appe-
1ée astroide.

Dans un repére orthonormé (O, ?, 5)
dessiner une vingtaine de segments {ABE
avec A(x 0) et B(O ; yB) et x

12.

A A* B T
La courbe enveloppée par ces segments est
une hyperbole.

Dans un plan muni d'un repére orthonormé
(0, T, 7) (unité % cm) on considére la
portion de plan limitée par 1'axe des
abscisses et les demi-droites d'équations
x = 14 et x = -14 contenant les points
d'ordonnée positive.

Dessiner les segments portés par les
droites d'équation y = nx - nz, ou n
est un entier élément de Z , et situés
dans la portion de plan, décrite ci-des-
sus.

La courbe enveloppée par ces segments est
une parabole.

Ces trois premiéres situations pourraient étre matérialisées par des fils tendus

entre des clous.
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4 Néphroide

5 Cardioide

6 Autre cardioide

Soit un cercle C de rayon r = 5 cm.
Placer sur ce cercle les 36 sommets d'un
polygone réqulier (voir chapitre........ )
A et B étant deux de ces sommets diamé-
tralement opposés, dessiner ies 34 cer-
cles centrés en un sommet du polygone et
tangents & la droite (AB).

L'enveloppe de ces cercles est une né-
phroide

Soit un cercle C de rayon r = 10 cm.
Placer sur ce cercle les 36 sommets d'un
polygone réqulier (voir chapitre ....... )
Numéroter Tles sommets successivement, et
dessiner les segments joignant les points
let?2, 2et 4, 3 et b, 4et 8.

Ces segments enveloppent une cardioide.

Soit un cercle C de rayon r = 2,5 cm.
Placer sur ce cercle les sommets d'un do-
décagone régulier, et un point A exté-

rieur au cercle.

Dessiner les douze cercles centrés en un

sommet du dodécagone, et passant par A.

L'enveloppe de ces cercles est une car-
dioide.
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coniques

Le mot conique provient du grec wroviKo§ et les courbes qui portent ce nom

résultent de la section d'un cone par un plan ne passant pas par le sommet.

L'¢tude des coniques a été pendant plus de 2000 ans le terrain de pré-
dilection des géometres. leur découverte est due &4 MENECHME (vers 375-325
av. J.C.) géometre et astronome grec. Apollonius de PERGE qui vécut peu
aprés ARCHIMEDE et EUCLIDE (c'est-a-dire vers 200 av. J.C.) rédigea un
traité complet sur les Sections Coniques, qui ne contient pas moins de 400

propositions.

La théorie des coniques connut un nouvel essor au XVIle siécle dans
deux dir*ections différentes. DESCARTES étudie leurs équations tandis que
PASCAL développe le point de vue géométrique dans "Essay sur les coniques"

et inaugure ainsi le point de vue de la géométrie projective.

Clest a la méme époque que KEPLER, en étudiant la trajectoire de Mars
d'apres les observations de Tycho BRAHE découvre que les trajectoires des
planetes autour du soleil sont elliptiques. Et l'on sait depuis que les tra-
jectoires des planetes sont en premiére approximation des ellipses, tandis

que celles des cometes sont des paraboles ou des branches d'hyperbole.

* 11 était alors 4gé de 16 ans (voir p. 87).
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WHEN an airplane fhies taster than the speed ot sound (about
770 miles per hour), it creates a shock wave heard as a “sonic
boom.” This shock wave has the shape of a cone and it inter-
sects the ground in part of a mathematical curve called 4
hyperbola.

The sonic boom hits every point on this curve at the same time,
so that people in different places along the curve on the ground
all hear it at once. No sound is heard outside of the curve, but
the boom eventually covers every place inside it.

The early Greek mathematicians knew all about the hyper-
bola, the “sonic boom” curve. In fact, they gave the curve its
name. The Greeks were equally familiar with the parabola (the
“baseball” curve), as well as the ellipse. How did they happen to

become acquainted with these curves so long ago? A Greek
named Apollonius, who lived in the third century B.C., wrote a
book in which he showed that these curves could be produced
by slicing a cone in different directions. If the slice is in the same
direction as the side of the cone, the curve that results is the
parabola

If the slice is tilted from the direction of the side of the cone
toward the horizontal, the curve is an ellipse instead. If the slice

1

is tilted in the other direction, that is. away from the direction
of the side of the cone and toward the vertical, part of a hyper-

bola is formed.

- 30 -~

Voici en anglais un texte

qui explique l'origine du

mot "conique".

Side view

Side view

Side view

Parabola

Perspeclive view

Perspective view

Ellipse

Hyperbola

Perspective view



Look at the curve in the diagram on page 116. [t s pari of
hyperbola; two more hyperbolas are shown on pages {17 and s
A hyperbola consists of two “opposite” curves. called it
“branches.” To see these branches as slices of a cone. magime a
pair of cones put together so that they touch at their points A
slice cutting through the two cones forms a pair of curves which
are the branches of a hyperbola.

-Since the parabola, ellipse, and hyperbola are formed when a
cone is sliced into sections, they are called conic sections.
Apollonius named his book The Conics and it has since been
translated into many different languages. One of these translu-
tions was by the English astronomer Edmund Halley, for whom
Halley’s Comet is named. This comet travels along a path in the
shape of an ellipse and Halley used this conic section to predict
the time of its return.

Annexe : Les pages 116 et 117 du méme ouvrage.

HOW big is the sun? It appears to be the same size as the moon
and during a total eclipse of the sun, the moon is just large
enough to cover it completely. The Greeks had some strange
ideas about the relative sizes and distances of the sun and moon.
Democritus, who lived in the fourth century B.c.. thought that
the sun was smaller than the earth. In fact, a century before, the
people of Athens were surprised by one astronomer’s suggestion
that the sun might be as large as the country of Greece. We now
know that the sun has a diameter of more than 100 times that of
the earth; it is about 864,000 miles across. (However, cven at
that size, the sun is only a medium-sized star compared to others
in our galaxy.)

* The apparent size of the sun is a function of the distance from
which we look at it. If the distance from the carth to the sun were
half as great, the sun would appear to be twice as large. A for-
mula for this function is

W= -

d

a



where w is the apparent width of the sun and d s the relative dis-
tance from the sun.

How large would the sun appear to be from some planet other
than the earth? From Mercury. the closest planet to the sun, it
would seem the largest and from Pluto, the most distant planet,

the smallest. It would be interesting to know just how large and
how small. Here is a table for some of the planets.

Planet

Mercury Venus Earth Mars Jupiter Saturn

Relative distance 0.4 0.7 1.0 1.5 5.2 9.5

~ of planet from sun

Apparent width 2.5 1.4 1.0 07 02 0.1
of the sun

In the table, the distance of each planet from the sun is given
relative to the earth’s distance from the sun, chosen as I unit. For
example, the distance of Mars from the sunis 1.5 times the carth’s
distance. The widths of the sun are given relative to its apparent
width as seen from the earth. For example. the sun’s width as
seen from Mercury is 2.5 times its width as we see it.

What does the graph of this “apparent width” function look
like? It is shown on the following page. '

A set of circles has been added to the graph to represent the
apparent size of the sun as seen from each planet. The parts of
the curve between the points from the table represent apparent
widths of the sun as seen from positions between the planets.
Notice that the curve gets closer and closer to the distance axis

as we look toward the right. If the graph were extended to in-

clude the remaining three planets. the curve would be very close Y
to the axis by the time we got to Pluto. The apparent size of the
sun as seen from Pluto is smaller than a period on this page! 104+
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R e alten Babert aneseigt/das man bieyetley fnyde divch ein Pegel mag thin/dle da briber
 fcblich von efandey find onnd bie mit dem fir des Fegels nit ein gleyche 5ircfctimilfgabm !
%X fonftmag man den fegelin dex it vor epnnander fehneideny dex wirde geformbe wie der fes
gel/desachtman auchnit/ Aber die andemn diey [yt machenyeliches cin fondue (inisdic felben{inié
willjch lern anfieiffery Den exften fehnyt Hepfen die gelevten Elipfisy dey fehneidet den Fegel fchleyms
abyonnd nymbt dem firf des Fegels niech weg / Difer felifemer fchnyt mag an einer fepten hobxr/an
Der andem nydrer gentmen werden/ affo das cin feyterneher vrnd dic andexweyter it jram fuf haty
Derander fehnpeift i anfreiffen/cin barfiniamieder fepteenn des Fegels.a.0. oder bmb fert/wwicman
1illyden die gelexten Pavabola nennenDer d2ute [yt if i aufreiffen/ cynn aufvedyee baling/mit
er(inidic da auf dem Eentrum des Fegels fuff vberfich gessogeni wivdee/indes fegels fpig . a Dm
pennen fie Hiperboles difer beyer fcuydenamen soeis jefy auf deus el niesifagenn /wirwollenniv
abernamen gebansdabey iman fic fennen mig/Die Elipfis will jcy cineper lininennen/daxiimbdas
fie fehyer cinem ey gleichift/ Oie Pavabola fey genenne eyn brenn lini/darumb foman aufjrein [pice
gelmacht fo 3nde fie an/A b die Hipesbole will je einn gabelliminenneny Stun fojcy auf reiffomn
10{1Dic eyex il Elipfis / muf jeh sinorden Fegel anfrciffens onnd den fhnytdavinnansclgenn / des
glefchen Den grund davunder madhen dem hivje alforDes Fegels fpis fey oben/a.ond dex furff onday
D.c.d.c.nunreif jeh auf dena.ciin aufredyee ling herab/ond dex felfem felnyeduvely den fegel fey ooy
f.onden.g.difsn fnye.f.g.ecit jefymie gy puncbeen iz teylyond hrb diesal onder dem . an. brder di
fomfegelveif joly fopn grund / fowirdedas.a.cin Centrumronnd b.e.d.c. feyn 3ivekelling/ wiedas dex
anfiecht fegel gibyy Sonun anf allen puncten aufyecht iniensvon jm fevab fallen in den grunde/ fo
burch felpeyden dife finien/als.f.g.ond dic saln die dargivifchen find.p.2.3.2¢ densivelelyf/ die beg el
chenjch aucmitjven buffaben ond sifem/So das gemaditift alfdann nym jcy e sivedc ond fep n
it fegelmiedE ein fuf indic aufrechtelini.a.in deehoch des fehlemen filnydes.f.g.0es puncteon.p. it
ndifce hoch fety jely den divckelmfe dent andan fuf/heranf an die lind.a.d.onnd behalt difctveyten mit
dem sivebel/ond drag ficin dennpder gedmickeen grand/ i o denvein fuf deo sivekels/m den Cenienn
a.oider andesn fufy/ i auf dic geffrackelini.). o verf vund bynauf gegen dan.d.bif twider 11 dex
(ini).Damady fes ey den siveEelwider mitdeny e fufy inde Eegelanf dic aufreche ini. a. in dey hich
oeo prunckté.z.des [ihnydes.f.g. o der andern fuf fejehmdicling.a.0.ond trag dic felbrveite soidee
An den grund/oad fefy des sivetels einen fuf/ins Cenerun.a.ond den andern fuff anff dic gevad lini 2
ond raif von dai vund gegen denn.d.bif wider auff dic gevad .2 Alfothijchim vt bif auff. 4.
Damadyoenejehden sivetel i dey sal.g.mite dem cin fuf auf dielini.a.b.onddrag das herab/onnd
reiff fm grund rund berunyauf dem Eeneriim.a.von dex gefirackten.¢.gegen dan//bif wider 50 dis
feeliniigr Ao ehnjeh imdamadh durd) die gangen Jaldag allding aufy dem obern fegelin grunde/
Damadymadyjdyauf difem grind dieblofJe lini Elipfis alfo /jclyveif Dieleng des fchnydes. . g.auf
rechtoie fie Dannmijren ailff punckeen injz gleiche fele geteile it/ onnd veif durch all puacleen el
Fiverchy davlinien ) Darnach nyin jey bie bciten auf dem grund 7 auf dey geraden fini.).fo teit fie dey
ivelelabfcueyde o d:ag fic s denn felpyd.f.g.fesg ffe anf dic ind.p.ond punelerdic bieyed/sn badeny

Traduction anglaise page suivante
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CONIC SECTIONS

The ancients have shown that one can cut a cone in three ways and arrive at three
differently shaped sections. One can also slice the cone down the center. In that case the
section is shaped like the cone, but we shall not include this section. But the other three
sections are each of a particular configuration, and I want to teach you how to draw
them. The first of these is called ‘“ellipse’’ by scholars. It results from cutting the cone at
an angle without touching its base. This cut may be higher on one side and lower on the
other, meaning that on one side it can be closer to the base than on the other. The second
section results from cutting parallel to the side ab of the cone, or cutting on the opposite
side. The scholars call it ““parabola.”” The third section is represented in cross section by a
vertical line, parallel to a line that extends from the center of the base of the cone to its
apex a. They call it ““hyperbola.” 1 know of no German words for these three sections,
but I want to give them names by which they can be called. The elhpse I call eyer l:mé
[““egg line’’] because it looks like an egg. The parabola I call brenn linie [*‘burn line’’]
because if a mirror is shaped according to this line, it will set things on fire. And the

hyperbola I shall call gabellinie [*‘fork line”’]. :
If I want to draw an ellipse, I will have to draw a cone first in order to show the

section, and then place the ground plan below it. I proceed as follows: The apex of the
cone shall be on top, marked a. The base on the bottom is marked bcde. I now draw a
vertical line downward from ¢, and I cut an oblique section through the cone and mark it
fon top and g on the bottom. Now I divide this section fg with eleven points into twelve
parts and begin numbering them below /. Below this cone I.draw the ground plan of
which a will be the center and points b, ¢, d, e will denote its circumference,
corresponding to the size of the cone. If vertical lines are then extended downward from
the cone into the ground plan below, they will traverse a section of the periphery between
f and g which shall be marked at the intersections of the lines 1, 2, 3, etc. After this is
done, I place one leg of a compass on line @ of the cone at the level of point 1, and the
other leg at thé same level on line ad. Then I transfer this distance to the ground plan,
setting one leg of the compass on its center a, and I draw a curve, beginning from line 1 in
the direction of d, and continuing down until I reach line 1 once more. I then place one
leg of the compass once again on line a of the cone, but now at the level of point 2 of
section fg, and the other leg on line ad. I transfer this distance as before to the ground
plan by plécing one leg of the compass on center point @ and drawing an arc beginning at
the vertical line 2 until it reaches that line a second time. I continue in this manner up to
point 4. When I reach number 5, I turn the compass around and place one leg on point 5
and the other one on line ab. This distance I transfer down to the ground plan, where I
place one leg of the compass on center point @ and draw a circular curve from line 5
toward d and down until I reach line 5 a second time. I then proceed in the same manner
with all the other numbers, transferring the distances from the upper cone to the ground
plan below. After this has been accomplished, I can draw the ellipse without the lines of
construction, as follows: I draw a vertical line fg corresponding to the length of the
section and divide it with eleven points into twelve equal parts. Then I draw horizontal
parallel lines through all these points. After this, I transfer the length of line 1 of the
ground plan, as far as it is limited by the curve, to line 1 of the new diagram fg, and I

mark its extent at both ends.
A contemporary description of conic sections appeared in Johann Werner, Libellus super
virgiti duobus elementis conicis, Nuremberg 1522. It was undoubtedly known to Durer—-——

Staigmiiller 1891, pp. 14-16; Hofmann 1971, p. 144.
The incorrect assymelrical ellipse continued in use for a long time; e. g in P Apian,
Perspectiva, Nuremberg 1535, and in D. Schwenter 1618. For fig. 33, see Appendix, p.

445.
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[ proceed in the same manner with all the other numbers, and after all the points have
been marked on both sides, 1 connect them and arrive at the ellipse as shown below.

fevtten/ (o b jehjm dittch bie gangensalifodanndife punceen 36t tinge ?ttum germadhe find/ nlf
D edehjch bic eyer ini ClipfTs vor punek 50 punebewie job [Blchs ie bey hab aufgery(Tery o
&

f
,a
/ f \
T \l
o4
e /
N 7
\—-——Hf—‘/‘ ‘

¥ O e Pavabola ([ gleicher tweifs s madyérals dbie Elipflo Sy vaif exfilichydenfegel. a.b.e.b.e.biv

[0 2vidie auffeceling.a. ond filneiddas pavabelvor oben herab bif ditrcy des Fegets fuf/ af‘
[odasdifer fchnye/ein baxling fep gegen beet’cgc(s [cx)tcn.a.[wnb Difer f cfznx)t feyoben r.bnt}
g.b.Damadyteiljeh.f.g.bmit enlf puncteen in j2/gleiche el ond reify 3woerd) linien busch all punctz
(e fn.fLg-H.ond die foanf der feyeen fFan gegen.a.D.Dic felben Jwerch tinien seiel) jeh von dev au 'ccf)z
tern.a andeo Legelo finf oder fent.a.0. A ber Dl ander andevn feiten flen diesede jly vonder an 'ccfzfg
a.anb(tfcx)tcnh’mbcot‘cm[o.a.b.Danmcf;nmc(z;’cﬁbégmnbbcot'cg;@obnbcgbcmchc(/bcq(.,cntm-
a.ond givcbelling.0.c.o.caft. Damadylaf jch auf allen puncteen der sifer ond f£g.h.gevadliniar/ auf
Derm Fegel Heral falle/ durcden yinde grun’ / vithefgeichen fledaviinmejrendiffeny/sn &‘“&f}“ oeis -

Ce texte est reproduit en caractéres latins aprés les figures
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toie das bor it grund der eyer lint Clipfls angeselge it/ Dann fes jcky bent Sivetel /miedertt eln fuf i
grund ints Ecnertun.a.ond der Andtt fuf auff dle gerad lind.p. ord veif gegen dem.d.sund hinaufy/
bif voider 311 dex tini.). Das thid ey auf allen gegifferiveeen linien/bif das je gar s g.b.Eumb  fofice
fmian von flund an vor augen des parabels fchnpe/im nyder getructten grund ; Sodas als vertigift/
foveiff jcfy Dic ini bes parabels oder b in/auf difern grund affo/jd veif cin oerdh lini/ felbarauf
aufredye/dic hdcyoes parabelsim fegel.f.g.5.Damac nynt jdy auf derm grund die brepten.g.h. onnd
f¥ell {Te auf die stocedyliru/alfo das dic audfrcc[)t.f.m der niitt fees oD Jeichen dife yween punditen mit
g.5.Davnad) farjdy miteplf linion duvcy all punckren dey aufrediten.f.fo weiejc dex bedarffi/ onnd
brag aug dem grund alle brentcen durel) die jal/ von allen gevaden linien die burc) den divckelris abger
fehnpeeen findy it der aufeeceen.f. onnd punctiir fle 30 beyben feptten  das die aufveche . f. allegin
bex ;}1 itt )%a’b/ AtFoanm bedeyjeh ie brennini parabola/von puncke 3is punde wicjdhdas Dicbephabd
. aufgenyffen. |

@ ' Suefrint

v
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Die Parabel ist in der gleichen Weise herzustellen wie die

Ellipse,

Tch zeichne zunichst den Kegel(aufrif) abede, mit der aufrechten
Linie (der Achse) a wund schneide die Parabel aus :
von oben herab bis zum Fuf (der Basis) des Kegels in der Weise,

[y

dafl dieser Schnitt parallel zur Kegelseite ab sei,

Danach teile ich fgh durch elf Punkte in zwdlf gleiche Felder
(Teile) und ziehe Verbindungslinien durch alle diese Punkte:
von der Achse a nach ad fir die Punkte, welche rechts von

der Achse liegen., Aber fir die Punkte, die auf der anderen
Seite liegen ziehe ich die Verbindungslinien von der Aufrechten

(Achse) an die Kegelseite ab,

Résumé en Durch die Punkte werden Lote von der ndher
Allemand liegenden Kegelseite auf die Achse a gefidllt,
contemporain

Danach zeichne ich den Grund(rifB) des Kegels unter dem Kegel(auf-
riB) mit dem Zentrum a und der Kreislinie bcde,

Nuri 128 dch aus allen bezifferten Punkten gerade Linien herab-
fallen durch den Grundkreis und bezeichne sie darin mit den-

selben Ziffern - wie vorher beil der Ellipse.

Durch die bezifferten Punkte des Aufrisses werden
Parallele zur Achse gezogen, Ihre Schnittpunkte
mit dem Grundrif werden mit denselben Ziffern
bezeichnet,

Dann setze ich den Zirkel mit dem einen Schenkel auf a, wit dem

anderen auf die gerade Linie und beschreibe eine Kreislinie bis

zur anderen Seite (der Linie), Das tue ich auf allen gezifferten
Linien bis ich zu gh gelange, Auf diese Welise sieht man Jjetzt

den Parabelschnitt im Grund(rif),.

Der Kegel wird in der Hohe der bezifferten Punkte
durch zur Basis parallele Ebenen geschnitten,

Tiie Radien der Schnittkreise werden im Grundrif
eingetragen. Ebenso legt man durch die bezifferten
Punkte Ebenen welche parallel zur Achse sind und
normal zur Aufrifebene, Die Schnititpunkte ihrer
Spuren im Grundrif mit den entsprechenden Kreisen
ergeben Parabelpunkte,
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Sobald das getan ist, zeichne dich die Parabellinie (oder Brean-
linie) auf folgende Weise:

Ich zeichne eine Gerade und trage die Hdhe der Parabel auf - fgh,
Danach entnehme ich dem Grund{rif) die Linge gh und setze sie an
die Hohe , sodaB diese normal in der Mitte (von gh) steht,

Nun ziehe ich durch alle elf Punkte der aufrecht stehenden
Strecke f Parallele zu gh "soweit ich derer bedarf" und trage
alle Breiten wie sie im Grund(rif) bestimmt wurden zu beiden
Seiten von £ auf, K Danach zeichne ich die parabolische Brenn-

'

linie " wvoh Punkt zu Punkt, wie ich das hierbei hab aufgerissen,'’

(Bila 3)
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XYY Onwilljd) farbaf au{rcfﬁen bie gabel tinf £iperbofes diff twivbet cbenn be org meynung
/(@) femyjdyveif widerden egel.a.b.cd.oDamadyreif jyindyfen Fegelein aufrechte baxling/

Y. gegenderaufiechtan.a.die fey oben .rf.bnbcn g hdamit abgefchnyteen toixdedie feyten/d/dis
fen fchnyedey gabelting iperbole/fgMreeytjcy mie eylf puneten i 2 fele.ond far aup allen punctee/
onfig/h ond spfesnmic barling vher sxoerd) fo weitjch dex bedarf] OrD ¥eif auf der feptten ein aufies
chtelinifrouedy alldife perch inieny Damach mady e denvunbden grund/ vnderdem fegelbes €&
~ trum.a. i bivckelyf.b.e.d. ¢ JfF veche/oi laf den [yt deo Fegelorfigihroure difen grund fchneydes
ond f¢f ble buffaben.q.fh.darsisoie fich as auf ven fegelin grund wirft/ Damachnym jeh eynn
siveEcliviejefy bom angeseige/ond nym micdic beyte des halben Fegelsfaufeineryelichen sroere ini/
ber lini.f.g.5/ond trag die heeabin grund/ond fefs ben giveel mitdem ein fufi ine Cenerum.a, ot veip
it e anden fuff gegen demyd / all3ivclelpf/diedart ab gefchnyden wesden mitdex lini/ g/ o1 -
fetsjesatdarsuy Damadnymjd) dic bxeiten auf dem grnd anf allen gevaden inien /dfe 0 beyden

fevien abgefehryden flud tvoden/ond drag fle b devaufrechten finf) frond Fummmit falauf sal) ond
punckeir dic xeytert it beydan feyten dex aufrecyeeryfy nebendem fegel von bersal. . hevab byl anflg/

B Damadyseud) die gabelting £ipesbole/vonn puncke it punct/wic jefybas hie onben habaufges

F)ﬁm/ foeygentlicly/ vb fchon Fepn fepnft Dabey twer /vermeinejaly i folt alles dure) fehen fandichy
. :

s
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ELLIPSE

1 Construction d'un cercle avec une punaise :

C!‘ZLyOt’L

Le dessin ci-contre suggere la construction
Funaése d'un cercle a l'aide d'une punaise, d'une

ficelle et d'un crayon.

2 Construction d'une ellipse avec deux punaises :

Soit deux points F; et F, . Planter deux punaises
crayer en F, et F» dans une feuille de papier collée sur
un carton. Nouer un bout de ficelle d'une longueur
supérieure au double de F1F; et la disposer

comme l'indique la figure. Le déplacement du crayon

Qicen&

punaise Fvnaise qui garde la ficelle tendue permet de décrire une

ellipse de foyers Fi et F .

Cette construction est appelée méthode du jardinier,

3 Construction par affinité

M Dessiner un cercle de centre O, de

diamétre fABj et de rayon r = 8 cm,

" Soit H un point du diametre [AB] .
\ La droite perpendiculaire en H a [AB]

coupe le cercle en au plus deux points M

et P. Placer les points M' et P' tels que
P A =~i- AM et TP = i—- OP. Renouveler

la construction pour un bon nombre de

positions du point H. On voit apparaftre

une ellipse.

En remplacant % par d'autres valeurs, on peut obtenir des ellipses plus ou moins

aplaties.
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4 Analytiquement :

Soit (O, 1, 7 ) un repére orthonormé (unité = 2 cm)

1. On considére l'ensemble & des points M dont les coordonnées (x,y) vérifient
I'équation x? +y? =16
Vérifier par le calcul que les points My (0 ; 4), M2 (2 ; 2V3) , M3 (2 ;-2V3) ,
My, (-2 2v3) appartiennent a cet ensemble k@ .
Touver d'autres points qui appartiennent a cet ensemble et les placer sur le
dessin.

Vérifier que ces points appartiennent au cercle de centre O et de rayon 4.

2. On considére l'ensemble T ; des points M dont les coordonnées x et y vérifient
l'équation x? + 2y? =16
Placer les points de T'; dont l'abscisse x est égale a :
-4, -3,5; -3, -2,5;-2; -1,5...

L'ensemble T 1 est une ellipse comme le suggere le dessin obtenu.

3. Reprendre la question 2. en remplacant l'équation donnée par :
a) x? + ly? =16
b) x2? + 8y? =16
c) 2x* +y? = 16

5 Une construction par tangentes :

Soit un cercle € de centre O et de rayon r = 8 cm.
Soit F» un point a l'intérieur du cercle tel que

OF; = 5 cm. Choisir un point M sur le cercle G .
Tracer le segment \-F ZMW , puis la perpendicu-

laire en M a ce segr;ent‘qui recoupe le cercle €

en P. Les segments {MP} enveloppent une ellipse
dont les foyers sont F; et F, ; Fiest le symétrique

de F, par rapport a O.

Faire cette construction pour une vingtaine de

points. Ne pas manquer de lire l'article de
M. GLAESER dans I'OUVERT n©° 26, au sujet

de cet exercice.
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6 Une autre construction d'une enveloppe par tangentes :

M
Soient F; et F,; deux points du plan
tels que F1F2 = 4 cm et soit G le cercle
\ de centre F et de rayon r = 6 cm.

Choisir un point M sur le cercle (Q et

\ F F - dessiner la médiatrice de [Fz M} . Refaire

\ cette construction pour une vingtaine de
points réguliérement espacés sur le cercle.
Toutes les médiatrices dessinées enveloppent

une ellipse dont les foyers sont F; et Fa.

Remarque : Cette construction n'est pas étrangeére a celle donnée en 5. Une trans-

formation étudiée en seconde permet de passer de l'une a l'autre.

7 Construction par points :

Soient F1 et F2 deux points du plan
tels que F1;F, = 4 cm, et soitL@ le

cercle de centre F; et de rayon r = 6 cm.

/35

Choisir un point M sur le cercle @ s
dessiner la médiatrice de [F ZMNJ , et
placer le point P intersection de cette mé-
diatrice et de (FiM). Refaire cette cons-
truction pour une vingtaine de points
réguliérement espacés sur le cercle ®.

Les points P appartiennent a une ellipse.

Démontrer que PF, + PFy =r et comparer a la situation décrite en 2.
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8 Pliage d'un cercle :

Dessiner puis découper un cercle de rayon
r = 10 cm dans du papier blanc non qua-
drillé. Placer un point A a llintérieur du
cercle. Plier la feuille de papier suivant
une corde du cercle, de fagon que l'arc

de cercle du rabat passe par le point A.
Répéter un bon nombre de fois cette
manipulation en changeant de corde.
Toutes les cordes obtenues par le pliage

enveloppent une ellipse. Comparer cette

situation a celle décrite en 6.

9 Rebonds :

Ta
Reprendre la construction décrite en 7

Soient T; et T, les points d'intersection

™M -
P de la médiatrice de D?‘ zMJavec le cercle ‘€ .
Constater, en utilisant un rapporteur, que
TL P
£ f, les angles F,PT, et F1PT1 sont égaux.

On retrouve cette propriété dans certains phénoménes physiques.

Exemple : Dans un billard elliptique une balle située a 1'un des foyers et tirée vers
le bord du billard rebondit de fagon que sa trajectoire passe par l'autre
foyer.

On retrouve cette situation en optique (rayon lumineux réfléchi sur un miroir elliptique)

ou en acoustique (son réfléchi sur une paroi elliptique) .




10 Construction d'une ellipse a l'aide de deux cercles :

Soit un repere orthonormé (O, T, 7). Soit é{fi le

cercle de centre O et de rayon r = 8 cm.

Soit i,& le cercle de centre O et de rayon r'= 5 cm.
Une demi-droite d'origine O coupe le cercle %«L
en M3 et le cercle @M en M. L'intersection de la
parallele a I'axe des abscisses passant par M; et
de la parallele a l'axe des ordonnées passant par

M; est le point M.

Reprendre la construction précédente pour un certain nombre de demi-droites

d'origine O. Tous les points M sont situés sur une ellipse.

11 Procédé de la bande de papier :

Soit un repére orthonormé (O, 1, 7). Le
segment {:Iﬂ de longueur 3 cm est marqué
sur la bande de papier. On déplace la
bande de papier de sorte que I décrive

l'axe des abscisses et J celui des ordon-

nées. A chaque position de la bande de
papier on place le point M tel que
MI = 5cm et MJ = 8 cm.

Le point M décrit une ellipse.

Comparer cette situation a celle décrite en 10 ; on pourra introduire les points

o o e d —
M; et M» tels que MM1 =JO et MMz =10

Vocabulaire :

On considere une ellipse T de foyers F; et F .

. Le point O milieu de [F1F.]est appelé CENTRE
de l'ellipse.
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La droite (F1F, ) est appelée AXE FOCAL ou
GRAND AXE de l'ellipse.

de 1'ellipse.

Les intersections de l'ellipse et de ses axes sont

:B/!
m!/& . La médiatrice de {_FlF 2]est appelée PETIT AXE
%

les quatre SOMMETS de l'ellipse.

Par tradition on pose : OA; = 0Ay = a OB1=0B,=b OF ;= 0F;: = ¢
Le théoréme de Pythagore utilisé dans le triangle OB1F; permet d'écrire la relation :
a? = b? + c?

La propriété fondamentale de l'ellipse T s'énonce :

Pour tout point M de T' on a [MF; + MF, = 2a

Cette propriété a été mise en évidence dans la construction 2 et elle se vérifie aisément
pour les quatre sommets de l'ellipse. En outre, on appelle EXCENTRICITE de l'ellipse
le nombre e égal a —; . Le nombre compris entre 0 et 1 mesure l'aplatissement de

l'ellipse. Plus ce nombre est grand, plus l'ellipse est aplatie.

EXERCICES

Construire une ellipse connaissant :

- Les deux foyers et un point

- Les deux foyers et la longueur 2b = 6 cm
- Les deux foyers et l'excentricité e 2%
- Les deux foyers et l'excentricité e :%
- Les deux foyers et l'excentricité e = ;4

- Un foyer, un point et les longueurs 2a et 2c (2a = 14 cm ; 2¢ = 6 cm)
- Un foyer, un sommet du petit axe et un point

- Deux sommets du méme axe et l'excentricité e = O, 4
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Une manieére de tracer une ellipse pour

la construction d'un cadran solaire
analagmatique. Tracer un cercle sur une
feuille de carton et orienter ce cercle sui-
vant un angle de 90° ~ L par rapport a
I'horizontale trace du méridien du lieu qui
doit passer par le centre du cercle.

En fixant plusieurs fois sur le cercle un
fil 2 plomb on pourra répérer sur le sol
divers points de l'ellipse et la tracer par

point (voir figure).

Extrait de "la pratique de ['astronomie”,
ed. Cédic.
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KEPLER

Johann Kepler (1571-1630), astronome allemand,
est né¢ a Weil (Wurtemberg). 11 fréquenta I'école de
grammaire de Weil. puis déménagea dans la petite
localité de Leonberg ou il obtint un dipléme de I'école
latine a I'age de treize ans. Aprés une enfance trés
dure. en raison de son origine modeste. il fut admis
gratuitement au séminaire d’Adelbert en 1584 ou la
discipline rigoureuse et sa faiblesse maladive le
laisserent dans un état déplorable. Par contre. son
séjour de trois ans au séminaire supérieur de Maull-
bronn lui fit recouvrer la santé. Ayant acquis une
bonne connaissance du latin. on I'accepta a I'Univer-
sité de Tibingen en 1589

La théologie occupait ia premiére place des
sciences que le jeune Kepler se devait dassimiler.
mais le futur astronome accepta d’emblée les idées
coperniciennes enseignées par son professeur das-
tronomie Maestlin. A I'age de vingt-trois ans on le
recommanda comme professeur de morale et de
mathématiques & Iécole secondaire protestante de
Graz. Chassé de I'école vers 1600 par les persécutions
religieuses, il se réfugia alors 2 Prague. ou il devint
le disciple et I'assistant du célébre astronome Tycho
Brahé. En octobre 1601, Tycho Brahé meurt et l'em-
pereur Rodolphe II nomme Kepler «Mathématicien
de sa Majesté trés Chrétienne». En 1612, il perd un

de ses fils et sa femme meurt. Ne se plaisant plus
a Prague. il accepta un poste de professeur dans un
petit collége de Linz ou il demeura pendant plus de
quatorze ans. Pendant les quatres derniéres années
de sa vie, il séjourna & différents endroits. subissant
revers sur revers, comme toute sa vie durant. Finale-
ment. il mourut le 15 novembre 1630 4 Ratisbonne.
Un de ses amis a écrit de lui: «Le Soleil de tous
les astronomes s’est couché.»

Kepler apporta des contributions originales &
plusieurs sujets mathématiques en-plus d’énoncer ses
trois célebres lois du mouvement planétaire.

Dans le domaine des sections coniques. il résolut
le probléme de la détermination du genre de conique
specifié par un sommet donné, I'axe passant par le
sommet et une tangente quelconque avec son point
de contact. On lui doit aussi le mot «foyer» utilisé
dans la géométrie des coniques. ainsi que le «principe
de continuité». A partir d'une section conique obte-
nue par deux droites concourantes, dans laquelle les
deux foyers coincident au point d’intersection, on
passe graduellement par une infinité d’hyperboles
lorsqu’un foyer s’¢loigne de plus en plus de I'autre.
La parabole est obtenue alors au moment ou I'un
des foyers est situ¢ pour ainsi dire 4 I'infini par rapport
a I'autre foyer. Lorsque le foyer mobile passe au-dela
de I'infini et se rapproche de 'autre cdté, on passe
graduellement par une infinité d'ellipses. pour attein-
dre le cercle lorsque les deux foyers coincident de
pouveau. Cette notion de «point a linfini» sera
reprise et enrichie en 1822 par le célebre géométre
francais Poncelet.



Dans son Astronomia nova. parue en 1609,
Kepler énonce ses deux premiéres lois du mouvement
planétaire:

1) Chaque planete décrit une ellipse dont un des
foyers est occupé par le soleil.

2) La droite joignant la planéte balaie des aires
égales en des temps égaux.

Une planéte P décrit une ellipse et la droite PS
balaie des-aires 4 et B égales en des temps égaux.

Kepler concevait I'aire balayée par le rayon
vecteur comme constituée de triangles infiniment
petits avec un sommet au soleil et les deux autres
sommets sur 'orbite & une distance infiniment petite.
De fagon similaire, il connaissait I'aire. d'une ellipse.
La détermination de l'aire balayée par un rayon
vecteur et de I'ellipse ne furent pas les seules contri-
butions de Kepler au domaine du calcul différentiel
etintégral. En effet, il publia en 1615 un livre, intitulé
Nova stereometria doliorum, qui traite de la détermi-
nation du volume de certains solides générés par la
révolution de courbes autour d’une corde, d’une
tangente ou méme d'une droite extérieure. 1l ajouta
ainsi quatre-vingt-dix nouveaux solides & ceux qui
avaient déja été proposés par Archiméde. Dans le
deuxié¢me chapitre de ce livre, il traite du probléme
de la détermination du volume de tonneaux de vin
et montre que, prés du maximum de volume, celui-ci
change trés lentement. 11 semble bien que Kepler fut
amené & étudier les méthodes volumétriques en ob-
servant I'étrangeté des résultats obtenus par la mé-
thode utilisée & I'époque pour mesurer le volume du
vin contenu dans les tonneaux.

Pendant que Kepler étudiait le volume des
tonneaux de vin. vers 1612, un savant italien, Galilée.
scrutait le ciel avec son télescope et étudiait le plan
incliné.

Extrait de " Histoire des Mathématiques" de Jean-Paul COLETTE.
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1

PARABOLE

Une courbe déja connue :

Soit ( O, T, T ) un repére orthonormé (unité = 4 cm).

1.

2.

3.

Soit f; : X +— x? et[{? 1 sa représentation graphique. Placer sur le dessin
une vingtaine de points de la courbe g;)’}l pour x appartenant a l'intervalle
%;2, 535 2, 5} . Tracer la parabole S 1. On appelle F; le point de coordonnées (0,"}1-“

d; la droite d'équation y = "}(’ Vérifier sur le dessin, que si M est un point de

I ..
)71, il est a égale distance de F; et de d1. Répéter l'expérience pour d'autres

points de *?1 .

Méme exercice avec f; : xe—32x? et ¢ 2 sa représentation graphique sur un
intervalle convenablement choisi. ¥, a pour coordonnées (0; -% ) et d,a

pour éqguation y = *é .

Méme exercice avec f3 : X +—34x? | @ 3 5a représentation graphique sur un
intervalle convenablement choisi. F 3 a pour coordonnées (0;1) et d; a pour

équation vy = ~1.

4. Chacune des courbes tracées admet 1'axe des ordonnées comme axe de symétrie et

2

O comme SOMMET. Reprendre la premiere courbe et la regarder en placant l'axe
de symétrie horizontalement. C'est ainsi que seront disposées les paraboles étu-
diées dans les paragraphes suivants.

F est le FOYER de la paraboleg‘) et d sa DIRECTRICE .

Construction par points :

Soient d une droite et F un point n'appartenant pas
/ a d. Le point M placé sur le dessin est a égale

iR distance de d et de F. Observer la construction et

placer une vingtaine de points réalisant la méme
condition : ils appartiennent tous a une parabole
F dont on donnera l'axe de symétrie et le

sommet,




3 Construction par tangentes :

Solent une droite § et un point F
n'appartenant pas a cette droite. Soit m
un point de § . Dessiner en trait a peine
visible le segment Y_Fm} puis en trait de
couleur la perpendiculaire en m a (Fm).

\'F I1 suffira de dessiner une demi-droite
comme le suggere le dessin.

Renouveler cette construction pour une

5 vingtaine de points choisis sur § et

régulierement espacés.

Les droites dessinées en couleur enveloppent une parabole de foyer F.

4 Pliage :

Sur une feuille de papier rectangulaire
blanc non quadrillé placer un point F.
Plier la feuille de papier de fagcon qu'un

des bords passe par le point F, comme

l'indique le dessin.
Renouveler un bon nombre de fois cette

manipulation en changeant de pliure,

mais en utilisant toujours le méme bord

de feuille AB,

Les droites obtenues par pliage enveloppent la parabole de foyer F et de directrice (AB).

5 Points et tangentes :

Dessiner deux droitesparalléles d et &
et un point F tel que la distance de F a d

soit double de la distance de F a §.

Choisir un point m sur § et en observant
la figure ci-contre construire H, puis M

3 qui est l'intersection de deux demi-droites.

Démontrer que m est le milieu de %:HE?} .




En déduire que (mM) est médiatrice de
[HF} et que M est un point de la parabole
de foyer F et de directrice d. La droite
(mM) est tangente & cette parabole au

point M.
Comparer cette construction & celle du pliage et a celle donnée en 3.

6 Rebonds :

M/
HR Reprendre le dessin ci-dessus.

Constater, en utilisant le rapporteur, que

m —N
I'angle FMm est égal a l'angle opposé de
TN
F N mMH.
d| @

Cette propriété est utilisée en physique en particulier pour les miroirs paraboliques

et les radars.

"Lorsqu'une parabole tourne autour de
son axe de symétrie, elle engendre une
surface appellée paraboloide de révolution.
Un faisceau de rayons lumineux paralleles
2 l'axe de symétrie se réfléchit sur le pa-
raboloide et converge en son foyer O , et
inversement, si une source lumineuse est
placée au foyer du paraboloide, les rayons
lumineux se réfléchissent en formant un
faisceau de rayons paralléles.

C'est sur cette propriété d'une surface
parabolique qu'est basée la construction

des phares". (Edition de Moscou -

3 cours professés dans des cercles mathe-
matiques prés de 1'Université de Moscou

par BOLTIANSKI, FETISSOV et DOUBNOV).




7 Construction par sous-tangente :

/

rj// Reprendre en trait léger la construction
/ indiquée en 3. En observant la figure
ro ci-contre placer 4, O , T puis N tel que
/ O soit milieu de [Tl\ﬂ et enfin M.
< oF e : Effacer les segments Eml*j et %:Nl\@ et recommen-—

cer la construction par d'autres points m

de §.

S Tous les points M construits appartiennent

a la parabole de sommet O et de foyer F

Chaque droite (TM ) est la tangente a cette parabole en M.

Question : Quelle est la directrice de cette parabole ?

8 Tracé continu de la parabole :

™~ Appliquer une reégle sur une droite d du
c6té opposé a un point F fixe. Faire glisser

equerre / une équerre ABC le long de cette regle ;

un fil de longueur égale a ABest attaché en
A a l'équerre et en F. Si l'on tend le fil
avec un crayon, de maniére a maintenir la

e portion AM du fil contre l'équerre, on a

MB = MF. On obtient ainsi un arc de para-

bole de foyer F et de directrice d.

9 Propriété d'Archimede

Utiliser pour ce dessin une feuille de papier
millimétreé,
Tracer avec soin la moitié de la parabole

d'équation y = x? avec x z 0 (unité = 5 cm)
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Soit M le point de la courbe d'abscisse 1,
P son projeté orthogonal sur l'laxe des
abscisses et Q son projeté orthogonal sur
l'axe des ordonnées. Calculer en mm?
I'aire du rectangle OPMQ et évaluer en
comptant les carreaux l'aire du secteur
OPM situé "au-dessous de la parabole",

(partie hachurée sur le dessin).

aire du rectangle OPMQ
aire du secteur hachuré

Calculer le quotient K =

Renouveler l'expérience pour les points M de la courbe d'abscisse :
P P P

0,2 ; 0,4; 0,6 ; ..... ; 1,8 5 2 et retrouver ainsi la propriété
d'Archimede : Aire du secteur =% aire du rectangle.
EXERCICES

1) Construire la directrice d'une parabole connaissant :

- le foyer et deux tangentes
- le foyer, un point et la tangente en ce point

- le foyer, un point et une tangente
2) Construire le foyer d'une parabole connaissant :
- la directrice, un point et la tangente en ce point

3) Construire le foyer et le d'une parabole connaissant :
- la tangente au sommet et deux tangentes

- la tangente au sommet, un point et la tangente en ce point.
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HYPERBOLE

1 Une courbe déja connue

Soit (O , T, 7 ) un repére orthonormé (unité : 1 cm).

1. Soient f; : x.———>%§ et%l sa représentation graphique.

Dessiner avec soin la courbeEHi .
Dessiner les bissectrices du repére et
vérifier par pliage qulelles sont axes

de symétrie de la courbe ?ﬁjl

R
y 4 Placer F; et F, comme le suggere le dessin
. ci-contre, de maniere que :
Py L OF; = OF, = 2 cm.
4
/

Les intersections de la premiére bissectrice et de l'hyperbole 2}“& 1 sont les
SOMMETS A, et A, de la courbe. On doit avoir A; A, sensiblement égal a
2,8 cm ( en valeur exacte 2v2 cm ).
Vérifier pour un certain nombre de points M de I'hyperbole 1'égalité :

| MF, - MF; | = A1A.

2. Méme exercice avec f; : Xj— et J%z sa représentation graphique et

] TN

en prenant cette fois-ci OF,; = OF, 4cm. Constater que A1A. est sensible-
ment égale & 5,6 cm (valeur exacte 4V2 cm) et vérifier que :
I MF, - MF; !: AiA,

Les points F; et F, sont appellés FOYERS de l'hyperbole.
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Un peu déformée, mais c'est encore une hyperbole :

Soit (O, T, T ) un repére orthonormé (unité = 1 cm)

. 2 . . .
Soient f : Xi— 5 + = et /;T% sa représentation graphique.
AR < ©

J1 / Dessiner avec soin la courbe% et la
// droite d d'équation y = 32-(- .
- F:;/ Vérifier, par pliage que les bissectrices
\\\ ﬂz/ de l'angle formé par la droite d et l'axe
\\\ - // des ordonnées sont axes de symétrie de
i - :
~ 1y, la courbe 3{) .
~ I/
/ 0 \"’\ .2 Les intersections de l'hyperbole 3‘@
‘ h avec l'un des axes de symétrie sont
- / > 6
e LAy ~ - les sommets A; et As de 3\‘:‘) .
/R
-/
/
/

Vérifier que Ay A, est sensiblement égal & 5,1 cm ( en valeur exacte

2/27 WE o+ 1),

Placer F; et F; , comme llindique le dessin, et sur la droite (A;Az) tels que
OF 1= OF32 = 3 cm.

Vérifier pour un certain nombre de points M de l’hyperbole% 'égalité :

lMFz - MFE 1[ :Al Ao,

3 Une construction par points

1. Soient Fjet F, deux points distincts tels que F1F, = 6 cm.

Placer les points M tels que

MF, = 8 cm et MF, = 4 cm
ME, =7 cm et MF, = 3 cm
MF, = 9 cm et MF, =5 cm

MF, =7,5cm et MF;, = 3,5 cm

;; = MF, =5 cm et MF, = 1 cm
MF, = 4 cm et ME, = 8 cm
MF, = 3 cm et MF, = 7 cm
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et d'autres points vérifiant | MF, - MF; | = 4 cm.

Tous ces points appartiennent a une hyperbole de foyers F; et F,, dont on

déterminera les sommets.

2. Méme exercice avec F1 Fo = 6 cm

4 Construction par tangentes

Question :

5 Dutre construction par points :

AN

e,

\

p>/\ "
\\\

H

)

/

/

e

/ ’

S

et | MF, - MF;| = 3 cm.

Soient Fy et F; deux points distincts

tels que F; F» = 8 cm, O le milieu de

@‘1 Fd et Lif; le cercle de centre O et de
rayon r = 3 cm., Pour un bon nombre de
points m du cercle \{; , dessiner en trait
de couleur la perpendiculaire en m a

(Fy1 m ). Toutes les droites tracées en
couleur enveloppent un hyperbole de

foyers Fi et Fj.

Ol sont les sommets de cette hyperbole ?

Soient F; et F, deux points distincts tels
que FF F, =8 cm, et {ﬁ le cercle de
centre F; et de rayon r = 6 cm. Pour

un point P quelconque du cercle
construire le point M intersection de (PF;)
et de la médiatrice de [PF 2].

Renouveler cette construction pour un

bon nombre de points P du cercle & .

Tous les points M construits appartiennent a une hyperbole de foyers Fiet F,

dont on déterminera les sommets. De plus pour tout point M la médiatrice de

[PF 2] est tangente en M a l'hyperbole.



6 Rebonds :

Fa

7 Tracé continu de I'hyperbole

Reprendre la construction précédente. Soit
m llintersection de(PF,) et de sa média-
trice. Constater, en utilisant le rapporteur
que l'angle P/M\r;; est égal a l'angle opposé

e,
de mMFz.

Soient deux points F; et F,. Considérons
une regle dont un c6té passe constamment
par le point F;. Un fil attaché en F; a
une épingle et en I sur la regle est tendu,
avec un crayon M, de maniere que la por-
tion MI du fil reste appliquée contre la

régle.

La différence MF; - MF: est égale a la différence entre FiI et la longueur du

fil. On obtient un arc d'hyperbole. En échangeant les réles de Fi et de F;

on obtient un arc de l'autre branche.

Vocabulairg :

3, B,
b
Fi ﬁ'@ P‘L F’L
1
By &,
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On considére une hyperbole 3‘6 de fovyers

Fy et Fp .
Le point O milieu de | Fjet F,| est le
centre de l'hyperbole.
La droite (FiF;) est appeléeAXE FOCAL
ou AXE TRANSVERSE de 1'hyperbole.



Les intersections de l'hyperbole et de
l'axe transverse sont les SOMMETS de
I'hyperbole : A; et A,

Par tradition on pose OA; = OA, = a OF; = 0OF,; = ¢

et b est défini par b2 = c? - a2,

Le théoréme de Pythagore permet de construire le rectangle BB ,B%B ;

comme l'indique le dessin.

Les droites (B'y; B:) sont ASYMPTOTES de l'hyperbole. La propriété fondamenta-
le de 1'hyperbole H sténonce pour tout point M de ¥ on a :

IMF , - MF; | = 2a.

En outre on appelle EXCENTRICITE de l'hyperbole le nombre e égal i —Z— , Te

nombre est strictement supérieur a 1.

Questions : 1. Dans l'exercice 1 vérifier que les asymptotes de ?Tgi et de J%;

sont les axes du repeére.

2. Dans l'exercice 2 vérifier que la droite d et l'axe y' o vy sont

les asymptotes de %

3. Construire les asymptotes des hyperboles tracées aux exercices

3, 4 etb,

EXERCICES

Construire une hyperbole connaissant

- les deux foyers et un point.

- les deux foyers et la longueur 2b = 6 cm
- les deux sommets et l'excentricité e = Pl
- les foyers et 1 asymptote.

- les asymptotes et la longueur 2a = 8 cm.

- les asymptotes et la longueur 2c = 4 cm,
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cycloide tronchoide ou roulette

'(V\
AL QTR

E

Cette courbe, qui fut l'objet de querelles et de concours, ne fut étudiée
qu'a partir du XVIIe siécle. Dans son "Histoire de la Roulette", PASCAL assure
que le Pére MERSENNE fut le premier a l'avoir remarquée en 1615 lorsqu'il
consideérait le mouvement des roues.

Mais GALILEE prétendit la connaitre depuis longtemps : il l'avait méme conseillée
pour le profil des arches d'un pont sur l'Arno. I trouve son aire, en pesant des
plaques.

Toujours est-il que cette courbe appelée roulette par PASCAL et tronchoide
par ROBERVAL a été l'objet de recherches et de découvertes de nombreux
savants du XVIle siecle : PASCAL, WALLIS, ROBERVAL, FERMAT, LEIBNIZ,
NEWTON, HUYGENS. C'est a cette époque que le calcul infinitésimal

prit forme ; il intervient dans des problemes liés a la cycloide.

Mais, comme pour bien d'autres objets mathématiques, cette étude qui
pourrait n'étre que simple jeu de l'esprit, eut une application importante, qui
conduit a des progreés non négligeables : la réalisation de montres fiables qui
permettaient de conserver un heure juste sur des bateaux soumis a des secouses;
les navigateurs, pour faire le point sur leur longitude, devaient conserver l'heure
exacte d'une ville donnée. ) 7
Cela n'empécha pas MAGELLAN d'effectuer le tour du mor.de plus d'un siécle avant

la découverte de la cycloide.

Cette courbe, qui fut source de tant de querelles prit de nom de

"Hélene des géometres " (MONTUCLA, historien du XVIle siécle).
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Au XVIIliéme siecle la noblesse éclairée faisait souvent appel & des savants et des
artistes pour meubler des loisirs d'une facon studieuse. Un des chefs d'oeuvre de
ce genre de littérature est constitué par les deux gros volumes des "Lettres
d'Euler a une princesse d'Allemagne". Pendant deux ans (1760-1762), Léonard
EULER (mathématicien né a Bale en 1707 et mort en 1783) adressa tous les deux
jours une chronique scientifique a une cousine du roi Frédéric II, la princesse
Ludovica, alors 4gée de 15 a 17 ans. Elle fut abbesse dans un couvent pour
demoiselles de sang rovyal.

Dans cet extraordinaire cours par correspondance le savant adopte un ton juste,
sans trop de flatteries inutiles. Mais il évite soigneusement tous les calculs,
démonstrations et discussions qui pourraient rebuter son Altesse. Les lettres
furent publiées en 1768, connurent un succés sans précédent dans le monde

scientifique et furent traduites en allemand et en russe dés 1769.
LETTRE CLXIII

Un moyen trés sir de trouver la longitude seroit une horloge, ou montre,
ou pendule gi parfaite, c’est-a-dire qui marcheroit toujours si également et
exactement, qu’aucune secousse, qu’elle éprouveroit en voyageant, ne seroit
capable d’en alterer le mouvement.

Supposons qu’on soit parvenu & exécuter une telle horloge, et faisons voir,
comment par son moyen on seroit en état de résoudre le probléme des longi-
tudes. Pour cet effet je dois retourner & la considération des méridiens, qu’on
congoit étre tirés par tous les lieux de la terre.

V.A. sait, que le Soleil fait tous les jours un tour autour de la terre, et
qu’il passe par conséquent successivement au dessus de tous les méridiens dans
le tems de vingt-quatre heures.

Or on dit que le Soleil passe au dessus ou par un certain méridien, si la
ligne droite tirée du Soleil au centre de la terre C' passe précisément par ce
méridien. Ainsi si, 8 présent, la ligne tirée du Soleil au centre de la terre passoit
par le méridien BLM A, on diroit que le Soleil
passe par ce niéridien, et alors il seroit midi en
tous les lieux situés sous ce méridien: mais sous
tout autre méridien, il ne seroit pas midi dans
ce méme moment; il seroit donc ou avant, ou
apres midi.

Si le méridien BNA est situé plus vers
Iorient que le méridien BM A4: le Soleil en fai-
sant son tour de l'orient & 'occident passera
par le méridien BNA avant que de parvenir
au méridien BMA, il sera donc plutét midi
sous le méridien BN 4 que sous le méridien
BMA ; par conséquent lorsqu’il sera midi sous
ce dernier méridien, le midi sera déja passé
sous tout autre méridien situé vers 'orient, ou il sera déja aprés midi. Au con-
traire il sera encore avant midisous tout méridien BD A4 situé plus vers l'occi-
dent, parceque le Soleil n’y parvient qu’aprés avoir déja passé par le méri-
dien BMA.

Pole boréal
B

Pole méridional
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Ensuite comme le mouvement du Soleil se fait uniformement, et qu’il
acheve le tour entier de la terre, c’est-a-dire 360 degrés, en vingtfciuatre heures,
il parcourrera chaque heure un arc de 15 degrés. Donc lorsqu’il est midi ici &
Berlin, et & tout autre lieu situé sous ce méme meéridien, le midi sera déja
passé sous les méridiens situés plus vers l'orient; et en particulier sous le
méridien éloigné vers lorient de 15 degrés de celui de Berlin, il sera déja une
heure; sous le méridien éloigné de 30 degrés, deux heures; sous le méridien
éloigné de 45 degrés, trois heures aprés midi etc. et ainsi de suite. Le contraire
arrivera aux lieux situés sous des méridiens plus occidentaux que celui de
Berlin: et 8’il est midi ici, il ne sera que 11 heures avant midi sous le méridien
éloigné de 15 degrés; 10 heures avant midi sous le méridien éloigné de 30 de-
grés; 9 heures avant midi sous le méridien éloigné de 45 degrés vers 'occident,
et ainsi de suite; une différence de 15 degrés entre les méridiens, produisant
toujours une heure de différence dans le tems.

Pour éclaircir encore mieux, ce que nous venons de dire, considérons les
deux villes de Berlin et de Paris: et puisque le méridien de Berlin est de 11
degrés 7 min. 15 sec. plus vers l'orient que celui de Paris, en comptant une
heure pour 15 degrés, cette différence de 11 degrés 7 min. 15 sec. donnera 44
minutes et 29 secondes de tems ou & peu prés trois quarts d’heures. Donc lors-
qu’il est midi & Paris, il y aura & Berlin déja 44 min. 29 sec. aprés midi, et
réciproquement, lorsqu’il est midi ici & Berlin, il sera encore avant midi &
Paris, ol T’horloge ne montrera que 11 heures 15 min. 31 sec.; de sorte que le
midi n’y arrivera qu’aprés 44 min. 29 sec. de tems. D’ott I'on voit qu’a chaque
moment les horloges & Berlin doivent montrer plus qu’elles ne font & Paris, et
que cette différence doit faire 44’ 29” de tems.

La différence entre les méridiens de Berlin et de Magdebourg est d’1
degré 14 min. dont Berlin est plus oriental que Magdebourg: cette différence
réduite en tems, donne 6 minutes 40 secondes, que les horloges de Berlin doi-
vent marquer plus que celles de Magdebourg. Par conséquent 'l est midi &
Magdebourg, ou si les horloges, que je suppose étre bien réglées, y marquent
X1I heures, les horloges de Berlin doivent marquer au méme instant 12 heures
6 min. 40 sec. de sorte qu'il y fasse déja aprés midi.

V. A. voit de 13 qu’a mesure que les lieux different en longitude, ou qu’ils
sont situés sous des méridiens différens, les horloges bien réglées y doivent
aussi marquer des heures différentes au méme instant, et que cette différence
doit étre d’une heure entiere, lorsque la différence en longitude est de 15 degrés:
chaques 15 degrés en longitude produisant une heure de tems pouf,ia, différence
que des horloges bien réglées doivent marquer dans ces différens endroits au
méme moment.

Si P'on vouloit donc se servir d’une horloge pour trouver la longitude des
endroits par lesquels on passe, il faut d’abord la bien régler en quelque endroit
qu'on se trouve: ce Réglement se fait sur I'observation du midi, qui est le
moment, ol le Soleil passe par le méridien de ce lieu, et alors I'horloge doit
montrer précisement XII heures. Ensuite I'horloge doit étre tellement ajustée,
que toujours aprés vingt-quatre heures, lorsque le Soleil retourne au méme

méridien?), 'indice aprés avoir fait deux tours entiers revienne exactement
sur XIT heures: si cela est bien observé, de telles horloges bien réglées ne seront

d’accord en différens endroits, que lorsqu'ils sont situés sous un méme méridien;
mais lors qu'ils sont situés sous des méridiens différens ou qu'il y & une diffé-
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rence entre leurs longitudes, les tems que les horloges marqueront au méme
moment seront aussi différens; en sorte qu’a chaque différence de 15 degrés
en longitude, il réponde une heure entiere de différence dans les tems marqués
par les horloges.

Donc réciproquement, en connoissant cette différence entre les tems que
des horloges bien réglées marquent en différens endroits, au méme instant, on
en conclura aisément la différence qui se trouve entre leurs longitudes, en
coxﬁptant toujours 15 degrés pour une heufe et un quart de degré pour une

minute.
le 15 Septembre 1761

Les explications d'EULER font penser a deux voyages célébres, 1'un réel, l'autre
imaginé :
- le tour du monde, en bateau, effectué de 1'Est vers 1'Quest par 1'équipage de
MAGELLAN de 1518 a 1522 (lui-méme est tué aux Philippines et ne fait donc
pas le tour complet). Pendant tout le voyage les pilotes ont pris soin de noter
les jours écoulés. Cependant, presqu'au terme de leur voyage, lors d'un arrét
dans une base portugaise le long des cbtes d'afrique, ils apprennent qu'on est
jeudi alors que leurs notes et leurs calculs leurs disaient qu'ils étaient a la date

d'un mercredi.

- Le tour du monde en quatre vingt jours de Philéas Fogg et Passepartout, situé

en l'année 1872 par 1' auteur Jules VERNELe voyage se fait de 1'Ouest vers 1'Est.

LE TOUR DU MONDE EN 80 JOURS

« Surtout, dit-il, que je prenne bien garde de ne pas manquer

le bateau!
— Vous avez le temps, répondit Fix, il n’est encore que
midi! »

Passepartout tira sa grosse montre.

« Midi, dit-il. Allons donc! Il est neuf heures cinquante-deux
minutes !

— Votre montre retarde, répondit Fix.

— Ma montre! Une montre de famille, qui vient de mon
arriere-grand-pére ! Elle ne varie pas de cing minutes par an.

— Je vois ce que c'est, répondit Fix. Vous avez gardé 'heure
de Londres, qui retarde de deux heures environ sur Suez. Il faut
avoir soin de remettre votre montre au midi de chaque pays.

— Moi! toucher a ma montre ! s’écria Passepartout, jamais '

— Eh bien, elle ne sera plus d’accord avec le soleil.

~ Tant pis pour le soleil, monsieur! C’est lui qui aura
tort! »

Et le brave garcon remit sa montre dans son gousset avec un
geste superbe.

Ainsi Passepartout conserve l'heure de Londres sur sa montre, mais si celle-ci
avait indiqué aussi la date, il se serait apercu qu'ils arrivaient a temps
a Londres pour gagner le pari. 79 jours s'étaient écoulés a Londres alors qu'ils

avaient vécu 80 jours de voyage (journées racourcies).
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CYCLOIDE

1 Définition de la cycloide

" La roulette est une ligne si commune, qu'aprés la droite et la circulaire, il n'y

en a point de si fréquente; elle se décrit si souvent aux yeux de tout le monde;
qu'il y a lieu de s'étonner qu'elle n'ait point été considérée par les anciens,
dans lesquels on n'en trouve rien : car ce n'est autre chose que le chemin que
fait en l'air le cliou d'une roue, quand elle roule de son mouvement ordinaire,
depuis que ce clou commence a s'élever de terre jusqu'ad ce que le roulement
continu de la roue l'ait rapporté & terre, aprés un tour achevé : supposant que
la roue soit un cercle parfait, le clou, un point dans sa circonférence, et la

terre parfaitement plane'. Pascal.

2 Construction par points

Dans un papier fort et blanc, découper
un cercle de rayon r = 3 cm. Partager.le
cercle en 16 secteurs égaux. Tracer les
rayons correspondants et numéroter les

de 0 a 15. Marqguer une encoche sur le

rayon n® O au niveau de la circonférence
du disque ; elle symbolise le clou de la

roue.

Tracer une droite et y placer 21 points distants les uns des autres de 1,2 cm
et numérotés 0,1, 2, ...., 14, 15, 0, 1, 2, 3, 4.

Ainsi la distance du point O au point 15 correspond approximativement & la
circonférence du disque.

On se propose de faire rouler le disque le long de la droite et de noter la
trajectoire de 1'encoche ; on obtient ainsi une arche de cycloide.

Placer le disque le long de la droite, 1'encoche cofncidant avec le n® O de la
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droite. Lorsque la roue tourne, chaque rayon tracé vient se placer en face du

numéro correspondant sur la droite. A chacun de ces instants, faire un point

dans 1'encoche.

@m
0 1 L 3 & 5 & 3 ® 8 40 4 4 A3 4y 45 O 4 ¢

Observer le dessin suivant. Il correspond & une construction analogue & la

précédente.




EXERCICE : Voici un exercice proposé dans le livre du probléme, vol.5 de
I'IREM de Strasbourg (p. 53).

@ ' Aire et longueur d’une arche de cycloide
approchee

On sait qu’une cycloide est la courbe décrite par un point fixé sur
un cercle, lorsque ce cercle roule sans glisser sur une droite D. Si
I’on remplace le cercle par un polygone régulier 2 n cotés, un
sommet fixé de ce polygone décrit une “‘cycloide approchée”.

1° Calculer, en fonction de n et du rayon R du cercle circonserit
au polygone, 'aire S limitée par une arche de la cycloide
approchée et la droite D.
Quelle est la limite de S, lorsque n tend vers + o= ?

2° Calculer de méme la longueur L, d’une arche de la cycloide
approchée, et étudier la limite de L, lorsque n tend vers + e .
Effectuer le calcul de L’ .

On a représenté ci-dessus une arche de la cycloide approchée dans
le cas d’un pentagone.

Remarque : la somme des aires des triangles hachurés

est égale a celle du pentagone.

Dessiner la figure obtenue en faisant basculer un hexagone régulier au lieu d'un
pentagone. R étant le rayon du cercle circonscrit a cet hexagone, calculer L6 et

S6en fonction de R.

Puis dessiner la figure obtenue en faisant basculer un octogone régulier.
R étant le rayon du cercle circonscrit a l'octogone, calculer la longueur d'un cété
de l'octogone en fonction de R, ainsi que les longueurs des diagonales de cet octogone.

En déduire L8 et 58.

Le calcul est encore assez simple dans le cas d'un dodécagone.
On pourra se dispenser de faire la figure qui est alors difficile a réaliser et a

exploiter.
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3 Propriété spécifique de la cycloide : (voir page 80)

Cette propriété a été considérée par FERMAT , PASCAL, WALLIS et HUYGENS comme
la propriété caractéristique de la courbe. La démonstration, gui suit est

attribuée a WREN ; on la trouve dans ' 1'horologium oscillatorium'" de HUYGENS.

E étant un point de la cycloide, on montre que le segment EG est égal a 1'arc
de cercle éﬁ.

. TN L) . ~~ 7~
On sait que AD = KEL et AK = EK par conséquent KD = EL = GB.

N V)
Les segments KD et EG sont paralleles et égaux, les arcs EK et GD le sont aussi,

——
donC!EG = GB.I

4 Roberval, les indivisibles et l'aire sous la cycloide : (voir page 8%)

Cavaliert, pouss¢ par son maitre Galilée, publie en 1635 une
« Geometria Indivisibilibus Continuorum Nova Quodam Ratione

Promota » (Géométrie des continus indivisibles suivant une nouvelle D
méthode). [l n’accepte pas la simplification képlérienne. mais définit S .
—\’,‘ B / A’?
/B

une surface comme formée d’objets (segments de droite) ayant une
seule dimension, de méme un volume comme formé de surfaces
'

planes (une dimension en moins par rapport a un volume). Ce

A / B
sont les « indivisibles » lesquels ne sont pas des infiniment perits,
mais que Cavalieri ne définit nulle part. « Ainsi les plans constituent \

un volime comme les pages d'un livre forment ce livre ». Cavalieri
donne l'exemple explicatii{g suivant

L’aire du parallélogramme ABCD vaut deux fois celle du triar}gle
ABC, car lorsque AA’ = CA”, on a A'B’ = AB” et donc les trian-
gles ABC et ADC sont. « composés » d’éléments égaux, donc ont
une aire égale.
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Extrait de :

J.E. Montucla, le célebre historien des mathématiques, dira
« On ne peut disconvenir que Cavalieri s'énonce d'une maniére un
peu dure pour des oreilles accoutumées a.l'expression géométrique ».
Cependant, il faut bien remarquer, ce qu'on lui reprochera étour-
diment, que Cavalieri n'empile pas des petites tranches, ou tranches
infinitésimales, ayant la méme dimension que la surface & mesurer,
pour ensuite passer a la limite. C'est a priort que la surface posséde
les segments de droite comme éléments constitutifs et on déduit
Iégalité de deux aires de Pégalité des éléments constitutifs, non pas
d’un raisonnement par passage a la limite.
Une application célébre, le premier théoréme du Livre VII de son
ouvrage, érablit que :
« Leés figures planes, placées entre deux paralléles dans lesquelles des
lignes: quelconques, paralléles aux premiéres, découpent des segments
¢gaux, sont égales ».
Clest ce résultat que Roberval utilisera pour carrer l'arche de
cycloide en 1634 (Traité des indivisibles).

Nombre, mesure et continu, de Jean DHOMBRES

" Nous allons voir la méthode des indivisibles,

appliquée par Roberval, 3 la quadrature de 1la cycloide.

Considérons le segment AC égal & la demi-circonférence
AGB du cercle générateur. Partageons ce segment et cette demi-cir-
conférence en une infinité de parties égales telles que AM = AE.
Soient m, n etc.. les points d'intersection des droites Ee, Ff etc..
avec les perpendiculaires menées de M, N etc .. 3 la droite AC :
ces points sont les points d'une courbe appelée par Roberval, la
“compagne" de la roulette. Les points m', n' etc des droites Em,
Fn etc tels que Ee = m'm, Ff = n'n etc sont les points de 1a cycloi-
de ; en effet, lorsque le centre du cercle générateur est sur la
perpendiculaire menée de M 3 AC alors AE = Mn' etc. La comﬁagne

N

/// N A
N

o

partage le rectangle ABCD en deux surfaces égales car chacun des
segments Mm, Nn etc a son égal dans 1'autre moitié. D'autre part,
T'aire entre les deux courbes est égale & 1'aire du demi-cercle
AGB car la somme des segments Ee, Ff etc. est égale @ la somme des
segments m'm, n'n etc. Par conséquent 1'aire sous la demi-cycloide
est égale & la moitié de 1'aire du rectangle ABCD plus la moitié du
cercle générateur, c'est-a-dire aux trois demis de 1'aire du cercle
générateur. L'astuce de ce calcul consiste en 1'introduction de 1a

courbe compagne qui est de toute évidence symétrique par rapport au

centre du rectangle ABCD.
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Annexe Dans une lettre de 1644 & Torricelli, Roberval prétend

qu'd 1'époque ol Cavalieri publiait sa méthode, i1 était en posses-
sion d'une méthode semblable, qui lui était venue & la lecture du
"divin Archimide" . Dans son "Tha«té des {ndivisibles™, Roberval
considére les indivigibles comme un moyen de "tiren des conclusions"
et il explique les suppositions inhérentes aux indivisibles en leur
rendant une dimension supplémentaire : "fa multitude infinie de
points" qui compose 1a ligne entiére représente une infinité de pe-
tites lignes ; de méme "£'infinitd de Lignes neprdsente £'infinité
des petites superfici®s qui composent La supenfdicie totale" et "£'in-
finite des superficies neprésente L'infinité de petits solides qui
composent ensemble Le solide foral." Par conséquent, Roberval utilise
et défend les indivisibles bien que sa conception différe de celle

de Cavalieri.

5 Méthode des tangentes de Roberval appliquée a la cycloide

Il n'est pas aisé de déterminer 3 partir de quelle da-
te Roberval posséde sa méthode pour obtenir les tangentes. Dans une
lettre adressée & Fermat Te 4 aoGt 1640 i) dit T'avoir "inventée au
Lemps mome que §'dnvental cette noulette, Laguelle negle ou mithode
je n'avads encone communiquée a personne, m'étant contents d'en a-
vodr démontnd Les effets a M. Pascal [1] en La tangente de fa qua-
datnice qu'il thouvait des plus difficiles” [2) et date par conse-
quent son invention de 1635. Pascal, dans son histoire de 1a Roulet-
te, confirme cette date en affirmant que Roberval,a 1'époque oo i1
trouva 1'aire de 1a cycloide, c'est-a-dire en 1635, y ajouta "£'in-
vention des touchantes de cetfe Ligne, pax une méthode qu' L0 trouva
afons, et qu'il divulgua incontinent, Laguelle est 4 géninale qu'el-
Le 8'étend aux touchantes de toutes Les counbes : elle consiste en
La composition des mouvements" [31. .Pourtant, Descartes donne a Mer-
senne le 23 aolt 1638 la construction de la tangente & la cycloide
en disant que c'est une question “que celud que vous estimez Lo prAR-
cipal de vos géomitres [i] s'agit de Robervall confesse ne savoin
pas" [4]1. Pourquoi Roberval aurait-il caché son invention ? Nous re-
viendrons sur cette question car elle aborde 13 maniére dont le sa-
vant considérait sa méthode.
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Nous trouvons la méthode de Roberval dans ses "Observa-
Lions swr La composition des mouvements of surn e moyen de thouven
Loy Louchantes des Lignes counbes” publié en 1693. Le concept de tan-
gente est fondé sur 1'idée de mouvement : Roberval énonce 1'axiome ou

principe d'observation suivant : "fa dinection du mouvement d'un point
qul diendit une Ligne counbe, est (o Teuchante de Po Ligne ceunbe

en chaque position de ce point £a" d'ou découle 1a reqle "Tan fes
PROPALELES spEcifiques de fa Ligne courbe {qui veus sencat dunmées)
examinez Les divens mouvements qu'a £ point qud La décadt o g
droit ol vous voulez menen fa Louchante : de tows res USHNET e )
compodez en un seul, tinez La Ligne do ditoction du mevvement com
POLE, voust awrez fa Touchante de ta Lagne ceunbe” (5] La démons -
tration de cette régle est, dit Roberval, "mot a met dans fo pran-
cdpe’

Un point décrit une courbe dont la nature dépend du rap-
port des mouvements .auxquels il est soumis; la méthode ne peut
donc fonctionner que dans Tes cas o ce rapport est facile & dé-
terminer. Dans les “Observations®, onze courbes sont traitées dont
la parabole, 1'hyperbole, 1'ellipse, la conchoide de Nichoméde, 1a
spirale d'Archiméde. Nous allons voir ]'app]icatiop de la regle 3
cycloide.

Un point de 1a cycloide est soumis & un mouvement droit
et a un mouvement circulaire ; les directions de ces deux mouve-
ments étant trouvees, 1a direction du mouvement Composé sera la
touchante. €onsidérons un point E de la cycloide ABC de base
AC et d'axe BD . La direction de la tangente FH au cercle de
diamétre BD est la direction du mouvement circulaire auquel est
soumis E . La direction de 1la droite [F est celle du mouvement
droit. Soit H e point de EG tel que EF = FH s alors HE est
la tangente de 1a cycloide en E car sa direction est la direction
composée des deux mouvements [6].

Roberval donne également la construction plus générale englobant

y & 3 i 6 du cercle géné-
les cas o0 AC n'est pas égale & la circonférence g

rateur. '
Cette géométrie mécanique inaugurée par Roberva1 pouvait
gtre féconde, comme le prouveront les travaux de Newton. Elle vaut
~d'étre replacée dans le contexte de ses travaux sur le mouvement
des projectiles; dans son Traité de Mécanique i1 étudie le mouve-
ment d'un boulet de canon : "la viofence d'un boulet de canon est
composte de deux Lmpressions. L'une est purement violente, venant
du canon méme et.de £a poudre enffammée a poussen Le boulet. L'au-
tre est natunelle, Etant causle par fa pesanteun propre du boulfet
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[...] Le mélange de ces deux Aimpressions violente et natunelle fait
que Le bowlet ne suit précisément ni L'une ni £'autrhe, mais au com-
mencement L sudll presque entidrement La violente Laguelle est sans
comparalson plus grnande que La naturellfe! [7] Dans la méthode de
Roberval, comme dans celle des Fluxions de Newton, un probieme po-
sé sur la nature des courbes se réduit a un probléme sur les mouve-
ments. 11 n'est. pas facile de savoir 1'influence que put avoir Ro-
berval dont les "Observations" ne furent publiées qu'en 1693. I1
faut signaler que Torricellipublia une méthode assez semblable en
1644, ce qui fut cause de disputes entre les deux hommes... et en-
tre les historiens.

[1] Il s'agit d'Etienne Pascal, pere de Pascal.
[2] FERMAT peuvres T.H. t.I1 p.200

[3] PASCAL Oeuvres Seuil p.118

[4] DESCARTES Qeuvres A.T. t.I11 p. 308

[5] ROBERVAL Observations sur la composition des mouvements et
sur le moyen de trouver, les touchantes des 13
Rec. de 1'Acad. tome VI p. 25-25

[6] ROBERVAL Observations .... p. 78-81.

gnes courbes.

[7] cits par DUGAS Histoire de la Mécanique p. 145,

6 Tracé des tangentes et des normales

Grice & la méthode " d'adégalité " de FERMAT, on peut établir le résultat
suivant : la tangente en E a la cycloide est paralléle a (FB) c'est-a-dire
portée par (EL).

La droite perpendiculaire en E & la tangente en E a la courbe est appelée
NORMALE & la courbe au point E. Le triangle LEK étant un triangle rectangle,

sn en déduit que la droite (EK) est la normale a la cycloide au point E.
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La méthode des développées ; le pendule cycloidal de Huygens :

Dans la troisiéme partie de "L'honolLogiwn 0sciflatoniun”
Huygens définit développante et développée d'une courbe : "Si £'on
considene un 4L, ou une Ligne fLexible, enrowld sur une Ligne cour-
bée vers un seul cité, et que, une extrdmits du §4L demewnant atta-
chie & fa counbe, £'autre en est Ecantée de telle maniine que La
partie Libne du §4E neste toujouns tendue, il est manigeste qu'une
centaine authe courbe est décrite par une extndmits du §4L. Donnons
Lui Le nom de Développante. Et que celle sunr Laquelle Le §il oat en-
noul? ponte Le nom de Développée" Sur la figure, ABC est la dévelop
pee et ADE 1la développante, DB est tangente & la développée en §.

£

Al

Propriété : Toute normale a la développante est tangente & la développée

[ON

et inversement toute tangente & la développée est normale a

la développante.

Illustration : Dessiner un cercle de cycloide en utilisant la construction par

points donnée en 2 , et pour chaque point placé dessiner la

normale en ce point a la cycloide.

Il semble que la développée de cette demi-arche de cycloide soit constituée

de deux demi-arches de cycloide. Il suffit de le démontrer.

=75 -



A

L C

On peut écrire la suite d'égalités
PN —
L'B=EL =Wr - EK = AG —= AK = KG = L'C

Donc L'B = L'C, et le point B appartient & une cycloide définie par

cerble de rayon r.

Des propositions IV et V, Huygens déduit le résultat
cherché : Proposition VI "Parn £'évolfution, @ partin du sommet, d'
une demi-cycloide, une authe demi-cycloide est décnite, égale et
semblable & fa premiZre, dont La base coincide avec £a droite qui
touche £a Cycloide déveluppte en son sommet’ En approchant ce ré-
sultat de la proposition XXV de la partie II, i1 conclut gu'"4if
est cladln que Le pendule, suspendu ef mis en mouvement entre une
paine de Lames counbées en goame de demi-cyclolde, décrit pan son
mouvement un are de cycloide el que pan conséquent ses oscillations,
quelle que s04% Lewn amplifude, sont ex@cutées dans des temps égaux’

Huygens avoue "qu'll {gnore $L celie prdpniézé

hemarquable est donnée a aucune autre Ligne, savoin celle de se dé-
crnire 804 -meme par son Evolution"[38]. En 1678, de Vausmesle dé-
couvrit que la cardioide [39] se développe en une cardioTde triple
de la premiére et Huygens montra que 1'évolution d'une épicycloide
donne une épicycloide [39]. En 1692, Jacques Bernouilli montra la
méme propriété pour la spirale logarithmique. Quelques années plus
tard, Herman et Craft montrérent que 1a cycloide et la spirale lo-
garithmique {40] & angle constant de 45° sont les seules courbes
engendrant des courbes égales [41].
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Huygens obtient comme corollaire de la proposition VI que
la longueur de la cycloide est la longueur de 1'arc AB . La lon-
gueur de la demi-cycloide ABC est égale 3 FC , donc double de
son axe AD . La longueur de 1'arc de cycloide AB est égale a BE,
donc double de BK car EK = AH = BK . Huygens rend & Wren le mé-
rite d'avoir découvert ce résultat puis rend hommage pour leurs tra-
vaux sur la cycloide & Mersenne, Roberval, Pascal et Wallis. Cette
phrase de Huygens sera la conclusion du chapitre : "Pour nous, nous
avons rapporté ce qui préceéde puisqu’'il nous sembfait que nous ne
devions pas passer sous silence des inventions 84 befles par Les-
quelles i est arnnive que de toutes Les Lignes aucune n'est main-
Lenant connue mieux et plus & fond que La cycloide® [42].

{38] HUYGENS Qeuvres complétes t. XVIII p. 104

[39] L'épicycloide est la courbe décrite par un point d'un cercle
de rayon r roulant & 1l'extérieur d'un cercle de rayon R.
La cardioide s'obtient pour r = R .

[40] 1La spirale logarithmigque a la propriété de couper tous ses
rayons vecteurs sous un angle constant.

[41] HUYGENS Oeuvres complétes t. XVIIT Avertissement p. 40

[42] HUYGENS Oeuvres complétes t. XVIII p. 204.
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QUELQUES NOTES SUR LA VIE ET L'OEUVRE DE HUYGENS

HUYGENS

Un tres grand savant de réputation internationale,
mais dont les activités principales sont d’ordre
mécanique, astronomique et physique, plus que
d’ordre géométrique ou algébrique, voila Christiaan
Huygens (1629-1695). N¢é a La Haye, fils de Cons-
tantin Huygens, secrétaire du stathouder des Pro-
vinces-Unies, il fit ses études a I’Université de
Leyde ou il fut I'éleve de Van Schooten. A Iage
de 22 ans, il publia un court texte pour réfuter la
prétendue quadrature du cercle de Grégoire de
Saint-Vincent. En 1654, il fit la preuve du procédé
trigonométrigue de Snell (physicien hollandais a
qui nous sommes redevables de la découverte de
la toi de réfraction) pour le calcul de r, et durant
cette méme année, son frére et lui élaborerent une
nouvelle technique de polissage du verre qui leur
permit de réaliser des observations astronomiques,
par exemple sur la nature des anneaux de Saturne.
Il se rendit a Paris en 1665 ou il fréquenta la
plupart des savants frangais et s’y fixa de 1666 a
1631, recevant de Louis X1V une pension de 6000
livres. Membre de I"Académie des sciences dés
Porigine, il fut forcé de retourner en Hollande en
1685, a cause de la révocation de ['édit de Nantes
qui obligeait tout protestant a quitter la France
catholique. Professeur dés lors a Breda, il y diffusa
Christiaan Huygens la géométrie cartésienne et, en 1689, il se rendit en
Angleterre pour faire connaissance avee Newton.
1l passa ses dernieres années en Hollande ou il se
consacra a ses études sur la propagation de la
lumiere.

Le plus célebre de ses ouvrages Horologium
oscillatorium, publié a Paris en 1673, présente ses
découvertes sur le pendule qui s’étalent sur une
vingtaine d'années. Il veut, en premier lieu, adapter
le pendule au réglage des horloges, et ce but techni-
que ’ameénera a innover en horlogerie et, indirecte-
ment, en mathématiques.

11 constate que Iisochronisme des oscillutions
n'est pas absolu comme l'avait cru Galilee, car
Pamplitude est non négligeable. Au moment ou
Huygens invente le pendule cyclotdal, ascal lance
le défi sur la roulette a tous les mathématiciens du
monde. Huygens montre que si le pendule simple
décrit une roulette, la courbe obtenue est isochrone.
I lui restait & trouver la forme des lamelles réglant
la longueur du fil pour que la masse du pendule
décrive bien la roulette. La solution consista a faire
osciller la masse du pendule entre deux machoires
cycloidales.

Durant cette recherche sur le pendule, Huy-
gens est amené a 'étude des développées et des
développantes. théorie qu'il fonde et qui lui permet
de déterminer les développées des coniques, de
montrer que la développée d’une courbe géomé-
frique est elle-meéme géométrique et rectifiable algé-
hriquement, et que celle de la cycloide est une
cycloide égale.
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Diagramme extrait de Horologium oscillatorium d‘Huygen§
{1673). La figure ci-dessus illustre les machoires cycloidales qui
enfrainent Ploscillation du pendule selon un arc cycloidal.

On trouve aussi dans ce traité de dynamique
'expression exacte de la force centrifuge dans un
mouvement circulaire, la théorie du centre d'oscil-
lation, les lois d’Huygens sur le mouvement du
pendule, le principe de la conservation de I'énergie
cinétique, la découverte de I'horloge a balancicr et
du mécanisme a échappement.

Parmi les autres contributions mathématiques
d’Huygens, signalons un petit traité intitulé¢ De
Ratiociniis in ludo aleae, le premier traité qui ait
paru sur les probabilités, comprenant les divers
problemes résolus par Fermat et Pascal sur le sujet
et d’autres nouveaux probleémes provenant de diffé-
rentes sources. Huygens rectifia aussi la cissoide de
Diocles et la cycloide, en plus d'écrire sur la courbe
logarithmique et d’entretenir une correspondance
avec les mathématiciens de son temps.

A la mort de Van Schooten, en 1660, année de
fondation de la Royal Society. I'école hollandaise
de mathématiques est en perte de vitesse et. apres
le départ de Huygens pour Paris, on peut affirmer
gue les mathématiciens anglais assurent a leur tour
une certaine suprématie. Ces mathématiciens de
talent, entre autres Wallis, Gregory et Barrow vont
s'illustrer tout particulierement dans le domaine du
calcul différentiel et intégral.

Voici un extrait d'une lettre de HUYGENS a4 OLDENBOURG (1673).

[Fig. 8.]

A @

nCe n’est pas grande chose . . .. d"avoir {ait la démonstra-
tion d'unc proposition desia trouvee”, Cependant {a dé-
monstration de Pardies nous paralc assez remarquable: [I
suppose (en observant aussi qu'on peuc perfectionner le
raisonnement en enfermant le temps towal dont il s'agit
entre deux limices) que le point pesant parcourt succes-
sivernent [ Fig. 8] les droites a4, ed, ef, etc. — tangentcs
i la courbe ~ dgales et paraliéles & AB, CD, EF, ewc,,

1 .
ot AB = :K AG,CD = }1 CG, EF = ~EG, le nombrs

arbirraire n pouvant dere pris fort grand. Un mobile M,

partant de @ parcourra ['élément 24 dans le mdme temps qu'un mobile M_, partantde ¢, pac-
courra ¢4, ou un mobile M,, partanc de ¢, I"élément ef. De plus M, parcourra ensuite cd d:fns
un temps égal 1 celui nécessaire 2 M, pour parcouric ¢f, etc. Tous les mobiles, de quelque point
qu’ils partent, finiront par se rejoindre 2u point G,

Dans 'exécution de ce calcul it fauc faire usage de ce que ['accélération avec laquelle un

€lément tel que cd est parcouru, est proportionnelle 3 CG, donc aussi 1 la longueur de Usr

~r

<G, double de CG, ou du moins d'un raisonnement qui suppose impliciternent cette propor-

tionnalité.

Dans ce passage il est expliqué qu'un mobile dont le support de la trajectoire est

la cycloide ag, mettra le méme temps pour arriver en g, qu'il parte de a, de c ou

N A (o A N
de e... C'est ainsi que le pendule cycloidal conservera la méme période méme s'il

est soumis a des secousses.
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De LA cHUTE
DES CORPS
CRAVES.

152 L'HORLOGE A PENDULE. 1673.

PROPOSITION XIV.
Soit ABC une cycloide [Fig. 351, AC fa bafe, BD fon axe. Je penfe qu'on voir

avec évidesice comment cette ligne eft engendrée fuivant ce qui a été e:cpo[e‘plfm /z(m.t
[ur [a définition et [a defcription mécanique ™). Soit de plus BGD un cercle /ymém_'r-
que par rapport & I'axe BD. Tragons EF parallélement a la bafe AC par un poins
E arbitrairement choifi [ur la cycloide, laguelle paralléle coupe I"axe BD en ¥ et la
circonférence BGD en G. Je dis que la droite GE eft égale a I'arc GB*).

[Fig. 35.]
1, B

A K D ¢
En effet, foit décrite par le point E une circonférence de cercle LEK égale 2 BGD
et touchant la bafe de la cycloide en K. Menons aufli le diameétre KL. La droite AK
eft donc égale a I'arc EK. Mais la longueur enti¢re AD eft égale 2 la demi-circonfé-
rence KEL; par conféquent KD cft égale a I'arc EL ou GB. Or, KD ou NF eft égale
2 EG, puifque EN = GF et que la partie NG leur eft commune. 1l eft donc prouvé
qu’on a aufli : GE = arc GB.

f

PROPOSITION XV.
Un point fur une cycloide érans donné, mener par lui une td;zgeme alacycloide 3).

Soit ABC [Fig. 36] la cycloide et B le point donné fur lui par lequel il faut mener
la rangente. , )

Conftruifons autour de I'axe AD de lacycloide le cercle générateur AED et menons
BE parallelement 2 la bafe de la cycloide, laquelle paralléle coupe la circonférence du
cercle nommé en E. Joignons les points A ct E par une droite et tirons enfin par B
une parallele HBIN a cecce derniére. Je dis que cette paralléle touche la cycloide en B.

En effec, prenons {ur la paralléle un point H quelconque diffi¢rent de B, d'abord

[Fig. 36.]
A

B //L FV ) \

L
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Voir proposition 13,

Voir proposition 12,

(Fig. 34.]

vers le haut, et menons par H une droite paraliéle a la bafe de la cycloide, coupant
celle-ci en L, la circonférence AED en I et la droite AE en M. Comme KL cftalors
égale d I'arc KA et que la droice KM eft plus petite que I'arc KE, la droite ML fera
inféricure a I'arc AE, ca.d. 2 ladroite EB ou MH; d'ou il apparait que le point H
eflt fitué en dehors de la cycloide.

Prenons en fecond lieu furla droice HN un point N fitué au-deffous de B et menons,
comme plus haut, par N une droite paralléle 2 la bafe, coupant la cycloide en Q,
circonférence AED en O, et le prolongement de la droite AE en P. Comme OQ eft
alors égale a I'arc OA et que OP eft plus grande que I'arc OE, PQ fera inférieure a
'arc EA, c.a.d. 2 la droite EB ou PN. Dot il apparait de nouveau que le point N (e
trouve en dehors de la cycloide. Puilque tous les points pris fur la droite HBN, ex-

cepté B, font donc fitués en dehors de la cycloide, il eft érabli que cetre droite touche
la cycloide en B. C. Q. F. D.

PROPOSITION XII

Confidérons un cercle ABC [Fig. 33] de diamétre AC, auquel la droite FG eft
perpendiculaire. Suppofons que cette derniére [oit coupée e dehors du cercle par AF
émanant de Uextrémité \ du diamétre et coupant néceffairement la circonfdrence,
par exemple en B. fe dis que Farc BD, intercepté par les lignes GF et AF, eft inf3-
rieur & la droite DF.

(Fig- 33- Joignons en effec les points B et C parune
droite et tirons du point B une cangente BE
a la circonférence, laquelle rencontrera ne-
ceffairement la droite FG entre F et D.
L'angle BAC intérieur au cercle eft donc
F c égal a 'angle ERC*). Par conféquenc aulli
l'angle FBE qui forme avec EBC langle
droit FBC fera égala BCA. Or, comme les
triangles ABC et AGFE font f{emblables,
I'angle ' lui aufli fera égala langle ACD. Le
méme angle [" eft donc égal 2 l'angle FBE.
_/ Par conféquenc le triangle FED eft iloteele,
c ayant les cotés égaux FE e EB. En ajoutant
1 chacun d’eux la droite EEDD, on aura donc
'égalité FD = BE + ED. Or, il cft certain que Uenfemble de ces deux demicres
droites ¢lt plus grand que I'arc BD ayanc les inéimes excrémirds et concave dans le
méme fens. Par conféquent FD fera auffi plus grand que le méme arc BD. Lapropo-
fition eft donc démontrée.

PROPOSITION XIII

4 :
Si, dans les mémes hypothéfes, la droite AB coupe DG a lintéricur du cercle

[Fig. 34], e dis que arc BD, intercepté entre les droites GD et AB, eft plus grind
que la droite DF.

En effer, joignons par une droite les points D et C et tragons la corde correfpon-
dant a l'arc DB. Comme l'angle ABD eft alors égal 2 ACD, c.a.d. a langle ADG,
et que l'angle DFD cft plus grand que 'angle ADE ou ADG, le méme angle DFD
fera plus grand que DBF. Par conféquent dans le tiangle DEB le cocé DB et olus
grand que le ¢6cé¢ DI, A-fortiori I'arc DB (era plus grand que la méine droite DF,
La propofition eft donc démontrée.
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Galileo Galilei (1564-

1642)

UN PEU D'HISTOIRE SUR LES INDIVISIBLES
ET LES TANGENTES

GALILEE

Galileo Galilei (1564-1642) est né a Pise d’un gen-
tithomme florentin peu fortuné mais instruit, qui avait
écrit un ouvrage sur l'histoire de la musique. II fit
des études de médecine & Pise, mais ne tarda pas
a s’intéresser particuliérement aux sciences, plus pré-
cisément a la mécanique et a ses applications. Encore
étudiant en médecine, il aurait fait une découverte
dont Pexactitude historique est fort douteuse. Clest
dans la cathédrale de Pise que Galilée, observant
Poscillation d’une lampe suspendue a la voite, aurait
eu l'idée que le mouvement d’un pendule est isochro-
ne, il montrera un peu plus tard que la période d’un
pendule est aussi indépendante du poids de ce pen-
dule.

‘Galilée, qui avait étudié avec attention les
ceuvres des grands savants de 'Antiquité, entre au-
tres, Euclide et Archimeéde, avait acquis trés tot une

certaine notoriété comme mathématicien, si bien que.
en 1589, a Iage de 25 ans seulement. il devenait
professcur de mathématiques a I'université de Pisc.
En 1592, on le retrouve & Padoue, car il avait quitté
sa chaire de Pisc a cause de controverses locales.
Occupant une chaire analogue, Galilée continue a
Padoue ses travaux de mécanique.-1l étudie les ai-
mants el commence a s'intéresser aux lunettes astro-
nomiques. A partir de 1609, il devient en quelque
sorte le conseiller scientifique du duc de Toscane ct
fait de nombreux voyages a Rome tout en devenant
membre de I'Académie des Lincei. Clest a cette
époque qu'il invente la lunette qui porte son nom
et qu'il met au point ses observations astronomiques.
Celles-ci I'ont probablement amené a adhérer gra-
ducllement et ouvertement aux idées de Copernic.
Toutefois. il dut sc montrer prudent car, cn 1615,
I'Inquisition romaine condamna les idées coperni-
ciennes et déclara hérétiques ceux qui les propa-
geaient.

11 se retire a cette ¢poque dans une petite villa,
a Arcetri aux cnvirons de Florence. I va consacrer
une quinzaine d'années de sa vie 4 poursuivre. dans
le silence et la méditation, ses recherches sur la
mécanique et sur Pastronomie. En 1632, Galilée
publie son fameux Dialogue sur les deux systéemes du
monde. ot les théses coperniciennes étaient réaflir-
mées avec vigueur. Le tribunal des inquisiteurs fit,
en 1633, comparaitre Galilée et P'obligea a renier
publiquement ses doctrines sur le mouvement de la
terre. Les derniéres années de sa vie furent consacrées
A un travail acharné pour faire progresser ses concep-
tions scientifiques. bien qu'il soit devenu aveugle en
1637. 11 mourut dans sa villa, en 1642 4 'age de 78
ans.



Ses principales  conclusions et découvertes
scientifiques se trouvent dans deux ouvrages écrits
en italien, I'un sur Pastronomie et l'autre sur la
physique. On lui est redevable d’avoir mis sur pied
la mécanique de la chute des corps et la dynamique.
I fut le premier & prendre conscience de la nature
parabolique de la trajectoire d’un projectile dans le
vide et 1l étudia les lots sur le momentum ainsi que
sur la résistance des matériaux.

Clesten 1632 qu'il révéla au monde son premier
grand traité, dont le titre frangais est Dialogue sur
les deux systémes du monde, celui de Ptolémée et celui
de Copernic. Cet ouvrage revét la forme d’un dialogue
entre trois personnages: Salviati, qui personnitie Ga-
lilce. Sagredo, qui est un ami a esprit ouvert. ol
Simplicio, Fhomme tétu et raisonneur qui svmbolise
la scolastique ct Paristotélisme.

Fn 1638, alors qu'il est soumis & unc’siricte
surveillance. comme suite & sa condamnation. Galilée
public une nouvelle mise au pomnt de ses wddes sur
fa mécanique. sous le titre Disconrs ef démonstrations
mathématiques relatives a dewx nouvelles scionees. qui
revEét aussi la forme du traité précédent.

Ces deux traités de Galilée contiennent plu-
sieurs points de physique ou dastronomic qui font
appel aux mathématiques et fréquemment aux pro-
prictés de Pinfiniment grand ct de infiniment petit.

On peut virtuellement affirmer que Galilee
connaissait bien les travaux d'Oresme sur fa latitude
de formes et. en plusieurs occasions dans les Deuy
nouvelles sciences, il emploie un diagramme de vites-
ses similaire au graphique triangulaire d'Oresme et
le compléte. Dans le dialogue de ke premicre journce.
Galilée ¢labore une longue discussion au sujet de
I'infint, de Uinfinitésimal et de la nature du continu.

Salviati admet clairement la possibilité de Vin-
fini actuel, mais & cause de nombreux paradoxes
soulevés par cette conception. il conclut que Finfini
et indivisibilité sont par nature incompréhensibles
al'homme. Un peu plus lomn, Galilée. sous le person-
nage de Salviati. affirme que les attributs «plus grand
que». «plus petit que», ct «égal d» nc dotvent pas
étre utilisés pour comparer des quantités infinmes entre
elles ou dans la comparaison entre Finfini et des
quantités finics.

Dans fa méme ligne de pensée. il Faut souhgner.

Passertion de Galilée que Pensemble de tous fes
enitiers positifs pairs peut-étre mis en correspondance
un & un avec un sous-cnsemble de celte classe. par
exemple I'ensemble de tous les carrés parfaits. Toute-
fois, il ne développe pas cette idée cton devra atiendre
les travaux de Bolzano et de Cantor. au XIX siecle,
avant que celte idée ne soit pleinement exploitée.

Pendant que Galilée employait la notion subtile
d’indivisibilité dans ses explications physiques, son
ami et éleve, Cavalieri, I'utilise comme la pierre
angulaire d'une méthode géométrique de démonstra-
tion qui obtient un succés remarquable.
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CAVALIERI

Bonaventura Cavalieri (1598-1647). né & Milan. reli-
gieux jésuate, fut un des meilleurs éléves de Galilée.
Il professa les mathématiques & Bologne, de 1629
4 sa mort. Il écrivit des ouvrages sur les mathémati-
ques, I'optique. I'astronomie et fut en grande partic
Partisan de lintroduction rapide des logarithmes en
Italie. Mais il doit sa célébrité a un traité, publié
dans sa premiére version en 1635, consacré a la
méthode des indivisibles.

Le Traité des indivisibles de Cavalieri est verbal
et pas trds clair. L'auteur ne dit nulle part. dans son
ouvrage, ce qu'il entend précisément par lc terme
«indivisible». qui caractérise les ¢léments infinitési-
maux utilisés dans sa méthode. Cavalieri concevajt
une surface comme constituée d’un nombre indéfini
de droites parall¢ies équidistantes, et un solide comme
composé de plans paralléles équidistants.



ROBERVAL

Gilles Personne de Roberval (1602-1675) est né le
10 aodt 1602 dans le village de Roberval, pres de
Beauvais, de parents cultivateurs. Il aurait été le seul
de ses freres et sceurs a recevoir une instruction
élevée et un jour, dans sa jeunesse, pourvu d’un
fort bagage scientifique et de bonne connaissances
en latin et méme en grec, Gilles Personne quitta son
village et sa famille et parcourut le royaume de
France. Pendant cette vie errante, il vécut, dit-on,
de legons particulieres, tout en s’instruisant dans le
domaine des mathématiques. En 1627, onle retrouve
au siege de La Rochelle, puis il se fixa a Paris en
1628.

Roberval ne tarda pas & entrer en relations
avec les savants parisiens, et Mersenne — religieux
de I'ordre des Minimes — frappé par la vive intel-
ligence de son jeune ami, lui proposa la résolution
du célebre probleme d’Archimede. Mais, apres
examen, Gilles Personne estima cette question
au-dessus de ses forces et pendant 6 ans, il se consa-
cra plutdt a une étude approfondie des ceuvres
d’Archiméde. En 1632, il obtint une chaire de phi-
losophie au college de Maistre Gervais; il y élut
domicile et y prépara le concours a la chaire de
Ramus au College royal de France. Il triompha au
concours de 'année 1634 et demeura titulaire de
cette chaire jusqu’a sa mort, survenue le 27 septem-
bre 1675. Il fut membre de I’ Académie des sciences
des sa fondation en 1666.

Le reglement'du College royal exigeait que le
poste de titulaire d’une chaire fut soumi§. tous les
trois ans, a un concours préparé par le titulaire en
place, le poste devant revenir a celui qui était
déclaré vainqueur. C'est ainsi que Roberval resta
continuellement candidat et, pour conserver une
supériorité sur ses rivaux, il fut bien obligé gie
cacher les résultats de ses travaux pour s’en servir,
tous les trois ans, a chaque concours. 11 ne faut donc
pas s'étonner qu’il n’ait presque rien fait impri‘mer
de son vivant et c’est bien a tort qu’on lui a attribué
la réputation d’'un homme dissimulé. Toutefois, de
son vivant, il perdit le crédit attaché éAla majorité
de ses découvertes et, ayant par surcroit un carac-
tere entier, il fut impliqué dans de nombreuses que-

relles de priorité.

Bien qu'il fit ajouter a son nom de famille ce!ui
de son village, ce titre nobiliaire ne le rendit point
homme du monde. Célibataire impénitent, on dit
qu'il parlait avec brutalité et violence, sans se¢
soucier de rester courtois quand il défendait ses
idées et, faute d'une éducation premiere, on le con-
naissait a Paris pour ses manieres rustres et pédaﬂn—
tes. Descartes et Roberval ne s'accorderent jamais,
tant sur le plan de la personnalité qu’au niveau des
idées que chacun professait. Notons que Mersenne
resta toute sa vie 1'ami de Roberval et partagea
souvent ses idées. '
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Sa géométrie des indivisibles

Les méthodes des indivisibles utilisées par les
géometres du XVII® siccle traduisaient des concep-
tions issues de considérations sur la constitution
de la matiere et de la question du continu. Les uns
soutenaient que la matiere pouvait étre divisée a
l'infini en particules de plus en plus petites, sans
pouvoir assigner de terme a cette décomposition.
De plus, chaque particule infiniment petite gardait
les propriétés de la matiére sans aucune altération.
Cette conception transportée dans le domaine des
mathématiques caractérise la méthode des indivi-
sibles de Roberval.

Drautres philosophes scolastiques pensaient,
eux, que la décomposition de la matiere était limitée,
étant composée de particules insécables (atomes)
dont la nature differe de celle de la matiére. La
matiere était donc constituée de 'agglomération de
ces atomes indivisibles et la méthode des indivi-
sibles de Cavalieri traduisait, elle, cette derniere
conception

C'est dans une lettre a Torricelli, en 1647, que
Roberval déclare avoir utilisé les « indivisibles »,
cing ans avant la publication de la Geometria de
Cavalieri, mais il attribue a ce dernier Uinvention de
« cette sublime.doctrine ». Toutefois, Roberval fait
remarquer que sa propre méthode ne comparc pas
les hétérogénes, car il considere ces indivisibles
comme des éléments infiniment petits comparables
entre eux, puisqu’'une ligne, par exemple, est com-
posée de lignes indéfinies en nombre, de méme une
surface, un solide, etc.



Roberval et la cycloide

La question de la cycloide (appelée trochoide
par Roberval) provient de I'étude infructucuse du
paradoxe d’Aristote: pourquoi deux cercles concen-
triques 'un ayant un diametre inférieur a 'autre.”
parcourent-ils une distance égale s’ils sont tournés
suivant un cercle, et pourquoi une fois séparés,
parcourent-ils des distances proportionnelles a leurs
diametres?
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Pendant que e point C parcourt en une révolu-
tion la distance CG, A parcourt AL de fagon que
CGo= AL,

Nous avons déja dit que Gilles Personne
Schoua dans sa tentative de trouver da forme et de
calculer la quadrature de la cycloide, probleme qui
lui fut présenté par Mersenne des son arrivée a
Paris. Mais des 1634, Roberval parvint a déterminer
fa forme de la courbe et, entre 1634 et 1637, 1l trouva
la quadrature et le volume engendré par la rotation
d'un arche de la courbe autour de sa base, en plus
d’expliquer la fagon de la construire par points. A
cette occasion, le professeur du College royal in-
ventait la sinusoide ou, pour lui, la « compagne de
fa trochoide ».

Mersenne signala ces résultats o Fermat et
aussi i Descartes, en particulier dans une letlre en
date du 28 avril 1638, mais Descartes ne semble
pas avoir ét¢ impressionné plus qu’il ne faut, a en
juger par sa réponse pour le moins vexante. Apres
quelques doutes, Fermat justifie Roberval contre
fa censure trop précipitée qu'il avait faite de ses
propositions de la « roulette » (nom de la cycloide
attribuée par Descartes et Pascal). A leur tour,
Descartes et Fermat donnerent leurs propres solu-
tions & la quadrature d'une arche de la cycloide et,
vers cette méme année, ils trouverent une méthode
algébrique pour déterminer la tangente a la roulette,
alors que Roberval utilise un procédé mecanique.
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La méthode des tangentes de Roberval

On trouve la méthode des tangentés de Rober-
val dans un manuscrit qui fut imprimé avec plusieurs
autres weuvres dans les Mdémoires de U Académie
des sciences en 1693 et dont le contenu fut professé,
semble-t-if, au College royal en 1636,

Son c¢élebre principe dlinvention repose sur
PatTirmation « qu’en toutes les autres lignes courbes,
quelles qu'elles puissent étre, leur touchante, en
quelque point que ce soit, est la ligne de direction
du mouvement qu’a en ce méme point le mobile qui
fes déerit ». B son principe est ainsi formulé:

« La direction du monvenment d'un point
qui décrit une ligne courbe est la touchante
de la ligne courbe en chaque position de ce
point-la. »

Puis. ¢'est la rogle suivante qui permet, selon
Roberval, de mener cetle tangente a une courbe
donnée:

« Par les propriéiés spécifiques de la ligne
cotirbe {(qui vous seront données) examinez
les divers mouvenienis qi'a le point qui la
décrit & Uendroit vit vous voulez mener la tou-
chante: de lous cos NMoUvements composes
enunseul, tirez laligne de direction du mouve-
ment composé, vous aurez la touchante de la
ligne courbe. »

Avec cette méthode, Roberval est parvenu a
mener des tangentes aux coniques et aux conchoi-
des. et a différentes courbes comme la quadratrice,
la cissoide, la spirale et la cycloide. A Uoccasion de
la détermination de la tangente a la conchoide,
Roberval souléve la question du point d'inflexion et
avait remarqué deux points par lesquels on ne
pouvait mener des tangentes. Ce sont les points
d'inflexion qui font d’ailleurs I'objet d’une lettre
adressée a Fermat le 22 novembre 1636.



TORRICELLI

Evangelista Torricelli (1608-1647), physicien et
mathématicien italien est né le 15 octobre 1608 a
Faenza, pres de Ravenne. 1l étudia d’abord au colle-
ge des jésuites de sa ville natale, puis a vingt ans,
fut envoyé 2 Rome ot il regut une formation mathé-
matique. En 1638, Torricelli prit cbntact avec les
travaux de Galilée et il en fut profondément impres-
sionné. En 1641, il attira I'attention de Galiice par
un travail sur le mouvement des corps pesants, et
ce dernier I'invita a Florence. Torricelli s’cmpressa
de répondre a cette invitation et devint @ la fois le
secrétaire et ['ami de Galilée pendant trois mois. Il
succéda i Galilée comme mathématicien du grand
duc de Toscane. Torricelli entretint une correspon-
dance importante avec les mathématiciens de son
époque, en particulier avec Roberval et Mersenne.
La publication, en 1644, de son Opere geometrica
fut I’origine d'une longue querelle qui I"affecta beau-
coup. Il mourut le 25 octobre 1647 a Florence.

Torricelli et 'analyse

Torricelli connaissait bien les travaux d’ Archi-
mede, de Galilée et la méthode des indivisibles de
Cavalieri.

Nous savons que Cavalieri s'était peu préoc-
cupé de la rigueur mathématique des indivisibles et
des difficultés logiques encourues par sa méthode.
Par contre, son jeune ami Torricelli, éleve de
Galilée, semble étre conscient de ces difficultés et
réalise pleinement les avantages et inconvénients de
la méthode. Aussi, n’étant pas satisfait des démons-
trations par la méthode de Cavalieri, il élabore des
preuves & la maniére d’Archimede (méthode
d'exhaustion) en guise de supplément a ces démons-
trations. C'est ainsi, par exemple, que dans son
De dimensione parabole, Torricelli présente vingt
et une démonstrations de la quadrature de la para-
bole, dix d’entre elles élaborées par la méthode des
anciens, et les onze autres par I'usage des indivi-
sibles. De plus, Torricelli et Cavalieri savaient
pertinemment que la méthode des indivisibles con-
duisait parfois a des résultats absurdes et ces deux
disciples de Galilée imaginerent méme quelques
exemples de cette nature, afin de réfuter ceux que
d’autres avaient trouvés ou pour approfondir davan-
tage la question. De toute évidence, Torricelli sur-
passa nettement son maitre Cavalieri en flexibilité et
eh perspicacité dans I'usage qu’il fit des indivisibles
pour faire de nouvelles découvertes.

Ses travaux sur la tangente

“Torrice‘lli s'est intéressé au probleme de la
cycloide, 'son dans sa correspondance avec Mer-
senne, soit par les travaux de Galilée. En 1643,
Mers;nne recoit de Torricelli la quadrature de la
cycloide, eten 1644, ce résultat, accompagné de Ia
construction des tangentes, est publié dans un texte
inclus dans ses Opere.

L.a méthode des tangentes de Torricelli reposc
essentiellement sur une conception dynamique de lIa
tangente, laquelle résulte de la composition de deux
mouvements d'un point mobile qui trace la courbe.
Tracer la tangente a une courbe qui est décrite par
le mouvement d'un point résultant de la composition
de deux mouvements consiste donc a déterminer la
résultante des vitesses des deux mouvements qui,
elle, repose sur la tangente a la courbe en ce point
mobile.

Torricelli ne mentionne pas dans son exposé
que Roberval a obtenu des résultats tout & fait ana-
logues avant lui et selon un principe mécanique
pratiquement identique. Roberval, des 1646, accusce
Torricelli de plagiat et une querelle s’ensuivit.
Roberval a indiscutablement découvert la méthode
avant le mathématicien italien, mais ce dernier
publia ses découvertes avant le professeur du
College royal. Cependant, les deux auteurs utilise-
rent la composition de mouvements qui rappelle
la tangente a la spirale d’Archimede. D’ ailleurs, la
composée de mouvements fut utilisée par Archi-
mede, Galilée, Descartes et d’autres. De plus.
Torricelli appliqua ce principe a la cycloide et &
d’autres courbes.

En se servant de la méthode d’exhaustion
des Anciens, de la méthode des indivisibles de Cava’
lieri, et probablement de la composition des mou-
vements de Galilée, Torricelli est parvenu a un
certain nombre d'anticipations remarquables qu’on
retrouve dans le calcul. Mentionnons de nombreux
théorémes sur les quadratures et les tangentes el
quelques rectifications de courbes.

De toute évidence, Torricelli fut un des mathé-
maticiens les plus prometteurs du XVII® siecle et,
grace au travail de Mersenne, il put correspondre et
échanger des idées avec les grands mathématiciens
frangais de cette époque. Aujourd’hui, Torricelli est
probablement mieux connu comme physicien,
car, jeune éleve de Galilée, son intérét pour la
physique 1'a conduit en particulier a 'invention du

barometre.,

Il meurt a 39 ans, en pleine possession de ses
capacités intellectuelles et, si le destin avait voulu
prolonger sa vie d'une durée normale, peut-&tre que
les titres de gloire de Torricelli se seraient multi-

pliés d'autant.
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Blaise Pascal d’apres Philippe de Champaigne
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PASCAL

Blaise Pascal (1623-1662), né a Clermont-Ferrand
en 1623, était le second enfant d’Etienne Pascal,
président & la Cour des Aides. Celui-ci perd sa fem-
me en 1626 et décide, en 1631, de s'installer avec
son fils et ses deux filles & Paris, afin de se con-
sacrer a 'éducation de Blaise. Ftienne Pascal est
lni-méme un mathématicien amateur qui, se tenant
au courant des principales activités mathématiques
du temps, est capable de mener a bien certaines
étgdes de nature mathématique. D’ailleurs, le
« limagon de Pascal » a été ainsi nommé en I’hon-

neur d'Etienne et c’est Gilles Personne de Roberval
qui suggéra cette dénomination. De plus, Mersenne
nous parle de propositions admirables qu'il aurait
démontrées sur les triangles ¢t Fermat dit quelques
mots sur le méme sujet.

En 1634-1635, Blaise s'initie aux mathémati-
ques contre la volonté de son pere qui, dit-on,
craignant que cette étude ne le passionne au point
de nuire a sa fréle constitution et de le distraire de
celle du latin ou des langues, avait interdit qu'on lui
enseignat la géométrie et méme que son fils puisse
avoir accés a des ouvrages de mathématiques.
Pourtant, sur la base d'une information qui rame-
nait la géométrie a une science consistant a tracer
des figures justes, le jeune Pascal entreprend un
jour, a I'age de douze ans, de démontrer la trente-
deuxieme proposition d'Euclide et son pere le
surprend dans ce travail. Etonné par la précocité
de son fils. Etienne léve l'interdiction, lui donne les
Eléments et Blaise peut maintenant laisser libre
cours a son génie. Aprés avoir lu Euclide, le jeune
Pascal se plonge dans les travaux de Désargues.

A e de gnaterre ans dost admis aux cotes de<on
pere a PAcadémic de Mersenne gui regroupe des
honimes tels que Mersenne., Désargues, Roberval,
Mydorge et autres. Dés 'ige de scize ans, il y expose
des théories intéressantes, dont fa découverte d'nne
propri¢té fondamentale des coniques appelée par fa
suite « hexagone de Pascal ». En 1640, il public un
petit ouvrage intitulé Essay pour les conigues dont
il nous reste sculement deux exemplaires, 'un a
Paris, I'autre & Hanovre. Ce petit cssai, trés court,
se termine par la promesse d'un travail plus étendu
et il semble en effet que Pascal ait poursuivi cette
étude tout au long de sa vic, rédigeant un traité
d’ensemble sous forme manuscrite vers 1654,

Mais Pascal, tout en restant géometre, consa-
crera plusieurs années, a partir de 1640, a la cons-
truction d'unc machine arithmétique, destinée a
simplificr les calculs fastidieux que son pere devait
effectucr a titre de commissaire pour la levée des
impots en Normandic. Sa santé commenga a étre
altérée des qu'il eut atteint dix-huit ans, mais ccla
ne I'empécha pas d'inventer sa machine a calculer
a I’age de dix-neuf ans seulement. Puis, a Rouen,
dans sa vingt-troisieme année, ala suite d 'une visite
de Pierre Petit qui répéta devant lui les expériences
de Torricelli sur la pesanteur, il s’empressa de
mettre tout en ceuvre pour vérifier les conclusions
du physicien italien, ce qu’il [it avec succes.



En 1647, gravement malade, Blaise Pascal se
fixe a Paris avee sa sceur Jacqueline et prépare,
apres une rencontre avec Descartes, son expérience
du Puy de Do6me, car il ne fut pas entierement
satisfait des expériences de Rouen. Et le 19 septem-
bre 1648, 'expérience surla pesanteur réalisée surle
Puy de Dome (1465 m) fut un succes complet. En
1651, Etienne Pascal meurt et, une année plus tard,
Jacqueline, la plus jeune sceur de Blaise, entre au
couvent de Port-Royal. C'est ainsi que de 1652 a
1654 il vit seul a Paris et entreprend la rédaction du
Traité du vide, fait une mise au point du Traité de
I"équilibre des liqueurs et du Traité de la pesanteur,
présente une « Adresse a I'’Académie parisienne »
ou il énumere ses projets scientifiques, échange des
lettres sur le probleme des partis et le calcnl des
probabilités avec Fermat, rédige le Traité du triangle
arithmétique et divers travaux annexes.

Le lundi 23 novembre 1654, c’est la « Nuit
de feu », au cours de laquelle Pascal, qui s'était
converti partiellement au jansénisme en Tad6oveent
une extasc religicuse intense qui Pamena a tont
abandonner pour suivre les jansénistes. 1 rejoint
sa jeune sceur a Port-Royal ct, pendant guatre
années, il sc consacrera a la religion. Les jésuites
ayant attagué les jansénistes, Pascal leur répondit,
en 1656-1657, par dix-huit lettres appelées Lerres
Provinciales qui constituent un monument de la
littérature frangaise. Entre-temps. il cntretient une
correspondance mathématique avec Fermat.
Huygens et de Sluse.

Un soirde "année 1658, Pascal souffre terrible-
ment d'un mal de dents, et par distraction semble-
t-il, il s'attaque a I'étude de la cycloide. Clest le
retour de Pascal aux mathématiques et le défi lancc
aux mathématiciens dans unc lettre civeulaire
anonyme qui contient six propositions sur la rou-
lette. Puis, sous le nom de Amos Dettonville, trans-
parcnte anagramme de Louis de Montalte (rendu
celebre dans fes Lettres Provinciales)y, ib publia. en
décembre 1658, sous forme de neuf fascicules, ses
méthodes et ses résultats qui sont considérés comme
les travaux mathématiques les plus significatifs
publiés durant sa vie. Vers la fin de 1659, Pascal.
gravement malade, abandonne tout travail scienti-
fique et consacre ses dernicres années a ses Pensdes
et a l'établissement d'une ligne d’omnibus. commu-
nément appelée « entreprise des carrosses a cing
sols ». Le 19 aolt 1662, Pascal meurt a age de
39 ans.
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LETTRE
A-DETTONVILLE

A MONSIEVR

DE CARCAVY,

EN LVY ENVOYANT
Vne Mcthode generale pour trouucr les Centres de
grauité de toutes fortesde grandeurs.
Vn Traitte des Trilignes & deleurs Onglets.
Vn Traitt¢ des Sinus du quart de Cercle.
Vi Traitté des Arcs de Cercle.
Vn Traitté des Solides circulaires.
Etenfinvn Traite¢ gencral de la Roulecte,

Contenant

1a foluton de tous les Problemes touchant
Lr RovieTTE quil auoit propofez pu-
bliquement au mois de Iuin 1653.

M. DC LVIIL

Page de titre du premier recueil des éerits
de Blaise Pascal sur la roulette (décembre 1658).



L'Essay pour les coniques

Premicre ceuvre imprimée de Pascal. cet cssa
est aussi la seule étude de géométrie publiée de son
vivant par I'auteur. L'Essay pour les conigues, dont
il nous reste encore deux excmplaires. s¢ présente
sous la forme d'une petite affiche de format

31Scem x 43 ¢cm

imprimée d’un seul coté, avec un nombre inusite
de fautes d’impression ou typographigues el qu
fut tirée a SO exemplaires.

le texte lui-méme se compose de trois défi-
mtions suivies de trois lemmes qui doivent servir
de base an futur traité des coniques. puis d'un
programme d'ensemble schématique dou 1'auteur
extrait cing énoncés de proprictés fondamentales
et quelques exemples de problemes qu'il doit traiter.

Les travaux ultérieurs de Pascal en geometrie pro-
jective sont décrits et commentés dans son « Adres-
se a I'Académie parisicnne » ct dans une lettre de
Leibniz a Etienne Périer, le 30 aolit 1676. En ce qui
a trait au grand Traité des conigues, il ne fut pas
édité et son manuscrit semble définitivement
perdu. L’évaluation de I'ccuvre géométrique de
Pascal n'est pas chose facile a cause de 'insuffisance
des renseignements, aussi nous préférons citer
P'opinion de 'historien René Taton qui est le spé-
cinliste de la question:
« En orevélant la richesse dune pensée pro
fondément consciente de la puissance des
méthodes projectives, cette analvse nons
conduit a considérer 'wuvre géomdétrique
de Pascal, malencontreusenient disparuc,
comme 'une des créations mathématiues
les plus originales du XV siecle. Elle nous
confirme également dans Uopinion que la
géométrie fut 'un des domaines de la scienee
oli le génie pascalien s'exerca avec le plus de
[écondité. »

Pascal et I'analyse infinitésimale

Pascal s’est refusé a utiliser I'algebre déve-
loppée par ses devanciers et, de ce fait, il s'est privé
d’outils fort efficaces pour développer sa pensée
mathematique. l.es travaux de Desarpues en géome-
trie projective ainsi gue lappréciation mitigée de
Descartes sur son Essay ont pu inciter Pascal a
rester attache au langage géométrique ¢t méme
mécanique. ce qui Pobligea & des énoncés tourds el
souvent complexes pour traduire des pensces gqu'il
considérait probablement claires et limpides.

Les études de Pascal en analyse ont porté i
peu pres exclusivement sur les sommations. les
intégrations nécessaires pour évaluer des arcs, des
surfaces, des volumes, et pour déterminer des cen-
tres de gravité. Par contre, il ne s'occupe pas du tout
du probléme des tangentes.

Pascal connait les indivisibles et il est au
courant des discussions sur le manque de rigueur
et les défaillances observées chez certains auteurs,
/\nssf. tirant profit des mises en garde exprimées par
certains critiques de fa méthode, il prend le parti
d'user quand méme des indivisibles, car il voit dans
ce langage une manicre bréve et élégante dexprimer
ses idées.

Enfaisantintervenir dans le Traité des sinus du
quart de cercle la notion de triangle caractéristique,
Pascal est venu remarquablement pres de la décou-
verte du caleul différenticl. En effet, Leibniz déclare
que c'est la lecture de ce traité, et particulierement
P'usage du triangle caractéristique, qui ont inspiré
son invention du calcul différentiel.

Pascal ne se¢ considérait pas d'abord comme
un mathématicien, il ne croyait donc pas nécessaire
d'étre au courant des activités mathématiques de
son époque. 1l était non seulement un virtuose en
mathématiques, mais aussi un dilettante qui se
permettait de choisir des sujets pour lesquels il
consacrait son temps. Pascal fut en effet un génie
pour saisir rapidement ’essentiel d’une idée et pour
'injecter parfois dans des situations tout a fait nou-

velles,

Ses travaux ont exercé une influence certaine
sur le développement des mathématiques. Souli-
gnons entre autres, la stimulation exercée par la
publication des Letrres de Dettonville sur I'élude de
la cycloide, 'influence qu'il a exercée sur Huygens,
avec e concours de Fermat, a propos du calcul des
probabilités. Ses contributions originales au do-
maine des mathématiques sont diversifiées et
nombreuses, mentionnons seulement la géométric
projective, I'induction mathématique, I'intégration
des sinus et le calcul des probabilités.
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EPICYCLOIDES ET HYPOCYCLOIDES

Au lieu de faire rouler le cercle le long d'une droite, on peut le faire rouler

le long d'un cercle soit a llintérieur soit a l'extérieur.

Lorsque le cercle roule a l'intérieur, un point fixé sur sa circonférence

décrit une HYPOCYCLOIDE.
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Lorsque le cercle roule a l'extérieur, un point fixé sur sa circonférence

décrit une EPICYCLOIDE,
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Si le rapport des rayons de deux cercles est rationnel, la courbe se ferme.

L'astroide est une hypocycloide telle

que le rapport des rayons soit égal

a 4,

La cardioide est une épicycloide telle

que les rayons des cercles soient égaux.

Remarque

: Jusqu'a l'adoption du systéme de COPERNIC, les astronomes (i quel-

ques exceptions pres), ont considéré que le soleil et les autres pla-
netes du systéeme solaire (Mercure, Vénus, Mars, Jupiter, Saturne)
tournaient autour de la terre. Les observations laissalent penser que
les trajectoires n'étaient pas circulaires. Dans le systéme de PTOLEMEE,
la planete tourne sur un cercle dont le centre décrit un cercle centré

en la Terre : cette trajectoire est donc une épicycloide. En effet, a

la suite des Grecs et jusqu'a Képler seuls des cercles ou des combinai-
sons de cercles décrits d'un mouvement uniforme semblaient aptes 2
représenter le mouvement des planetes ; le cercle et la sphére de par

leurs régularités et symétries étaient l'apanage des dieux.
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EXERCICE

En s'inspirant du tracé de la cycloide comprendre ce dessin et réa-
liser de la méme maniére le tracé d'une cardioide.

(extrait de '"Underweysung der Messung ..." de DL.JRER).

madhe fchery einer fovnnen enlich il die mard) je durclyein swifadie bewegung alfo/ chras
epn aufrechee lini.a.b.bavan feg jcyein andie ling der end fey.c.oiidielini.a.b.laf jchimenda
fee bleiber/ Aber das end.b.fil jehy in sreckels weis berumbwie jch Daii dex end im vmblaufvberal mit
b.vergeichentbab Damadh foll i end.b.die ander davan gefoffen lini.c. mitjrem Byndern ende im
puncEeen.b.auch ffete Heiben/aber das fo:der end.c.follin sirckels welf herum gefitre werden) So dait
- Die erjtlini vmgefitee/ond dic ander anfloffec auch fonderlich herum gefive wixdee/ fo seichent dasend
¢.cin fondexliche finidamic abex Dife fini geropp gefilr swerd/fo fes jeh eyn sivckelmiedem ein fuf in b
puncl'eé.a. ol reip mit dem andern fu eyn sivekelling onder demybydie gradivjch auch in thepl mit sifs
fern/Dardurch die fini.a.b.oon punche i punctt geroyf gees Oes gleiche chirjchjm audyim pund'ee.b.
onnd foofft jcfy mit dexlini.a.b.eyn grad gee/ fooft gee jch auch cin grad im sivefel.b.mitdex(inf.e.fo
getchneedas end.c.die puncleen swifchen denje lini snfamen foll gesogen werden die jeh vherallmits
vevseichent Babyiwic dasnadhfolgecc aufgerpffeniff, |

ﬁ%«cmanmeﬁnwie fey genane efn fpifien imi/ davim b3 fle im aufieiffendardurd) mang
(N

12

4-0 | g

3

Ce texte est reproduit en caractéres latins a la page suivante.
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Aber eine andere Linie (Kurve) sei Spinnenlinie genannt, weil
sie aufgezeichnet einer Spinne #Hhnlich ist,

Ich erzeuge sie durch eine doppelte Bewegung in der folgenden
Weise:

Ich zeichne eine Gerpde ab, daran setze ich eine Gerade deren

Ende mit ¢ bezeichnet sedi,

Résumé en Allemand

: Gerade ab, in b die dazu Normale bc
contemporain

Die Gerade ab wird in a festgehalten, doch das Ende b fiihre ich

im Kreis, Die Punkte des Umlaufs habe ich iiberall mit b bezmeichnet,

Ich beschreibe einen Kreis mit Mittelpunkt a
und Radius ab

Danach soll im Ende b die andere daran gefiigte Linie (Gerade) bc
mit ihrem hintern Ende im Punkte b fest bleiben , doch das vordere

Ende ¢ s0ll einen Kreis beschreiben.

Zugleich beschreibt ¢ einen Kreis um b mit dem
Radius be

Wird die erste Linie "herumgefiihrt" und die andere anstofende

{zugleich) auch"herumgefiihrt" so beschreibt das Ende c¢ eine

merkwiirdige Linie (Kurve)

Damit aber diese Linie sicher gezeichnet werden kann, setze
ich den Zirkel wit dem einen 5chenkel in a und ziehe mit dem
anderen Schenkel die Kreislinie der b, Diese unterteile ich
und bezeichne die (Teilungs)punkte mit Ziffern,

Desgleichen tue ich auch im Punkte b,

Und sooft ich mit der Linie ab "einen Grad'" wvorriicke, so0 riicke

ich auch"einen Grad" im Kreis um b wmit der Linie bec wvor,

Auf diese Weise beschreibt das Ende ¢ Punkte)die zusammen eine
Kurve ergeben "die ich iiberall mit ¢ verzeichnet hab/ wie das

nachfolgend aufgerissen ist",

Der Punkt b beschreibt um a einen Kreis mit
dem Radius ab,.
Zugleich beschreibt ¢ um b einen Kreis .

Beide Kreisbewegungen geschehen im positiven
Umlaufssinn und mit derselben Winkelgeschwindig-
keit,

Die "Spinnenlinie®”™ ist die solcherart von ¢
mechanisch erzeugte Kurve,
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éléements de geomeétrie de Clairaut

Les pages qui suivent contiennent quelques extraits du livre "Eléments de
Géométrie" d'Alexis-Claude CLAIRAUT, relatifs aux polygones, aux solides et a

la sphére.

Alexis-Claude CLAIRAUT fut initié aux mathématiques, dés son plus jeune
age par son pere, maitre de mathématiques de Paris et membre de 1'Académie
de Berlin. Il apprit a lire a 1'4ge de 4 ans directement dans les Eléments
d'Euclide. A 19 ans, l'age Oil d'autres collégiens apprenaient a poser des
additions avec virgule, il est élu a 1'Académie des Sciences, pour un mémoire

sur les courbes. Ce record de précocité n'a jamais été battu depuis.

En 1736, il participe a l'expédition en Laponie consacrée a la mesure de
la longueur d'un degré de méridien ; les résultats obtenus confirment une
étude théorique de NEWTON, c'est-a-dire l'applatissement de la terre aux deux

pbles.

Son expédition au péle nord lui donne l'occasion de briller dans les salons
littéraires et scientifiques qu'il fréquente assidiiment. Sa réputation lui valut
de donner des lecons de mathématiques a la Marquise du Chatelet qu'il con-
seillait dans sa traduction des Principes de Newton. C'est pour cette brillante
éleve qu'il rédige les Eléments de Géométrie (1741) ; a cette époque les mathé-
matiques n'étaient généralement pas enseignées dans des classes, a des éleves
de moins de 19 ans. Le livre de Clairaut n'est pas un manuel scolaire, au sens

ot nous l'entendons aujourd'hui.
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PREFACE

Quoique la Géométrie soit par elle-méme
abstraite, il faut avouer cependant que
les difficultés qu'éprouvent ceux qui
commencent & s'y appliquer, viennent le
plus souvent de la manieére dont elle

est enseignée dans les Eléments ordinai-
res. On y débute toujours par un grand
nombre de définitions, de demandes,
d'axiomes, et de principes préliminaires
qui semblent ne promettre rien que de
sec au Lecteur. Les propositions qui
viennent ensuite ne fixant point 1'es-
prit sur des objets intéressants, et
étant d'ailleurs difficiles & concevoir,
il arrive communément que les Commen-
cants se fatiguent et se rebutent, avant
que d'avoir aucune idée distincte de ce

qu'on voulait leur enseigner.

I1 est vrai que, pour sauver cette
sécheresse, naturellement attachée a
1'étude de la Géométrie, quelques Au-
teurs ont imaginé de mettre a la suite
de chaque proposition essentielle, 1'u-
sage qu'on en peut faire pour la prati-
que ; mais par 13 ils prouvent 1'utili-
té de la Géométrie, sans faciliter
beaucoup les moyens de 1'apprendre.

Car chaque proposition venant toujours
avant son usage, l'esprit ne revient a
des idées sensibles, qu'aprés avoir
essuyé la fati gue de saisir des idées

abstraites.

Quelques réflexions que j'ai faites sur
l'origine de la Géométrie, m'ont fait
espérer d'éviter ces inconvénients, en

réunissant les deux avantages d'inté-

resser et d'éclairer les Commencants.
J'al pensé que cette Science, comme
toutes les autres, devait s'@tre formée
par degrés ; que c'était vraisemblable-
ment quelque besoin qui avait fait faire
les premiers pas, et que ces premiers

pas ne pouvalent pas €tre hors de la por-
tée des Commencgants, puisque c'étaient

des Commencants que les avaient faits.

Prévenu de cette idée, je me suis propo-
sé de remonter & ce qui pouvait avoir
donné naissance a la Géométrie ; et j'ai
taché d'en développer les principes, par
une méthode assez naturelle, pour étre
supposée la méme que celle des premiers
inventeurs, observant seulement d'éviter
toutes les fausses tentatives qu'ils ont

nécessairement di4 faire.

La mesure des Terrains m'a paru ce qu'il
y avait de plus propre a faire naitre les
premieres propositions de la Géométrie ;
et c'est, en effet, l'origine de cette
Science, puisque Géométrie signifie me-
sure de terrain. Quelques Auteurs préten—
dent que les Egyptiens, voyant continuel-
lement les bornes de leurs Héritages dé-
truites par les débordements du Nil,
jetérent les premiers fondements de la
Géométrie, en cherchant les moyens de
s'assurer exactement de la situation, de
1'étendue et de la figure de leurs domai-
nes. Mais quand on ne s'en rapporterait
pas a ces Auteurs, du moins ne saurait-on
douter que deés les premiers temps, les
hommes n'aient cherché des méthodes pour

mesurer et partager leurs terres. Voulant
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dans la suite perfectionner ces métho-
des, les recherches particulieres les
conduisirent peu & peu a des recherches
générales ; et s'étant enfin proposé

de connaitre le rapport exact de toutes
sortes de grandeurs, ils formérent une
Science d'un objet beaucoup plus vaste,
que celui qu'ils avaient d'abord embras-
sé, et a laquelle ils conserveérent ce-
pendant le nom qu'ils lui avaient donné

dans son origine.

Afin de suivre dans cet Ouvrage une rou-
te semblable a celle des Inventeurs, je
m'attache d'abord a faire découvrir aux
Commencants les principes dont peut dé-
pendre la simple mesure des Terrains,

et des distances accessibles ou inac-
cessibles, etc. De 1la je passe a d'au-
tres recherches qui ont une telle ana~-
logie avec les premiéres, que la curio-
sité naturelle & tous les hommes, les
porte a s'y arréter ; et justifiant
ensulte cette curiosité par quelques
applications utiles, je parviens a faire
parcourir tout ce que la Géométrie élé-

mentaire a de plus intéressant.

On ne saurait disconvenir, ce me semble,
que cette méthode ne soit au moins pro-
pre a encourager ceux qui pourralent
étre rebutés par la sécheresse des vé-
rités géométriques, dénuées d'applica-
tions ; mals j'espére qu'elle aura en-
core une utilité plus importante, c'est
qu'elle accoutumera 1l'esprit a chercher
et a découvrir ; car j'évite avec soin
de donner aucune proposition sous la
forme de théoremes ; c'est—a-dire, de
ces propositions, ot 1'on démontre que
telle ou telle vérité est, sans faire

voir comment on est parvenu a la décou-

vrir.

Si les premiers Auteurs de Mathématiques
ont présenté leurs découvertes en théo-
rémes, ¢'a été, sans doute, pour donner

un air plus merveilleux & leurs produc~
tions, ou pour éviter la peine de repren-
dre la suite des idées qui les avaient
conduits dans leurs recherches. Quoi qu'il
qu'il en soit, il m'a paru beaucoup plus

a propos d'occuper continuellement mes
Lecteurs a résoudre des problémes ; c'est-
a-dire, & chercher les moyens de faire
quelque opération, ou de découvrir quelque
vérité inconnue, en déterminant le rapport
qui est entre des grandeurs données et des
grandeurs inconnues, qu'on se propose de
trouver. En suivant cette voie, les Com-
mencants apercoivent, a chaque pas qu'on
leur fait faire, la raison qui détermine
1'Inventeur ; et par la ils peuvent acqué-

rir plus facilement 1'esprit d'invention.

On me reprochera peut-&tre, en quelques
endroits de ces Eléments, de m'en rappor-—
ter trop au témoignage des yeux, et de ne
m'attacher pas assez a 1'exactitude rigou-
reuse des démonstrations. Je prie ceux qui
pourraient me faire un tel reproche, d'ob-
server que je ne passe légérement, que sur
des propositions dont la vérité se décou-
vre, pour peu qu'on y fasse attention.
J'en use de la sorte, surtout dans les
commencements, ou il se rencontre plus sou-
vent des propositions de ce genre, parce
que j'ai remarqué que ceux qui avaient de
la disposition & la Géométrie, se plai-
saient a exercer un peu leur esprit ; et
qu'au contraire, ils se rebutaient, lors-
qu'on les accablait de démonstrations,

pour ainsi dire, inutiles.

Qu'Euclide se donne la peine de démontrer,

que deux cercles qui se coupent n'ont pas
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le méme centre, qu'un triangle renfer-
mé dans un autre, a la somme de ses cO-—
tés plus petite que celle des cOtés du
triangle dans lequel il est renfermé ;
on n'en sera pas surpris. Ce Géométre
avait & convaincre des Sophistes obsti-
nés, qui se faisaient gloire de se refu-
ser aux vérités les plus évidentes : il
fallait donc qu'alors la Géométrie eit,
comme la Logique, le secours des raison-—
nements en forme, pour fermer la bouche
2 la chicane. Mais, les choses ont chan—
gé de face. Tout ralsonnement qui tombe
sur ce que le bon sens seul décide d'a-
vance, est aujourd'hui en pure perte,

et n'est propre qu'a obscurcir la véri-

té, et a dégouter les Lecteurs.

Un autre reproche qu'on pourrait me

faire, ce serait d'avoir omis différentes

propositions, qui trouvent leur place
dans les Eléments ordinaires, et de me
contenter, lorsque je traite des propo-
sitions, d'en donner seulement les prin—

cipes fondamentaux,

A celid je réponds qu'on trouve dans ce
Traité tout ce qui peut servir a remplir
mon projet, que les propositions que je
néglige sont celles qui ne peuvent @étre
d'aucune utilité par elles-mémes, et qui
d'ailleurs ne sauraient contribuer a
faciliter 1'intelligence de celles dont
il importe d'@tre instruit : qu'a 1'é-
gard des proportions, ce que j'en dis
doit suffire pour faire entendre les
propositions élémentaires qui les sup-—
posent. C'est une matiére que je traite-
rai plus & fond dans les Eléments d'Al-

gébre, que je donnerai dans la suite.

Enfin, comme j'al choisi la mesure des

Terrains pour intéresser les Commencants

ne dois-je pas craindre qu'on ne confon-
de ces Eléments avec les Traités ordinai-
res d'Arpentage ? Cette pensée ne peut
venir qu'a ceux qui ne considérent pas
que la mesure des Terrains n'est point

le véritable objet de ce Livre, mais
qu'elle me sert seulement d'occasion pour
faire découvrir les principales vérités,
en faisant 1'Histoire de la Physique, de
1'Astronomie, ou de toute autre partie des
Mathématiques que j'aurais voulu choisir
mais alors la multitude des idées étran-—
géres, dont il aurait fallu s 'occuper,
aurait comme étouffé les idées géométri-
ques auxquelles seules je devais fixer

1'esprit du Lecteur.

v

Le rectancole est une figure de quatre
cbtés perpendiculaires les uns aux au-
tres, et le carré est un rectangle dont

les quatre cbtés sont égaux.

On avait encore besoin d'en tracer dans
uneinfinité d'autres occasions. On sait
par exemple, que la régularité des figu-
res telles que ABCD, FGHL (fig.2 et 3),

appelées rectangles, et composées

Fig. = Fig 2

de quatre cotés perpendiculaires les uns
aux autres, engage a donner leurs formes
aux malsons, a leurs dedans, aux jardins,

aux chambres, aux pans de murailles, etc.
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La premiere ABCD de ces figures, dont
les quatre cdtés sont égaux, s 'appelle
communément carré. L'autre FGHI, qui n'a
n'a que ses cdtés opposés édgaux, retient

le nom de rectangle.

v

Maniére d'élever une perpendiculaire,

Dans les différentes opérations qui de-
mandalent qu'on méne des perpendiculai-
res, 1l s'agit, ou d'en abaisser sur
une ligne, d'un point pris au dehors,
ou d'en élever d'un point placé sur la

ligne méme.

Que du point C (fig.4), pris dans la
ligne AB, on veuille élever la ligne

CD perpendiculaire 2 AB, il faudra que
cette ligne ne penche ni vers A, ni vers

B.

Supposant dont d'abord que C soit a é-
gale distance de A et de B, et que la
droite CD ne penche d'aucun coté, il est
clair que chacun des points de cette
ligne sera également éloigné de A et de
B ; il ne s'agira donc plus que de trou—
ver un point quelconque D, tel que sa
distance au point A soit égale a la

car alors tirant

distance au point B

par C, et par ce point une ligne droite

_99_.

CD, cette ligne sera la perpendiculaire
demandée.

Pour avoir le point D, on pourrait le
chercher en t&3tonnant ; mais le taton~
nement ne satisfait pas 1'esprit, il veut
une méthode qui 1'éclaire. La voici.
Prenez une commune mesure, une corde, par
exemple, ou un compas d'une ouverture
déterminée, suivant que vous travaillerez
ou sur le terrain, ou sur le papier.
Cette mesure prise, vous fixerez au point
A, ou l'extrémité de la corde, ou la
pointe du compas, et, faisant tourner
1'autre pointe, ou 1'autre extrémité de
la corde, vous tracerez 1'arc PDM. Puis,
sans changer de mesure, vous opérerez de
méme par rapport au point B, et vous dé-
crirez 1'arc QDN, qui, coupant le premier

au point D, donnera le point cherché.

Fig.5

Car puisque le point D appartiendra éga-
lement aux deux arcs PDM, QDN décrits par
le moyen d'une mesure commune, sa distance
au point A égalera sa distance au point B.
Donc cette ligne sera perpendiculaire sur

AB.

si le point C ne se trouve pas a égale
distance de A et de B (fig.5) il faut
prendre deux autres points a et b, également

é¢loignés de C, pour décrire les arcs

PDM et QDN.



VI

Le cercle est la trace entiere que dé-
crit la pointe mobile d'un compas pen-
dant qu’elle tourne autour de lautre
pointe - Le centre est le lieu de la
pointe fixe - Le rayon est l'intervalle
dont le compas est ouvert - Le dia-

metre est le double du rayon.

Si une des traces, telle que PDM (fig.4),
était continuée en O, en E, en R, etc,
jusqu'a ce qu'elle revint au méme point
P, la trace entiére s'appelerait circon~

férence de cercle, ou simplement cercle.

Qu'on ne trace qu'une partie PDM de la
circonférence, cette partie sera appelée
arc de cercle.

Le point fixe A, son centre ou celui

du cercle.

Et l'intervalle AD, son rayon.

Toute ligne, comme DAE, qui passe par le
centre A, et qui se termine & la circon-
férence, est appelée diamétre ; il est
évident que cette ligne est double du
rayon, ce qui fait que le rayon est quel-

quefois nommé demi-diamétre,

VII

Maniére d'abaisser une perpendiculaire,

La maniére d'élever une perpendiculaire
sur une ligne AB (fig.6), fournit celle
d'en abaisser une d'un point quelconque
E, pris hors de cette ligne ; car, pla-
cant en E, ou 1l'extrémité d'un fil, ou

la pointe du compas, et d'un méme inter-

valle Eb, marquant deux points a et b

sur la ligne AB on cherchera, comme dans
1'article précédent, un autre point D,
dont la distance, au point a et au point
b, soit la méme, et par ce point et par
E, on ménera la droite DE, qui, ayant
chacune de ses extrémités également éloi-

gnée de a et de b, et ne penchant pas

plus vers 1'un de ces points que vers

1'autre, sera perpendiculaire sur AB.

IX

Faire un carré ayant son cé6té.

La maniére de tracer des perpendiculaires
étant trouvée, rien n'était plus aisé que
de s'en servir pour faire des figures
qu'on appelle rectangles et carrés, dont
on a parlé dans 1'article IV. On voit que
pour faire un carré ABCD (fig.2), dont les
cOtés soient égaux & la ligne donnée K,
il faut prendre sur la droite GE, un
intervalle AB, égal a K, puis élever
(art.V) aux points A et B, les perpendi-
culaires AD, BC, chacune égale a K,

ensulte tirer DC.
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XIV

La diagonale d'un rectangle est la
ligne qui le partage en deux triangles
égaux - Les triangles rectangles sont
ceux qui ont deux de leurs cétés per-
pendiculaires 'un a l'autre - Un trian-
gle est la moitié du rectangle qui a
méme base, et méme hauteur ; donc
sa mesure est la moitié du produit de
sa hauteur par sa base.

Il ne s'agira donc plus que d'avoir la

mesure des triangles qu'on aura formés.

Or on sait que pour trouver ce qu'on

ignore, le moyen le plus sir est de

Fig. 12.

chercher si dans ce qu'on connait, rien
ne se rapporterait a ce qu'on veut con-
naltre ; mais on a déja vu que tout rec—
tangle ABCD (fig.12), est égal au pro-
duit de sa base AB par sa hauteur CB.
D'ailleurs, 11 est aisé de s'apercevoir
que cette figure coupée transversale-
ment par la ligne AC, nommée diagonale,
se trouve partagée en deux triangles
égaux, et de 12 on infére que chacun de
ces triangles égalera la moitié du pro-
duit de leur base AB ou DC, par leur
hauteur CB ou DA.

I1 est vrai qu'il n'arrive guére que les
triangles & mesurer, aient deux de leurs
c6tés perpendiculaires 1'un & 1'autre,
comme les triangles ABC, ADC, qu'on ap-
pelle triangles rectangles ; mais rien

n'empéche qu'on ne les réduise tous a

des triangles de cette espéce.
Car que du point A, sommet d'un triangle
quelconque ABC (fig.3), on abaisse la

perpendiculaire AD, sur la base BC, le

Fig. 13.

triangle ABC se trouvera partagé en deux
triangles rectangles ABD, ADC.

Reprenant donc ce qui vient d'@tre dit, il
est évident que comme les deux triangles
ABD, ADC, seront les moitiés des rectangles
AEBD, ADCF, le triangle proposé ABC, sera
de méme, la moitié du rectangle EBCF, qui
aura BC pour base, et AD pour hauteur: mais
puisque la surface du rectangle EBCF
égalera le produit de la hauteur EB ou AD
par la base BC, le triangle ABC aura pour
mesure la moitié du produit de la base BC
par la perpendiculaire AD, hauteur du
triangle,

On a donc la maniére de mesurer tous les
terrains terminés par des lignes droites,
puisqu'il ne s'en trouve aucun qu'on ne
puisse réduire & des triangles, et que des
sommets de ces triangles, on sait abaisser

des perpendiculaires sur leurs bases.
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les triangles qui ont méme hauteur
et méme base, ont des superficies

égales.

De ce que dans la méthode que nous ve-
nons de donner, pour mesurer l'aire ou
la superficie des triangles, on n'em—
ploie que leur base et leur hauteur,
sans égard a la longueur de leurs cotés
on tire cette proposition, ou ce théo-
réme, que tous les triangles, tels que

ECB, ACB (fig.14), qui ont une base

commune CB, et dont les hauteurs EF, AD,

sont égales, ont la méme superficie.

XX

Les polygones réguliers sont des figu-
res que terminent des cbtés égaux, et
également inclinés les uns sur les

gutres.

Fig.21

I1 y a d'autres figures rectilignes qu'il
est aisé de mesurer, et qu'on nomme poly-
gones réguliers, figures que terminent des
cOtés égaux, qui ont tous la méme incli-
naison les uns sur les autres. Telles sont
les figures ABDEF, ABDEFG, ABDEFGH (fig.20,
fig.21 et 22).

Comme on a coutume de donner la forme sy-
métrique de ces figures, aux bassins, aux
fontaines, aux places publiques, etc, je
crois qu'avant que d'apprendre a les mesu-
rer, il faut voir de quelle maniére on les

trace.

XXI

Maniére de décrire un polygone d'un
nombre déterminé de cbtés - Le penta-
gone a 5 cétés, I'Hexagone 6, I'Heptago-
ne 7, ['Octogone 8,I'Ennéagone 9, le

Décagone 10, etc.

Qu'on décrive une circonférence de cercle,
qu'on la partage en autant de parties éga-
les qu'on voudra dommer de c8tés au poly-
gone, qu'ensuite on méne les lignes AB,

BD, DE, etc, par les points A, B, D, E, etc,
qui partageront la circonférence, on aura

le polygone cherché, qu'on nommera, ou
pentagone, ou hexagone, ou heptagone, ou
octogone, ou enneagone, ou décagone, etc,
suivant qu'il aura ou cing ou six ou sept

ou huit ou neuf ou dix, etc, cdtés.

XXIT

Mesure de la surface d'un polygone ré-
gulier - L'apothéme est la perpendiculai-
re abaissée du centre de la figure sur

un de ses cbités.,
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Pour avoir la mesure d'un polygone
régulier, on pourrait employer la mé-
thode qu'on a déja donnée (art.XIII)
pour toutes les figures rectilignes ;
mais on s'apercgoit aisément que le plus
court est de partager le polygone en
triangles égaux, qui alent tous le cen-
tre C pour sommet. Car prenant un de
ces triangles CBD par exemple (fig.22),
et tirant sur la base BD la perpendicu-
laire CK, qui pour lors sera nommée
1'apothéme du polygone, comme 1'aire

du triangle vaudra le produit de la
base BD, par la moitié de CK, ce pro-
duit, pris autant de fois que le poly-
gone aura de cOtés, donnera 1'aire de

la figure entiére.

XXIII

Le triangle équilatéral est celui dont
les trois cotés sont égaux - Maniéere

de le décrire.

Qu'on ne partagedt la circonférence

du cercle qu'en trois parties égales,
on formerait un triangle nommé commu-
nément triangle équilatéraly qu'on par-
gedt cette circonférence en quatre pars=
ties égales, on formerait un carré ;

mais ces deux figures, les plus simples
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de tous les polygones, peuvent aisément
se tracer, sans qu'il soit nécessaire
d'avoir recours a la division du cercle,
c'est ce qu'on a déja vu (art. IX) pour
le carré . A 1'égard du triangle équila=-
téral, il est aisé de s'apercevoir que
pour le décrire sur une base donnée AB
(fig. 23), 11 faut que des points A et B
comme centres, et d'une ouverture de com-—

pas égale a AB, on trace les arcs DCF et

GCH, qu'ensuite des points A et B on

Pig 23

méne des lignes AC, BC, au point C, sec-
tion commune des deux arcs DCF, GCH, et

sommet du triangle.

XXIV

A la méthode de décrire géométriquement

le triangle équilatéral et le carré les
premiers de tous les polygones, je pour-
rais joindre celle de tracer géométrique-—
ment un pentagone, comme plusieurs Auteurs
1'on fait dans les Eléments qu'ils nous
ont donnés; mais parce que les Commen-
¢cants, pour qui seuls nous travaillons
ici, n'apercevraient qu'avec peine la rou-
te qu'a di suivre 1'esprit, en cherchant
la maniére de tracer cette figure, route
que 1'Algebre nous met a portée de décou-
vrir, nous nous croyons obligés de ren-
voyer la description du pentagone au trai-
té qui suivra celui-ci, et dans lequel on
joindra cette description & celle de tous

les autres polygones qui autront un plus



grand nombre de cGtés, et qui sans le
secours de 1'Algébre, ne pourraient
8tre décrits géométriquement.

Des polygones qui ont plus de cing
cOtés, et que je dis ne pouvoir étre
décrits que par le moyen du calcul
algébrique, il en faut excepter ceux
de 6, de 12, de 24, de 48 etc. cOtés,
et ceux de 8, de 16, de 32, de 64, etc.
cOtés, qu'on peut aisément décrire par
les méthodes que fournit la Géométrie

élémentaire, comme on le verra a la

fin de cette preémiére partie.

LII

Un angle a pour mesure l'arc de cer-

cle qu'interceptent ses cotés.

I1 était donc nécessaire de chercher
une mesure fixe pour les angles, comme
on en avait déja une pour les longueurs.
Or cette mesure qu'il fallait avoir, il
a été facile de la trouver., Car que Ab
(Fig.45) restant fixe, on lui applique
d'abord le cGté Ac, qu'ensuite on fasse
tourner ce c¢dté autour de A, il est
clair que si on adapte a 1'extrémité c
de la branche mobile Ac, ou une plume,
ou un crayon qui donne moyen de rendre
sensible la trace du point ¢, cette

trace, qui formera un arc de cercle,
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donnera exactement la mesure de l'angle,
pour chaque ouverture particuliere des
cotés Ab, Ac, c'est-a-dire, qu'd cause

de 1'uniformité de la courbure du cercle, il
arrivera nécessairement qu'a une ouverture
double, triple, quadruple de cAb, répondra

un arc double, triple, quadruple de cb.

LIII

Le cercle est partagé en 360 dégrés ;

chaque degré en 60 minutes, etc.

Supposant donc que la circonférence bedfg
(fig. 45), décrite par la révolution entiére
du point c, soit divisée en un nombre quel-
conque de parties égales, le nombre des
parties contenues dans l'arc qu'intercepte-
ront les lignes Ac et Ab, mesurera exacte-
ment l'ouverture de ces lignes, ou l'angle

cAb qu'elles formeront.

Les Géometres sont convenus de diviser le
cercle en 360 parties, qu'on appelle degrés,
chaque degré en 60 minutes, chaque minute
en 60 secondes, etc. Ainsi, un angle bAc,
par exemple, aura 70 degrés 20 minutes, si
I'arc be, qui lul servira de mesure, a 70 des
360 parties du cercle, et de plus 20 soixan-

tiemes parties d'un degré.

LXX

Les angles d'un triangle équilatéral

sont chacun de 60 degrés.

Comme un triangle équilatéral n'est autre
chose qu'un triangle isocele auquel chacun
de ses cbtés peut également servir de base,
il est clair que ses trois angles sont néces~

sairement égaux, et qu'ils valent chacun



60 degrés, tiers de 180 degrés.

LXXI

Description de I'Hexagone

De la se tire aisément la description de
I'hexagone ou polygone de six cétés,

que nous avions promise (article XXIV).

Car pour trouver une ligne qui partage
la circonférence en six parties égales,

il faudra que cette ligne soit la corde
d'un arc de 60 degrés, sixiéme partie
de 360 dégrés, valeur de la circonféren-
ce entiere. Supposant donc que AB soit
cette corde (fig. 56), et du centrel
menant aux extrémités A et B les rayons
Al et IB, l'angle AIB vaudra 60 degrés,
et parce que les deux c6tés Al et IB

seront égaux,

x

x
}vi">£‘\‘~1’

Fig. 56

le triangle AIB sera isocele. Donc l'angle
au sommet étant de 60 degrés, chacun
des deux autres angles vaudra aussi 60
degrés, moitié de 120. Donc (article
LXX) le triangle AIB sera équilatéral.

Donc AB égalera le rayon du cercle. D'ou

il suit que, pour décrire un hexagone, il
faudra ouvrir le compas d'un intervalle
€égal au rayon, et le porter six fois de
suite sur la circonférence, et l'on aura

les six c6tés de 1'hexagone.

LXXII

La moitié de l'angle au centre de |'hexa-
gone donne l'angle au centre du dodé-

cagone.

L'hexagone ABCDEF décrit, on décrira
facilement le dodécagone, ou polygone de

douze cbtés.,

Pour cela, on divisera l'arc AKB (fig. 56),
ou l'angle AIB, en deux parties égales, et
AK, corde de la moitié de l'arc AKB, sera

un des c6tés du dodécagone.

LXXIII

Partager un angle en deux également.

Or, pour partager l'arc AKB, en deux arcs
égaux AK et KB, on fera la méme opération
que s'il s'agissait de couper la corde AB en
deux parties égales, c'est-a-dire, que des
points A et B, comme centres et d'un inter-
valle quelconque, on décrira les arcs MLN,
OLP, ensuite par le point L section des
deux arcs, et par le centre I on ménera la
ligne LI qui divisera en deux, et l'arc AKB

et la corde AB,

LXXIV

Description des Polygones de 24, 48

etc... cbtés.
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Qu'on suive la méthode précédente, et
gu'on partage l'arc AK en deux arcs
égaux, la corde de 1'un ou de l'autre
de ces arcs sera le c6té du polygone de
24 cétés. On aura de méme les polygo-

nes de 48, 96, 192, etc. cotés.

LXXV

Description de l'octogone et des

polygones de 16, 32, etc. cOtés.
Maintenant, pour décrire un octogone,
c'est-a-dire un polygone de 8 c6tés, on
commencera par tracer un carré dans le
cercle ; ce qu'on fera, si, aprés avoir
mené deux diameétres AIB et CIE (fig.
57), qui se

coupent a angles droits, on joint leurs
extrémités par les lignes AC, CB, BE,
AE.

Car, a cause de la régularité du cercle,
et de 1'égalité des quatre angles que

forment les perpendiculaires AIB, CIE,

les quatre cétés AC, CB, BE, EA, seront

nécessairement égaux, et se trouveront

également penchés les uns sur les autres

ce qui ne pourra convenir qu'au carré.

Le carré ainsi décrit, on divisera, par la
méthode précédente, chacun des arcs CKB,
BLE, etc., en deux parties égales ; ce qui

donnera l'octogone CKBLEMAN,

Qu'on partageat de méme chacun des arcs
CK, KB, etc. en 2, en 4, en 8, etc. par-
ties €gales, on aurait des polygones de 16,

32, 64, etc. co6tés.

La mesure du cercle est le produit de
sa circonférence par la moitié de son

rayon.

Supposons d'abord qu'on ait 1'aire du cer-
cle X a mesurer (fig. 3). On observera qu'
en lui inscrivant un polygone régulier
BCDE, etc., plus ce polygone aura de
c6tés, plus il approchera d'étre égal au
cercle. Or on a vu que l'aire de cette
figure (1ére partie, article XXII) est égale
a autant de fois le produit du cé6té BC par
la moitié de l'apothéme AH, que le polygone

a de cbétés ; ou, ce qui revient au méme,

Fig. 3

que cette aire a pour mesure le produit du
contour entier BCDE, etc. par la moitié de
l'apothéme. Donc, puisqu'en poussant jus-
qgu'a l'infini le nombre des cdtés du polygo-
ne, son aire, son contour, son apotheéme,

€galeront l'aire, le contour et le rayon du
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cercle, la mesure du cercle sera le
produit de la circonférence par la moi-

tié de son rayon.

II

L'aire du cercle est égale a un trian-
gle dont la hauteur est le rayon, et
la base une droite égale a la circon-

férence.

Il suit de la que la superficie d'un cer-
cle BCD (fig. 4), est égale a celle d'un
triangle ABL, dont la hauteur serait

le rayon AB, et la base une droite

BL égale a la circonférence.

Fig. 4

III

Il ne s'agit donc que d'avoir le rayon et
la circonférence. A l'égard du rayon, il
est aisé de le mesurer ; il n'en est pas

de méme de la circonférence : cependant,
pour avoir sa mesure, on peut envelopper
le cercle d'un fil ; ce qui, dans beaucoup

d'occasions, suffit pour la pratique.

Mais, jusqu'a présent, on n'a pu parvenir
a mesurer géométriquement la circonféren-—
ce du cercle, c'est-a-dire, a déterminer
exactement le rapport qu'elle a avec le

rayon. On trouve ce rapport a des cent

milliemes, a des millioniémes pres, et
méme on en approche tant qu'on veut,
sans que pour cela, on puisse le déter-

miner rigoureusement,

Iv

Le diametre d'un cercle ayant 7 par-

ties, la circonférence en a prés de 22.

L'approximation la plus simple qu'on ait
trouvée, est celle qu'on tient d'Archi-
mede. Le diameétre ayant 7 parties, ce
que la circonférence contient de ces
parties est entre 21 et 22 ; et l'on sait
qu'elle approche beaucoup plus de 22
que de 21.

v

Les circonférences des cercles sont

entre elles comme leurs rayons.

Au reste, il est clair que si on savait
exactement le rapport d'une seule cir-
conférence a son rayon, on saurait
celui de toutes les autres circonférences
a leurs rayons ; ce rapport devant étre
le méme dans tous les cercles. Cette
proposition parait si simple, qu'elle n'a
pas besoin d'étre démontrée, puisqu'on
sent que quelles que fussent les opéra-
tions qu'on aurait faites pour mesurer
une circonférence, en se servant des
parties de son rayon, il faudrait qu'on
fit les mémes opérations, pour mesurer
toute autre circonférence ; qu'ainsi on
lui trouverait le méme nombre de parties

de son rayon.
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VI

Les aires des cercles sont propor-
tionnelles aux carrés de leurs

rayons.

Il est évident que les cercles ont enco-
re la propriété générale de toutes les
figures semblables (lre partie, article
XLVII), je veux dire, que leurs surfa-
ces sont en méme proportion gue les
carrés de leurs cbtés homologués ;
mals comme, pour appliquer cette pro-
position aux cercles, on ne pourra
prendre leurs cb6tés, il faudra se ser-
vir des rayons, alors on verra que

les cercles auront leurs aires propor-

tionnelles aux carrés de leurs rayons.

S'il ne paraissait pas d'abord que cette
proposition dut suivre de ce qui est

dit dans 1'article XLVII de la premiere

: ~—M
Fu. 8.

Partie, et qu'on voultit en avoir une
démonstration particuliere, on ferait
attention qu'il reviendrait absolument
au méme, de comparer les aires de deux
cercles BCD, EFG (fig. 4 et 5), ou
celles des triangles ABL, AEM, qui
leur seraient égaux (article II), en
supposant que leurs bases BL et EM,
fussent les développements des circon-
férences BCD et EFG, et que leurs
hauteurs fussent les rayons AB et AE.

Or par l'article précédent, ces triangles

seraient semblables ; donc leurs aires
seraient en méme proportion que les
carrés de leurs c6tés homologues AB,
AE, rayons des cercles BCD et EFG.

Donc, etc.

VII

Des trois cercles qui ont pour rayons
les trois c6tés d’un triangle rectangle,
celui que donne I'hypoténuse vaut les

deux autres pris ensemble.

Les cercles, a cause de leur similitude,
auront aussi, de méme que les figures
semblables, cette propriété, que si, en
prenant les trois c6tés d'un triangle
rectangle pour rayons, on décrit trois
cercles, celui dont le rayon sera l'hypo-
ténuse, égalera les deux autres pris

ensemble,

Ainsi, on pourra toujours trouver un
cercle égal a deux cercles donnés, et
cela sans prendre la peine de mesurer
chacun de ces cercles. Qu'on veuille,
par exemple, faire un bassin qui contienne
autant d'eau que deux autres, la profon-
deur étant la méme, qu'on veuille trouver
'ouverture d'un tuyau de fontaine, par
lequel il s'écoule autant d'eau que par
deux tuyaux donnés : on y réussira
sans peine, en prenant la voie que

nous venons d'indiquer.
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DE LA MANIERE DE MESURER LES
SOLIDES, ET LEURS SURFACES

Les Principes que nous avons établis
dans les trois premiéres Parties de cet
ouvrage, pourraient nous suffire pour
résoudre des problémes beaucoup plus
difficiles que ceux que nous allons nous
proposer ; mais il est plus dans l'ordre
gue nous avons suivi précédemment,

de passer maintenant a la mesure des
solides, c'est-a-dire, des étendues
terminées, qui ont a la fois trois dimen-

sions, longueur, largeur et profondeur.

Cette recherche a été, sans doute, un
des premiers objets qui ait pu fixer
I'attention des Géometres. On aura
voulu savoir, par exemple, combien il y
avait de pierres de taille dans un mur
dont la hauteur AD, la largeur AB, et
la profondeur ou épaisseur BG étaient
connues (fig. 34). On se sera proposé
de déterminer la quantité d'eau que con-
tenait un fossé, ou un réservoir ABCD
(fig. 35) ; on aura voulu trouver la
solidité d'une tour, d'un obélisque, d'

une maison, d'un clocher, etc.

Pour traiter les figures qui ont les trois

dimensions, de la méme maniére gque nous

avons traité celles qui n'en ont que
deux, nous commencerons par examiner
les solides qui sont terminés par des

plans.
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Nous n'aurons pas besoin de parler de
la maniére de mesurer les surfaces de

ces corps, elles ne peuvent étre que

des assemblages de figures rectilignes
et par conséquent, leur mesure dépend
de ce qui a été dit dans la premiere

Partie.

Le cube est une figure solide termi-
née par six carrés. Clest la mesure

commune des solides.

Pour mesurer la solidité des corps, il
est naturel de les rapporter tous au
solide le plus simple, ainsi que pour
mesurer les surfaces, on les a toutes
rapportées au carré. Or le solide le

plus simple, c'est le cube, qui, en effet,
est en solide, ce que le carré est en
superficie ; c'est-a-dire que c'est un

espace tel que abcdefgh (fig. 36), dont



la longueur, la largeur et la profondeur

sont égales, ou ce qui revient au méme,
c'est une figure terminée par six faces

égales qui sont des carrés.
g

On appelle cété du cube le coté des

carrés qui lui servent de faces.

Par un pied cube, on entend un cube
dont le c6té est d'un pied ; de méme
un pouce cube, est un cube dont le

c6té est d'un pouce, etc.
A

La ligne perpendiculaire ¢ un plan
est celle qui ne penche d'aucun coté
sur ce plan - 1l en est de méme du
plan perpendiculaire ¢ un aqutre

plan.

I1 est presque inutile d'avertir que par
une ligne perpendiculaire a un plan,
nous entendons une ligne qui ne pen-
che d'aucun cbté sur ce plan, et de
méme qu'un plan gui ne penche pas
plus d'un c6té que d'un autre sur un
second plan, est dit perpendiculaire

a ce second plan ; ces deux défini-
tions sont analogues a celle que nous
avons donnée d'une ligne perpendicu-

laire a une autre ligne.
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VI

La ligne qui est perpendiculaire & un
plan, est perpendiculaire a toutes les
lignes de ce plan, qui partent du

point ou elle tombe.

Or il suit de 1a que la ligne AB, qui est
perpendiculaire au plan X (fig. 37), doit

étre perpendiculaire a toutes les lignes

AC, AD, AE, etc., qui partent du pied
A de cette ligne, et qui sont dans ce
plan. Car il est évident que si elle pen-
chait sur une de ces lignes, elle serait
inclinée vers quelque c6té du plan. Donc

elle ne lui: serait pas perpendiculaire.

VII

Pour se représenter d'une fagon bien
sensible, comment la ligne AB peut étre
perpendiculaire a toutes les lignes qui
partent de son extrémité A, on n'aura
qu'a faire une figure en relief de la

maniere suivante.

On construira de quelque maniére unie

et facile a plier, comme du carton, un
rectangle FGDE (fig. 38) partagé en deux
parties égales par la droite AB, perpen-
diculaire aux c6tés ED, FG ; on pliera

ensuite ce rectangle, en sorte que le pli



PLB G

fig. 38

soit le long de la ligne AB, et on le

portera tout plié sur le plan X (fig. 39).

11 est évident que quelle que soit l'ou-

verture qu'on donne aux deux parties
FBAE, GBAD du rectangle plié

EADGBF ces deux parties resteront
toujours appliquées sur le plan X, sans
que la ligne AB change de position par
rapport a ce plan ; cette droite AB
sera donc perpendiculaire a toutes les
lignes qui partent de son pied, et qui
seront dans le plan X, puisque les cétés
AL, AD du rectangle plié s'appliqueront
successivement sur chacune de ces li-
gnes par le mouvement que nous venons

de décrire.

VIII

Pratigue simple pour élever ou pour
abaisser des lignes perpendiculaires

o des plans.

On tire de la construction précédente
une pratique bien commode, pour élever
d'un point donné sur un plan, une li-
gne perpendiculaire a ce plan, ou pour
abaisser d'un point pris hors d'un plan,

une ligne qui soit perpendiculaire a ce

plan. Car que le point proposé soit

dans le plan, en A par exemple (fig. 40)

fig. 40

ou qu'il soit hors du plan, comme en H,
on pourra toujours faire avancer le rec-
tangle EFBGDA sur le plan X, jusqu'a
ce que le pli AB touche le point donné,
et AB deviendra, dans les deux cas, la

perpendiculaire demandée.

IX

Une ligne sera perpendiculaire d un
plan, si elle est perpendiculaire ¢
deux lignes de ce plan, qui partent

du point ou elle tombe,

Il suit aussi de la qu'une ligne AB sera
perpendiculaire 4 un plan X, toutes les
fois qu'elle sera perpendiculaire a2 deux
lignes AE et AD de ce plan. Car alors
AB pourra étre regardée comme le pli
d'un rectangle dont 1'un des cétés pliés
s'appliquerait sur AE, et l'autre sur AD.
Or ce pli ne pourrait manquer d'étre

perpendiculaire au plan X,
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XXVI

Les pyramides sont des corps renfer-
més par un certain nombre de trian-
gles qui partent tous d’'un méme som-
met et qui se terminent a une base

polygone quelcongue.

Ayant vu ce qul concerne les parallé-
lipipédes et les prismes, examinons
maintenant les pyramides, c'est—~a-
dire, les corps tels que ABCDEFG
(Fig. 19), renfermés dans un

certain nombre de triangles qui
partent tous d'un méme sommet A,

et qui se terminent a une base
polygone quelconque BCDEFG. Il est
nécessaire de considérer ces sortes
de solides, non seulement parce
qu'on en rencontre dans les bati-
ments et dans les autres ouvrages

a construire, mais parce que tous
les solides terminés par des plans,

sont des assemblages de pyramides,

Fig. 49

ainsi que les figures rectilignes sont
des assemblages de triangles.

I1 ne faut pour s'en assurer, que tirer
d'un point pris ou 1l'on voudra dans
1'intérieur du corps proposé, des lignes

a tous les angles de ce corps.

XXVII

On distingue les pyramides les unes des
autres ainsi que les prismes, par le

nom de la figure qui leur sert de base.
XXVIII
Lorsque la pyramide a pour base une fi-
gure réguliére et que son sommet répond
perpendiculairement au centre H de sa
base, ainsi que dans la Fig.49, la pyra-
mide est alors appelée pyramide droite ;
elle est nommée, au contraire, pyramide
oblique, lorsque le sommet n'est pas per-—

pendiculairement au-dessus du centre,

ainsi que dans la Fig.51.

XXIX

Pour découvrir la maniére de mesurer
toutes sortes de pyramides, tant droites
qu'obliques, nous commencerons par faire
sur ces figures,quelques réflexions géné-
rales, auxquelles on est conduit par la
connaissance des propriétés des prismes.
Lorsqu'on fait attention a 1'égalité des
prismes, qui ont méme base et méme hauteur,
il est maturel qu'on se rappelle que les
parallélogrammes sont aussi égaux entre
eux , lorsqu'ils ont ces mémes conditions,
et qu'il en est encore de méme des
triangles. Ces trois vérités se présen-
tant a la fois a 1'esprit, 1'analogie

doit porter a croire que les propriétés
qui sont communes aux parallélogrammes

et aux triangles, peuvent 1'@tre aussi

aux prismes et aux pyramides ; on doit
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donc soupconner que les pyramides qui
ont méme base et méme hauteur, ont la

méme solidité.

XXX

Les réflexions suivantes confirmeront
ce soupgon. Soient ABCDE, a b ¢ d e
(Fig.50 et 51), deux pyramides, dont
les hauteurs AH, ah, soient les mémes,
et dont les bases soient deux £igures
égales par exemple, deux carrés égaux
BCDE, bede ; si on congoit que ces
deux pyramides soient coupées par une
infinité de plans paralléles a leurs
bases on imaginera, sans peine, que
ces coupes de pyramide donneront des
carrés égaux IKIM, iklm, et par consé-
quent, que les deux pyramides peuvent
étre regardées comme des assemblages
d'un méme nombre de tranches, qui dans

ces deux pyramides seront égales

chacune & sa correspondante. Donc, con~

clura-t-on, la somme des tranches est
la méme, de part et d'autre, c'est-a-
dire, que les deux pyramides ont la

méme solidité.

voir "les indivisibles" p. 64.

XL

Ayant découvert que les pyramides qui ont
méme hauteur sont en méme raison que leurs
bases, on doit sentir que la mesure de
leur solidité ne renferme plus que trés
peu de difficulté,

Car il s'agit plus que de savoir mesurer
une seule pyramide, pour mesurer toutes
les autres. Supposons, par exemple, que
nous sachions mesurer la pyramide ABCDE

(Fig. 56) et qu'on nous demande la mesure

Fig. 56 Fig. 57

de la pyramide ASTVXY (Fig.57) qui n'a
ni la méme base, ni la méme hauteur que
la premiére : nous commencerons par faire

une pyramide semblable a la pyramide
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ABCDE, et qui ait la hauteur de la
pyramide ASTVXY, ce qui sera bien aisé,
car il suffira (Art. XXXV) de prolon-
ger les cotés AB, AC, AD, AE, et de les
couper par le plan LMNO, dont la dis-
tance AG au sommet A, soit égale a la
hauteur AQ.

Cela fait, puisque par la supposition
nous savons mesurer la pyramide ABCDE,
il est évident que nous saurons mesurer
aussi la pyramide ALMNO, qui lui est
semblable ; car quelles que soient les
opérations par lesquelles on mesure la
pyramide ABCDE, on pourra toujours
faire les mémes opérations pour mesurer
la pyramide semblable ALMNO, a cela
prés qu'on emploiera dans celle-ci une
échelle différente.

Supposons donc que la pyramide ALMNO
soit mesurée, sa mesure déterminera
aussi celle de la pyramide proposée
ASTVXY ; car par l'article précédent,
ces deux pyramides sont entre elles
comme leurs bases IMNO, STVXY, et nous
avons d'ailleurs enseigné dans la se-
conde partie a trouver le rapport de

ces deux bases.
XLI

Puisqu'il ne s'agit donc que de mesurer
une seule pyramide, pour savolr mesurer
toutes les autres pyramides imaginables,
propesons-nous en une extremement sim-
ple, qu'on peut former en tirant des
quatre angles A, B, C, H (Fig. 58),
d'une des faces d'un cube ABCDEFGH,
quatre lignes au point 0, centre de

ce cube ; c'est-a~dire, le point éga-

lement distant de A, D, B, E etc.

On voit, sans peine, que la pyramide est
la sixiéme partie du cube, puisqu'on peut
décomposer le cube en six pyramides
pareilles, en prenant chaque face pour
base. Or, la valeur du cube est le pro-
duit de la hauteur AF par la base ABCH.
Donc, pour avoir la valeur de la pyrami-
de, il faudra partager le produit de AF

par ABCH, en six parties égales, ou ce

qui revient au méme, il faudra multiplier
la sixiéme partie de la hauteur AF par

la base ABCH ; et comme la sixieme partie
de la hauteur AF est le tiers de la hau-

teur OL de la pyramide OABCH, puisque sa

hauteur OL est la moitié du cOté du cube,
il s'ensuit que la mesure de la pyramide

OABCH est le produit du tiers de sa hau—

teur par sa base.

XLII

La solidité d'une pyramide quelcongue
est le produit de sa base par le tiers de

sa hauteur.

Supposons présentement qu'on ait & mesurer
une pyramide quelconque OKMNSTV (Fig.59),

on imaginera un cube dont le ¢Bté AB ou
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AE soit le double de la hauteur OL de
la pyramide proposée, et on concevra
dans ce cube, une pyramide OABCH, dont
la pointe soit au centre, et qui ait
pour base une des faces ABCH du cube.
Cette nouvelle pyramide aura méme
hauteur que la premiére, et par consé-
quent (art. XXXIX), la solidité de

OABCH sera a celle de OKMNSTV comme

Fig. 59

la base ABCH & la base KMNSTV, Or par
l'article précédent, le produit du
tiers de la hauteur commune OL par

la base ABCH, est la valeur de la
pyramide OABCH ; donc le produit du
tiers de la méme hauteur commune OL
par la base KMNSTV, sera la valeur

de la pyramide proposée OKMNSTV.

Et par 1la, on découvre ce théoréme
général, qu'une pyramide a pour mesu-
re le produit de sa base par le tiers

de sa hauteur.

LI

Le cbne est une espéce de pyramide
dont lag base est un cercle, on le
distingue en cbne droit et en cbne

oblique.

Le cdne est le solide courbe le plus

simple aprés le cylindre ; c'est une fi-
gure comme ABCDE (Fig.62 et 63), dont la
base est un cercle, et dont la surface

est composée d'une infinité de lignes

Fig. 62

droites, qui aboutissent toutes du som—
met A 4 la circonférence BCDE de ce cer-
cle. On peut regarder ce solide comme une

pyramide dont la base serait un cercle.

LII

Si comme dans la figure 62, la pointe ou
sommet A du ¢Oté répond perpendiculaire-
ment au-dessus du centre 0 de la base, le
cGne est nommé cdne droit ; et il est
nommé oblique, si le sommet répond & un
point différent du centre de la base,

ainsi que dans la figure 63.

LX

La sphére est le corps dont la surface
a tous ses points également éloignés du

centre.

Le dernier des corps solides que nous
traiterons, se nomme sphére ou globe ;
c'est celui dont la surface a tous ses
points également éloignés d'un méme point

qui est le centre. On a souvent besoin de
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mesurer cette surface ; on voudra sa-
voir, par exemple, ce qu'il faudrait
de dorure pour une boule, combien on
devrait prendre de lames de plomb pour

couvrir un dome etc.

LXI

Soit X(fig.67) la sphére dont on veut
mesurer la superficie, il est évident

qu'on peut concevoir ce solide comme

produit par la révolution d'un demi-
cercle AMB, autour de son diamétre AB.
Supposons d'abord qu'au lieu de la
demi-circonférence, nous ayons un
polygone régulier d'un nombre infini
de petits cOtés ; et proposons—nous
seulement de mesurer la surface Z
(fig. 68), produite par la révolution
de ce polygone. 11 sera facile de

passer ensuite

de la mesure de cette surface a la mesure
de la surface de la sphére, ainsi que nous
avons passé de la mesure des figures

rectilignes & celle du cercle.

LXII

Pour mesurer la surface du solide Z,
examinons la petite partie de cette sur-
face, que produit un seul cBté quelconque
Mm du polygone inscrit, pendant qu'il
tourne autour du diametre AB. Il est
évident que ce cOté Mm décrit dans ce
mouvement une surface de cdne tronqué V
(fig. 69). Car, en prolongeant la droite

Mm jusqu'a ce qu'elle rencontre en T le

Fig. 69
diamétre ou axe de révolution AB, si cette
ligne TMm tourne en méme temps que le
demi~cercle AMB, elle décrira visiblement
un cdne droit, dont le sommet sera T et
la base, le cercle décrit par le point m,
en sorte que la surface V, produite par
le mouvement de Mm, sera une tranche de ce
cone enfermée entre les plans des cercles
que les points M et m décrivent en tour-
nant. Mais, selon que nous 1'avons vu
(article LIX), la surface V est égale

a un rectangle dont Mm est la
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hauteur, et la base une ligne égale a
la circonférence KLO, décrite par le
point K, milieu de Mm. Donc la surfa-—
ce produite par la révolution du poly-
gone est égale & la somme d'autant de
rectangles de cette nature, qu'il y a
de cOtés dans ce polygone, tels que Mm.
0r, comme tous les cotés Mm, hauteurs
de ces rectangles, sont supposés égaux,
on pourrait regarder la surface cher-
chée comme un rectangle total qui au-
rait la hauteur Mm, avec une base

égale a la somme de toutes les circon—
férences, telles que KLO, c'est-a-dire,
décrites par le point de milieu de
chaque petit cdté.

Mais le polygone insctrit dans le
demi-cercle AMB, ayant un tres grand
nombre de cOtés, la petitesse de 1la
hauteur Mm, et la grandeur excessive

de la base, rendent ce rectangle
inconstructible.

Pour remédier & cet inconvénient, il
est bien aisé d'imaginer de changer
tous ces petits rectangles en d'autres
qui auraient toujours une méme hauteur,
non pas imperceptible comme Mm, mais
assez grande pour que chacune des bases
devint fort petite ; moyennant cela,
1'addition de toutes ces petites ba-
ses ne fera plus qu'une longueur com-

parable a la hauteur.

LXIII

Voyons donc si1 nous ne pourrons point
changer de cette sorte nos petits rec-—
tangles. Supposons d'abord, pour sim-
plifier le probléme, que nos rectangles,
au lieu d'avoir pour bases des lignes

égales aux circonférences KL, n'aient

pour bases que les rayons KI de ces cir-
conférences (fig.70). Il ne nous sera pas
difficile ensuite d'appliquer ce que nous
aurons trouvé pour ces derniers rectangles,

a ceux dont nous avons affaire.

Fig. 70

Il s'agit donc de trouver un rectangle qui
ait pour mesure le produit de Mm par KI,
et qui alt pour hauteur quelque ligne
incomparablement plus grande que Mm, et
qui soit la méme en quelque endroit que
soit placé ce petit cdté Mm. Choisissons,
par exemple, la droite CK, qui est 1'apo-
theme du polygone dont Mm est le coté et
qui, par conséquent, est toujours la méme
a quelque cOté du polygone qu'elle appar-
tienne. Nous devons donc chercher une
ligne dont le produit par CK soit égal au
produit de KI par Mm, c'est-a-dire(IIle
partie, art.VII), qu'il faut trouver une
quatriéme proportionnelle aux trois lignes
KC, KL, Mm. Or, nous savons que c'est par
le moyen des triangles semblables qu'on
découvre les lignes proportionnelles dans
les figures, il faut donc former des tri-
angles semblables, dont les c¢dtés homolo—
gues solent les figures en question : c'est
ce qu'on fera en abaissant MR, perpendicu-
laire a mp. On aura alors les triangles
MmR, KIC, qui seront semblables ; car ils

seront chacun rectangles, 1'un en R, 1'au-
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tre en I, de plus, ils auront les
angles mMR, IKC égaux entre eux, a
cause que le premier fait un angle
droit avec 1'angle MmR, égal a 1'an-
gle MKI, et que 1'autre IKC fait

aussi un angle droit avec MKI.

De 1a on peut conclure facilement que
KC est a KI, comme Mm & MR ; c'est-a-
dire, que MR est la quatriéme propor-
tionnelle cherchée : ou, ce qui re-
vient au méme, que le rectangle de

KC par MR ou par Pp, est égal au rec-—
tangle de Mm par KI. Mais comme le
rectangle que nous nous étions d'a-
bord proposé de changer, n'était pas
celui de Mm par KI, que c'était celui
de Mm par le circonférence dont KI

est le rayon, nous nous rappellerons
ici que les circonférences sont entre
elles comme les rayons ; ce qui fait
que 1'égalité qui est entre le rectan-—
gle de Mm par KI, et celui de Pp par
CK, entraine nécessairement 1'égalité
du rectangle de Mm, par la circonfé-
rence de KI, au rectangle de Pp, par
la circonférence de CK. Car on sent
facilement que si deux rectangles sont
égaux, et que conservant leurs hauteurs
on augmente proportionnellement leurs
bases, ces rectangles demeureront

encore égaux.

LXIV

Ayant découvert dans les deux articles
précédents que toutes les petites sur-—
faces coniques tronquées telles que V
(fig. 69) sont égales a autant de rec-—
tangles qui auraient tous pour hauteur

une méme droite égale a la circonfé-

rence, dont KC serait le rayon, et dont
chacun aurait pour base une petite droite
Pp, correspondant a chaque cdté Mm, on en
déduira qu'une somme quelconque de ces
petites surfaces, prise depuis A jusqu'a
p, par exemple, sera égale & un rectangle
qui aurait pour hauteur une droite égale
a la circonférence de CK, et pour base

la somme de toutes les lignes telles que
Pp, prises depuis A jusqu'en p, c'est-a-
dire, la droite Ap.

Donc pour avoir la surface totale produite
par la révolution du polygone entier, il
faudra faire un rectangle dont la base
soit égale a la circonférence décrite du
rayon CK, et qui ait une hauteur égale au

diamétre AB.
LXV

La surface de la sphére a pour mesure
le produit de son diamétre par la cir-
conférence de son grand cercle.
I1 est bien aisé maintenant de mesurer
la surface de la sphere. Car il est clair
que plus il v aura de cdtés dans le poly-
gone, plus le solide prodult par sa ré-
volution approchera d'étre égal a la
sphére, et plus aussi 1'apotheme CK appro-
chera d'é@tre au rayon , en sorte que si
on peut imaginer que le polygone soit de-—
venu un cercle, 1'apothéme CK sera le
rayon méme , et la surface de la sphere
aura la méme étendue qu'un rectangle dont
la hauteur et la base seraient, 1'une le
diametre, et l'autre une ligne égale a
la circonférence du cercle qui 1'a pro =
duite, et qu'on appelle ordinairement le

grand cercle de la sphere.
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LXVI

Ce que c'est qu'un segement de
sphére ; comment on mesure sa

surface.

Quant a la surface courbe d'un segment
de sphére ALMNO (fig. 71), c'est-a-dire

de la partie de la sphére qu'on en

retranche, lorsqu'on la coupe par un
plan MLNO perpendiculaire au diameétre,
elle a pour mesure le produit de son
épaisseur ou fléche AP par la circon-
férence du grand cercle AMBN. La rai-
son en est la méme que celle par la-
quelle on a prouvé (art. LXIV) que la
somme des surfaces de tous les petits
cOnes tronqués, comprisdepuis A jus-
qu'en m (fig.70), est égale au rectan-
gle dont la hauteur est Ap, et la base
une ligne égale a la circonférence dont

CK est le rayon.

LXVII

La surface de la sphere est égale a

celle du cylindre circonscrit.
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La mesure précédente de la surface de la
sphére apprend que si on fait tourner le
rectangle ABDE, en méme temps que le demi-
cercle AMNB autour de AB, la surface cour—
be du cylindre droit EFGIKDH (fig. 72)

produit par la révolution de ce rectangle,

sera égale a celle de la sphére décrite
par le demi-cercle ; ce qu'on exprime
ordinairement ainsi la surface de la
sphére est égale & celle du cylindre

circonscrit.

LXVIII

Les tranches du cylindre et de la sphe-

re ont la méme superficie.

Et si on coupe, tant le cylindre, que la
sphéere, par deux plans quelconques per-

pendiculaires au diametre AB, en P et en
Q, les tranches du cylindre et de la
sphére qui seront produites par le mouve-
ment de la droite 08, et de 1l'arc MN,

seront égales en superficie.



LXIX

La surface de la sphére est égale
a quatre fois celle de son grand

cercle.

On voit encore, par ce qui précede,
que la surface de la sphere est égale
a quatre fois 1'aire de son grand
cercle ; car la surface de son grand
cercle a pour mesure le produit de la
moitié du rayon ou du quart du diame-
tre par la circonférence, et la
superficie de la sphére est égale au
produit du diamétre entier par la

méme circonférence.

LXX

La solidité de la sphere est le pro-
duit du tiers du rayon par quatre

fois l'aire du grand cercle.

La mesure de la surface de la sphére
étant trouvée, il est bien aisé de
mesurer sa solidité ; car on peut
considérer la sphére comme 1'assembla-
ge d'une infinité de petites pyrami-
des, dont les sommets sont & son cen-
tre, et dont toutes les bases couvrent
sa surface entiére. Or, chacune de

ces pyramides ayant pour mesure le
produit du tiers de sa hauteur, c'est-
a-dire du rayon,par sa base, leur
somme totale ou la solidité de 1la
sphére se mesurera en multipliant le
tiers du rayon par sa surface, c'est-
a-dire, par quatre fois l'aire du

grand cercle,

LXXI

La solidité de la sphére est les deux

tiers de celle du cylindre circonscrit.

Comme le produit du tiers du rayon par
quatre fois le grand cercle, est la mé-
me chose que le produit de quatre fois

le tiers du rayon, c'est—a-dire, des
deux tiers du diamétre par le grand cer-
cle et que la solidité du cylindre
EFGIKDH a pour mesure le produit du dia-
métre par le méme grand cercle qui lui
sert de base, il s'ensuit que la solidité
de la sphére est les deux tiers de

celle du cylindre circonscrit.

LXXII

Mesure de la solidité d'un segment

de sphére,

Si on se proposait de mesurer la solidi-
té d'un segment de sphére AMLNO (fig.71),
il est évident qu'il faudrait d'abord
mesurer la portion de sphére produite par
la révolution du secteur CAM ; ce qui se
ferait en multipliant le tiers du rayon
par la surface du segment de sphere
proposé AMLNO ; ensuite on retrancherait
de cette mesure celle du cbne produit par
la révolution du triangle CPM, c'est-a-
dire, le cOne dont la base est le cercle
MLNO, et CP la hauteur, et le reste se-

rait la valeur demandée du segment.
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polygones reguliers

Dessin inspiré de tableaux de Max BILL

Reproduire ce dessin aprés avoir étudié
les deux premiers paragraphes de ce

chapitre.

- 121 -



1 Observation de quelques figures

Vérifier avec des instruments de géométrie que chacune des figures suivantes
a ses cOtés égaux et ses angles au sommet égaux. Indiquer dans chacun des

cas les éléments de symétrie (axe ou centre).

triangle équilatéral carré pentagone

AN

T

pentagone étoilé heptagone heptagone étoilé

\/ —

octogone énnéagone dodécagone

Chacune de ces figures est un polygone régulier.
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2 Construction

Les observations précédentes ont conduit au résultat (qu'il est possible de

démontrer) : si m est le nombre de c6tés du polygone régulier convexe,

la somme des angles au sommet du polygone est (m - 2)1 ; chaque angle
m - 2

au sommet mesure -—n~]~*-ﬂ

Utiliser cette propriété pour dessiner un hexagone régulier, un heptagone

régulier convexe ainsi qu'un heptagone régulier étoilé différent de celui de

la page précédente, et un ennéagone régulier convexe.

3 Polygone régulier inscrit dans un cercle

Dessiner un pentagone régulier con-
vexe ABCDE. Tracer les médiatrices
de chacun des cb6tés, et vérifier sur
le dessin qu'elles se coupent toutes
en un point O. Le point O est a égale
distance de ABCDE. Tracer le cercle
de centre O et passant par ABCDE
c'est le cercle CIRCONSCRIT au

pentagone régulier.

Que peut-on dire des angles au centre

T T e T T e e

AOB, BOC, COD, DOE, EOA ?

Calculer la somme de ces angles
Conclusion : On peut démonter que tout polygone régulier est inscriptible dans

un cercle. S'il est convexe & m cotés, chaque angle au centre

mesure -—-—-uZﬂ
m

En utilisant la conclusion précédente, dessiner

- un hexagone régulier

- un dodécagone régulier convexe
- un dodécagone régulier étoilé

- un octogone régulier convexe

-~ un octogone régulier étoilé

- un hexagone non régulier ayant tous ses cdtés égaux.

- 123 -



Avec les notations actuelles, si A est un nombre non
carré parfait, @ une valeur appmchw de sa racine, Ia
méthode de Héron revient a prendre pour /A la nou-
velle valeur approchée

A
a, =1/2 < +(/>

Voir livre de Seconde -
Collection ISTRA
page 2¥5.

2. Aire du carré

Carré. — De méme que pour le reclangle, on a su
calculer aire du carré & une époque (rés reculée.

Dans le Manuel éqyptien & Aunis (2000 av. J.-C), un
carré de. 9 perches de coté a pour aire 9><9 =281 per-
ches carrdes.

L’auteur hindou Anvanuarra, dans ses Legcons de Coal-
cud (6 s) onne la régle sous la forme laconique que
voici: « Un carr‘é est un équi-quadrilatere 5 sa surface
est le produit, de deux nombres égaux ».

3. Deux démonstrations dues a Léonard de Vinci

r 23

L
/ ™~ L.« Le cercle s entre 9 fois
l‘ dans le cercle [ la preuve en est

A que le carréd mn entre 9 Jors dans
. m le carré ar » (Laonarn e Viner,
\L 5\/ 18°-16° s., Manuserit A).

N4 I St Pon désigne par o el o' les
diamétres des cercles s et /, dia-
métres qui sonl aussi les cotés des carrés mn ol ar,
les aires des deux cercles sonl en effet dans le

7 i
mppnrf =7 © ‘est-d-dire dans le méme rapport que les

l/

aires des deux carrds,

W« 87 tw tires la ligne ab (fig. a) aur points
d'intersection du grand cercle
- parlesdingonalesdi carré
conscril] el que li oir cetle ligne
rln s m abestcoupbe parle diamétre ef,
aw pomnt n, e commences et
finesses un cercle, celui-ed con-
tiendra autani o étendue que
celle qui s'enferme enire l'un et
Fautre cercle ef sera une [ois
plus petit que le grand » (Litonano v Viner, Manuserit A).
Voier & quelques détails pres, Ta démonstration de
artiste italien.

Tig. a.
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Remarque sur la construction de I'hexagone régulier :

ﬁ\
£ “0/ A
N\

S

Soit un hexagone régulier ABCDEF.
Quelle est la nature des triangles
OAB, OBC, OCD, ODE, OFA ? Sir
est le rayon du cercle circonscrit a
I'hexagone, calculer la longueur d'un
des cbtés de l'hexagone. Le résultat
permet d'utiliser la construction sui-
vante de 1'hexagone régulier.

Soit % un cercle de centre O et de
rayon r : A étant un point quelconque
de % , dessiner une intersection de
@ et du cercle de centre A et de
rayon r, que l'on appelle B.
Poursuivre la construction pour obte-

nir I'hexagone.

Question : En joignant les points placés sur le cercle “ de 2 en 2, on obtient

une autre figure. Quelle est sa nature ?

4 Cercle circonscrit au polygone régulier

Construire, pour chacune des figures observées en 1, son cercle circonscrit.

Question : Lorsque le polygone admet un centre de symétrie, que constate-t-on ?




Question : Quel procédé simple peut-on utiliser pour construire le cercle

circonscrit d'un polygone régulier convexe
- lorsque le nombre de c6tés est pair

- lorsque le nombre de c6tés est impair ?

Quelques notes historiques

1. Aire du triangle équilatéral

Triangle équilatéral. — Métriques de Héron (1*7s. 7). —
« Soit un ftriangle d¢quilatéral dont

A chaque coté est égal & 10, Trouver
son aire. »
. Lauteur proctde ainsi. AD dlant
la hauteur relalive au colé BC el
T laire du lriangle, on a successi-

G D [
vement
BC’ = 4 BD®,

AD'=AB’—BD’=3BD",

/ d’nly E-‘j ./‘
AD® 3
_ . BC_h_ 16
BC > AD® 3 12 3
au cnceore ];‘Z f— :I,G 1
(2T 12
On en fire
3= 3 .
T= B =2 s 10000 = 1875,
0 e ’

T est alors donné par la racine carrée de 1875, qu
est approximativement 43 1/3.

ReMarour. — On a ignoré pendant longtemps com-
ment les anciens Grees exlrayaierl les racines carrées.
Paul Tannery a mis au jour en 189% un passage inédit
mdiquant le procédé suivi par Hinon el qui ful vraisem-
blablement le scul classique chez les Grees. La décou-
verle du manuscril des’Métriques est venue confirmer
le fait.

Appliquons ce procédé a Vexemple ci-dessus. Le carré
le plus voisin de 1875 élant 1849, dont la racine est 43,

on divise 1875 par 43 ; le quotient est 4«34—?-2, soil en-
(3

viron 43—? On y ajoute 43, il vient 86%; on en prend

la moitié, ce qui donne 43 1/3: c’estla racine approchée.
Si I'on voulait obtenir une plus grande approximation,
on opérerait sur 43 1/3 comme on I'a fait sur 43.
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La demi-diagonale sa du carré circonserit au corcle
mn (flg. ) est dgale a5/,

A S = - demi-coté du carrd circonserit
X au cercle ef. Or (fig. 0) le
carre feel qui joint les milieut "
7R S\ L Ne  des eotds du carrd hgig o prd-
. cisément pour demi-diagonale
sf o feel est done le carvd eir-
conscrit au cercle mn. Mais le
A ¢ J carré feel est la moitié du carrd
Fig. b. hgif, puisque le premier con-
tient 4 triangles égaux & fye ot
que le sccond en contient 85 done le cerele mn esl la
moitié du cercle ef.
6 Quelques exercices
1. Construction de l'octogone régulier convexe
\ Observer le dessin suivant et le

reproduire,

On peut démontrer que la figure

\ obtenue est un octogone régulier

N

convexe,

2. Construction d'un autre octogone

n 3 [0
Observer le dessin suivant et le
reproduire.
£ \ &
ABCD est un carré.
7 E, F, G, H sont les milieux des cétés.
D H ¢

Phil et Sophie ont observé ce dessin. Phil annonce que l'octogone obtenu
est slirement régulier. Sophie est persuadée du contraire,

Qui a raison ?
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3 Une propriété démontrée dans l'octogone précédent

Dans un carré ABCD, on joint le
milicw de chague c6té aux extiémilés du coté opposé;
Poctogone intérienr convere ainsi formé a pour aire
le sixitme de celle die carreé (J* de Vuibert, 1891).

Pour prouver que les aires de Poclogone ALY ... H' el
du carré ABCD sont dans le rapport de 146,31 suffit
de montrer qu'il en est de méme
des aires des triangles A’OIV et
AOH, O désignant e centre du
carre,

Or puisque OIV =1IH, on a
aussi

i AON = 1/2 1ri. A’OH.

Daulre part, dans le triangle
AEG, les médianes AO et EHY
sc coupent au liers de lear longueur i partir de labase ;
on a donc ’ OA =1/3 OA
el tri. A’OIT =1/3 tri. AOIL

Par suite

tri. A'OIV ==1/6 tri. AOIL

4 Quadrillage

Reproduire le dessin suivant

A

Les points d'intersection du cercle

et du quadrillage sont les sommets d'un

dodécagone régulier.

Joindre ces points de 2 en 2, puis de

3en 3, de 4 en 4, de 5 en 5.

/ Quelles sont les figures obtenues ?
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5 Aire d'une couronne

HI. SV dewr coreles sont i inserit, Uautre cireonserit
a un polygone réqulier, l'aive de la couronne qu'ils
comprennent est éqale a l'avre di cercle dont le diamétre
est le coté du polygone réqulier.

Kn effet, soient ABCDE le poly-
gone donné de centre O, OA lo |
rayon du cercle circonserit, OF e
rayon du cerele inscrit. Le triangle 1
r&:lzmg(c OFA doune t
AB®

b

OA* — OF" = AT® ou

On en déduil
AT
(0N — OF) ==,

ce qui démontre la proposilion.

6 Napoléon

MATHEMATICS was one of the hobbies of the French gen-
eral and emperor Napoleon. He was especially interested in
geometry, and some of the problems he studied were about regu-

lar polygons.*

One of the problems that interested Napoleon was: is it
possible to mark the corners of a square on a circle using
only a compass? The answer is yes, and the construction
works like this.

a) Draw a circle, mark a point on the top of it, and, leav-
.ing the distance between the metal point and the pencil
point of the compass equal to the radius of the circle, draw
3 arcs like those shown in the first figure. Label the points
A, B.C, and D.

b) Adjust the compass so that the metal point is on A and
the pencil point is on C and draw an arc like the one shown
in the second figure.

¢) Now put the metal point on D and the pencil point on
B and draw another arc crossing the previous one as shown
in the third figure.

d) Label the point where the arcs cross E. Adjust the
compass so that the metal point is at the center of the circle.
O, and the pencil point is on E. The distance between
these 2 points is equal to the length of the side of the

square.

e) Now pick the compass up and, starting at A, draw 4
arcs around the circle, as shown in the fifth figure. The
points where they intersect the circle are the corners of the
square and we used just a compass to find them. Of course.
to draw the sides of the square you will need to use your
straightedge.
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Remarque : Les sommets d'un carré et d'un hexagone peuvent se construire
uniquement a l'aide d'un compas. Pour construire un pentagone,
il est préférable mais non nécessaire d'utiliser une régle (non
graduée) *

7 Construction a la regle et au compas du pentagone régulier

> D D
S e A c e & o] oAl € &6 ¢ A o ¢ s
P~
\
Légende : [AB-S est un diameétre de cercle de centre O

C est le miliew de |OB)
(DO) est médiatrice de [AB]
E est llintersection de \AB] et du cercle de centre C passant par D.

Les cb6tés du pentagone ont pour longueur DE

On peut démontrer que la figure obtenue est un pentagone régulier.

8 Méfions-nous des dessins

Un disciple de Pythagore vient un jour, tout heureux, lui annoncer une
découverte : "Je viens, lui dit-il, d'inventer une construction a la reégle

et au compas de l'heptagone

régulier. Voici mon procédé :
< Je trace un cercleke et un triangle
équilatéral ABC inscrit dans le cercle;
je construis le milieu de [AB] , puis
a partir de A comme centre, je
? méne un arc de cercle de rayon
€gal a la moitié de la longueur AB,
Cet arc vient couper ¥ en D. Je
\> dis que AD est le c6té d'un heptagone
P 3 régulier convexe inscrit dans e "

Faire la construction compléte.

* Voir livre de géométrie, classe de premiere, Collection ISTRA, page 205.
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On peut démontrer que le disciple de Pythagore est dans l'erreur mais
que cette construction est une trés bonne approximation (Rallye Mathématique

d'Alsace 1977).
9. Puzzle

Here is an interesting puzzle. It is called a dissection puzzle and
the problem is to cut a regular dodecagon up into picces that
can be rearranged to form a square. Some dissection puzzles
were discovered by the Greeks, and in the 10th century a Persian
mathematician wrote an entire book about them. Another book
has been written recently by the world’s current expert on dis-
section puzzles, a man who lives in Australia.®

Place a sheet of paper underneath the large dodecagon you
constructed in Set I and poke a hole with the metal point of your
compass at each of the 12 corners. Now join the 12 holes on
your new sheet of paper to form another dodecagon and then

draw in 4 more linc segments like those shown in the figure at
the top of this page to divide it into 6 parts. Notice that the result-
ing figure has line symmetry and that one of the 6 parts seems to
be an equilateral triangle.

Cut the 6 pieces apart with scissors and try to rearrange them
to form a square. If you can, make a sketch to show what the
arrangement of the pieces looks like.

7 Carrelages et abeilles

DID you know that bees are expert mathematicians when it
comes to building honeycombs? The Greek mathematician,
Pappus, who lived in the fourth century a.p., said: “Though God
has given to men the best and most perfect understanding of wis-
dom and mathematics, He has allotted a partial share to some of
the unreasoning creatures as well. . . . This instinct is specially-
marked among bees. They prepare for the reception of the honey
the vessels called honeycombs, with cells all equal, similar and
adjacent, and hexagonal in form.” *

Pappus had observed that the bees use the regular hexagon
exclusively for the shape of the cells in the honcycomb. The
photograph shows what the arrangement of the cells Tooks like.
Each corner point in the honeycomb is surrounded by exactly 3
hexagons, and there is no space wasted between the cells.

T



Is this hexagonal arrangement of cells the most efficient one?
Or would other regular polygons work just as well? Let’s try
some of them and see. »

The simplest regular polygon is the equilateral triangle. The
angles of an equilateral triangle are smaller than those of a regu-
lar hexagon and so more than 3 equilateral triangles will fit
around a point. In fact, there is room for exactly 6.

If the bees used equilateral triangles, their honeycomb would
look like this.

NN NN N

NONININ/N

ANANAYAYA

This arrangement, however, wastes wax, because if the cells are
to be the same size as in the hexagonal honeycomb, more ma-
terial is needed to form them.

Another possibility is the square. Each angle of a square is a
right angle and exactly 4 will fit around a point. A honeycomb
having square cells requires, as does the one with triangular

cells, more material for the walls and so it also would waste wax.
Suppose the bees used a regular polygon having more sides
than a hexagon instead of fewer sides. How would, say, regular

octagons Wwork? The angles of a regular octagon are larger than
those of a hexagon, so that there is room for only 2 around a
point, leaving some space unfilled. However, there is just the
right amount of room for a square in this space and so 2 regular

octagons and 1 square surround a point exactly. If this pattern is 3
repeated, the honeycomb would look like this. < <>

This design has the disadvantage of being more complicated than
the simple hexagonal pattern and it also would require more wax.
» FEach of the designs we have considered might be called a
mathematical mosaic. By a mathematical mosaic. we mean an
arrangement of regular polygons in which cvery corner point is
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surrounded exactly by the same number of polygons of cach kind.

To represent the honeycomb arrangement, we will use the
symbol 6-6-6 to indicate that each point is surrounded by 3 reg-
ular hexagons (6-sided polygons). The symbols for the other
mosaics we have considered are:

3-3-3-3-3-3 (6 equilateral triangles surround each point),

4-4-4-4 (4 squares surround each point). and
4-8-8 (1 square and 2 regular octagons surround cach point).

Fig. h. — HI. &, 8/8. Fig. i — IV. 3.3, 6, 6.

Fig j. — V.3, 4, 4, 6.

Description. — Lorsqu’on exiumine un gileau de
cire construitl par les abeilles pour y déposer leur miel,
on constale quil est constitué par des alvéoles juxtaposds
dont Paxe est h‘m'imnmi el dont Pouverture a la forme,
d'un hexagone régulicr (fiy. o). 1 existe denx séries de
ees cellules qui se rejoignent par leurs fonds au milieu

du gitean et dont les ouvertures se franvent sue les fiees

Vs
Fig, a. — Disposition des ouverfures

opposces de ce dernier.
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Fig. b, — Disposition des fonds.

Le corps de Palvéole se compose d'un prisme hexa-
gonal droit. Le fond n'est pas un plan, mais une sur-
face concave formée par 3 losanges égaux SABC, SCDE
¢l SEFA ayant un sommel commun S,(/{”' eY; o chaque

cellule peuvent amsi étre adossées trois cellules e
la série opposée ayant chacune avee la premifre un
losange commun (fig. b ct d). Les angles ABC el SCRH
des losanges ont respectivement pour valeur 109728 o

Fig, ¢ —— Alviolo isolé. Fig, d. — Adossement des fonds,
T0"32" 5 le coté de Uhexagone mesuran! en moyenne
Uligne 1/5 (2™.71) el la profondeur de lalvéole
, ,
5 lignes (14, 3), le rapport AT esl de 2—5 Quanl &
TU 6
Pépatsseur des parois el du fond, elle est & peine le tiers
de celle d'une fenille de papier ordinaire ; Pouverture de
L cellule est d’ailleurs renforeée par un rebord e cive.
Celle onverture est enfin fermdée au moyen ('une plaque
hexagonale de méme nature pour empécher e miel e
couler.

Avantage de ces dispositions, — Nous savons (3 Par-
e, Ghap. 2, § 2) que le triangle équilatéral, le carré
et Phexagone sont les seuls polygones réguliers qui puis-
senl se juxtaposer sans vides. Les deux premiers pro-
senteraient frop d’espaces angulaires non ulilisés pour
les lavves: Uhexagone, au contraire, se rapproche di-
vantage du cercle el offre & cet égard plus de commo-
dité. .

Mais Ie bul de Pabeille parait étre surtout de cher-
cher & épargner o cire, qui esl un produit perdu pour
Pinseete. Liadossement des cellules perniet déja de
supprimer an fond : de plus Phexagone, comme nous I
démontrerons hientatl, est, des trois polveones réguliers
qui peuveni se juxtaposer sans laisser de vides, celui
qui pour une surface donnée a lo plus petit périmeire
ot qui par conséquent exige le moins de cire pour les
parois. Enfin, la scection hexagonale édlant admise pour
les raisons qui précident, les dimensions adoplées par
les abeilles pour le fond rhombaoidal correspondent i
la plus pelite: surface totale pour Lalvéole ol par sutle
i la plus petite quantité de eire, ainst que nons e mon
trerons dans le prochain paragraphe. Llinstinetl des
abeilles les conduit done a résoudee deuy intéressanis
problémes de mininium.
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Historique. — On avail remariu dans PAntiquite Ta
forme hexagonale des alvéoles des abeilles. Amsrorg
(b s av. J.-C.) dans son Mistonre des Animanr (Liv.
IN, Chap. XX VI et Prane 1 Ascies (177 s.) dans son His-
torre Naturelle (Liv. X1, Chap. XI1) en font mention.

Pavrus (4 <) parail avoir éte le premier 4 lraiter
géométriquement. la question. Noc début do livee Ve
ses Collections, il consitdive eotte Torme de Ta seclion des
alvéoles comme étant niolivie par la double condition
de ‘recouvrir le plan el de correspondre au périmétre |
minimum pour une surface donnde,

Mais il ne semble pas qidon ail remargud Ta forme
rhomboidale du fond avant le 18 icle. Un neveu de
Cassini, Manavnr. astronome 3 1'Observatoire do Paris,
détermina expirimentalement avec priécision les angles
des losanges ; il trouva 10928 ot 70739’ pour les valeurs
de ces angles (1712). Reamies, soupconnant que les
abeilles devaient étre guidées dans la construction du
fond par la raison éeononiie, proposa au géomitre
allemand Kanvis, sans i faive connaitre au préalable
les résultats de Maraldi. 1o vésolution du probleme
sutviml: « Enlre (oules les celliles hexnoonales a fond
composé de (rois rhombes égaux, déterminer celle qui
peutl éfre construite avee le moins de matitre. » Keenig
traita la question par le caleul différentiel et trouva que
les angles des losanges de la cellule minimum devaient
¢tre 109026 ef 700347 (1739). )

Li concordance avee les mesures de Maraldi Slail
déjd surprenante; mais il y a micux. Mac Laumn
prouva en 1743 que Kenig avait commis une erreur Voir note page 96.
dans'ses caleuls el que les véritables valeurs des angles
anequelles on dtait conduit enrésolvant ce problime
dlaient précisément celles mndiquées par Maraldr, soit
109728 ¢r T0" 32,

La question a ¢é veprise depuis au point. de vue
géomdétrique par divers mathémalticiens, parmi lesquels
Luwvieeien: (1781), Lavasne (1840), Brouausm (1858),
Hennussy (1885-86) qui ont confirmé ou complété les
résullats antéricurs.

: s T1as
Exercices : Essayer de construire un pavage régulier a l'aide de pentagones

réguliers convexes et de pen tagones réguliers étoilés.

Quelques compléments mathématiques sur le travail €économique des abeilles.

Dessiner un hexagone régulier ABCDEF inscrit

B dans un cercle de centre O et de rayon r3. Le

triangle OAB est équilatéral”la hauteur issue de
B a pour pied le milieu de OA. A l'aide du
théoréme de Pythagore, on établit que cette

3 (s ,
hauteur mesure r; —5. En déduire que l'aire

0 H 5 25
3
du triangle OAB est 4 = S
Calculer l'aire Si de l'hexagone et le périmetre P,
de l'hexagone.
E £
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Dessiner un carré inscrit dans un cercle
de rayon r,. Démontrer que l'aire du
carré est égale a S, = 2 ri

Calculer le périmeétre P, du carré.

Dessiner un triangle équilatéral dans
un cercle de rayon rj.

Démontrer que l'aire de ce triangle est
373 .

égale a S, = 3 Y3 Calculer le

périmetre P, du triangle.

e

Ce travail économique des abeilles s'énonce de la maniere suivante

pour un méme aire, l'hexagone est le polygone régulier de plus petit périmétre.

Poser S; = S,, exprimer r; en fonction de r, et vérifier que P, <( P,

Poser S1 = S;, exprimer r, en fonction de r; et vérifier que P1 { P,

Note : C'est a la suite d'une collision entre deux navires que l'on se rendit
compte, lors du proces, que les tables de logarithmes utilisées pour
la navigation comportaient une erreur ; ce sont ces tables qui avaient

servi a Koenig.
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Les pages qui suivent et qui donnent des patrons de

dessins arabes sont extraites de "Geometric Concepts in

Islamic Art" dont voici l'introduction.

This book by Issam El-Said and Ayse
Parman throws much light on an aspect of
Islamic art which is little known and rarely
studied but which is none the less fundamental.
It is true that the use of particular geometric
schemas as a basis of composition is not the ex-
clusive prerogative of Islamic art, for it is found
to a greater or lesser extent in all traditional art,
in the West no less than in the East, and this
principle shines out as clearly in the windows of
Gothic cathedrals as it does in the mandalas that
lie at the root of sacred architecture in India.
But it is in Islamic art that this ‘sacred geometry’
is developed with the greatest inner logic and
amplitude. This means that Islamic art is far less a
way of expressing emotion than a science and that
a Muslim artist will willingly subordinate his
individuality to the, as it were, objective and im-
personal beauty of his work.

Europeans of our day are distrustful of any
canon that is imposed upon art and they are all too
ready to regard it as an obstacle to ‘creativity’,
especially when this canon can be translated into
mathematical formulae. Now the geometric
models used in traditional art have nothing to do
with a rational, or even a rationalistic, system-
atization of art; they derive from a gcometry
which is a priori non-quantitative and which is
itself creative because it is linked to data inhering
directly in the mind. At the basis of this geometry
there lies the circle which is an image of an infinite
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whole and which, when it is evenly divided, gives
rise to regularly shaped polygons which can, in
their turn, be developed into star-shaped poly-
gons elaborated indefinitely in perfectly har-
monious proportions.

Issam El-Said and Ayse Parman are care-
ful to trace the use of these geometric pattérns
back to the very earliest methods used in archi-
tecture for the measurement of space. In fact, in
the absence of exact units of measurement, it was
possible to transpose a plan from one scale to
another by reference to a geometric pattern
inscribed within a ‘guiding circle’ of variable size.
A large circle would be traced out by means of a
cord on the site of the proposed building and,
after the division of this circle into a fixed number
of segments, the geometric figure which had served
as the outline for the original plan would then be
superimposed upon it. Now the important thing
from an aesthetic point of view is the qualitative,
and non-quantitative, nature of such a procedure
in which the implicit presence of the circle
guarantecs a harmonious relation between the
parts and the whole. Once this framework had
been laid down, the artist could place within it the
various elements of the work in hand, giving full
play to his imagination which was thus guided
but not suffocated; a perfect rule inspires, it does
not deaden.

In the Islamic perspective, this method of
deriving all the vital proportions of a building



from the harmonious division of a circle is no
more than a symbolic way of expressing Tawhid,
which is the metaphysical doctrine of Divine
Unity as the source and culmination of all
diversity. It is not surprising, therefore, that
Muslim artists should have explored all the geo-
metric systems that depend upon the regular
division of the circle. In its purest form, this
geometrical ‘speculation’ can be seen in the art of
decoration, whether this be ornamentation in
ceramic mosaics or a relief covering the surface
of a dome.

The science of proportions doubtless goes
back to remote antiquity and even to prehistory.
Moreover, there is an analogy to proportion in the
realm of metre, namely rhythm and, again, in
music, in the form of the interval. From another
point of view, rhythm is involved indirectly in the
visual order; it governs in particular the flow of
the arabesque. Lastly, proportion and rhythm
come together to determine the art of Arabic
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calligraphy, which plays a leading role in the
world of Islam.

Islamic art has been extensively studied in
relation to its history; but the study of its artistic
methods, which comprise both a science and
craftsmanship, has been broached by only a few
enquiring minds. Issam El-Said and Avse Par-
man’s book provides a starting-point for in-
vestigation of this latter category. More than that,
it contains a message which is in singular contrast
to a certain modern conception of art which is
assessed by purely psychological and subjective
criteria. The traditional science of proportion
affirms, in short, that beauty is not a matter of
traditional taste; whilst having unlimited pos-
sibilities, it has laws; it is objectively true.

Titus Burckhardt
Fez
October, 1975



In the following sections of this chapter,
detailed illustrations will show how the shape of
the repeat unit of a design is determined by use of a
circle. The basic or unit measure is taken as the
radius. The initial divisions of the circumference
of the circle (described by the unit radius) into 4,
6 or 5 equal sections (or multiples of these sec-
tions) determine the system of proportioning used
to generate the repeat unit of the design. Although
the analyses of the repeat units based on 7, 9, 11
(etc.)-sided regular polygons and their stars, or
combinations of these polygons, have not been
included, the principles of their construction are
the same as those described in this book.
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To our knowledge, no record has survived
to instruct us in the theory of designing Islamic
geometric patterns. In this chapter, we willattempt
to illustrate how the craftsmen at different times
and places in the Muslim world proceeded to
apply the geometric principles to the practical
problems of making geometric patterns. Although
others! have tried to describe the construction of
these patterns, their works involved incomplete or
unsatisfactory explanations. In our opinion, these
works lack the fundamental concept of what we
will call the ‘repeat unit’ of a design. It is the syste-
matic arrangement of the repeat unit which pro-
duces the overall design.

In the Muslim world today, the craftsmen
engaged in making geometric patterns on wood,
marble, metal, ceramics, etc., employ the tradi-
tional tools of compasses and rule. The geometric
method, applied, developed and perfected by un-
known masters of the past, is no longer a device
for generating new designs, but one for reproduc-
ing the old. '

N
AN )/

- 141 -



: ; N . SRR g

v, POLI B s \-.\ ' -
w\.,\.\ 4 . .‘“u“v)u nv\tw pﬂf@wﬂl&.& ana «r./tw.w% [ Rage Lnisatal .ls., L.\\ B

m”m..n,m. e M gt g S M e §

..,,vm L 4@ B - MO = AT

Rl BN s Sy

- 142 -






\
\4




Plate 30. Mustansiriyyah Madrasah, Baghdad
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14159 26535 BR9793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510
58209 74944 59230 78164 06286 20893 86280 34825 34211 70679
) 82148 08651 32823 06647 09384 46095 50582 23172 53594 08128
48111 74502 84102 70193 85211 05559 6LU62 29489 54930 38196

44288 10975 66593 34461 28475 64823 37867 83165 27120 19091
us6uB 56692 34603 u4B610 45432 66482 13333 60726 02491 41271
72458 70066 06315 58817 48815 20920 96282 92540 91715 364136
78925 90360 01133 05305 48820 46652 13841 46951 94151 16094

33057 27036 57595 91953 09218 61173 81932 61179 31051 18548
07446 23799 62749 56735 18857 52724 89122 79381 83011 94912

98336 73362 4u065 66430 86021 39454 63952 24737 19070 21798
60983 70277 05392 17176 29317 67523 Bu674 81846 76694 05132

'HISTORIQUE

v

Si I'on excepte les quelques valeurs empiriques données pour = par
les Babyloniens, les Egyptiens ou mentionnées dans la Bible ou le Tal-
mud, 'histoire de 7 se divise en trois périodes.

Durant la premiére, approximativement des Grecs au milieu du
XVIIe siécle, les recherches trouvent leur origine dans le célébre probléme
de la quadrature du cercle : comment construire un carré dont I’aire soit
¢gale a celle d’un cercle donné a 'avance, cette construction ne nécessi-
tant que ’usage de la régle et du compas. L’approche est donc essentielle-
ment géométrique et la méthode utilisée consiste a évaluer ’aire, ou la
longueur du périmétre, d’un cercle en utilisant des polygones réguliers
inscrits ou circonscrits a ce cercle. Il est d’ailleurs tout a fait remarquable,
vu ’absence de systéme de numération commode, que I’on ait pu obtenir
par ce moyen une précision appréciable. Plus tard le systéme décimal per-
met "obtention de 34 décimales exactes par Ludolph Van Ceulen vers
1600 en utilisant un polygone & 60 x 2?° cotés.

La seconde période coincide avec la découverte d’un outil mathéma-
tique nouveau : le calcul infinitésimal. Grace a I’usage des fonctions tri-
gonométriques, il conduit & des approximations comportant une infinité
de termes tels que des séries, des produits infinis ou des fractions conti-
nues. Cela permet d’augmenter la précision mais ne résout pas le pro-
bléme de la quadrature : en effet, de telles ‘““formules’’ conduiraient & uti-
liser la régle ou le compas une infinité de fois. En un mot, on améliore de
beaucoup la connaissance quantitative de = mais on n’éclaircit pas sa
nature ; 4 tel point qu’on ne sait méme pas, a la fin de cette période, si =
est rationnel ou non. C'est d’ailleurs la raison pour laquelle on s’acharne
alors a calculer les décimales de x : on garde ’espoir de découvrir une
période dans ces décimales ; = serait alors susceptible d’étre rationnel
(seulement susceptible puisqu’on ne connaitrait qu’un nombre fini de
périodes) et connaissant le nombre rationnel candidat, il serait peut-8tre
plus facile de démontrer que c’est bien exact. On verra plus tard que cet
espoir était vain. Pourtant cette période extrémement riche permet de
faire une découverte inattendue : Euler établit un lien entre = et une
autre constante mathématique importante, e, base des logarithmes
népériens. C’est de la que jaillira la fumiére.

La troisiéme période commence & la fin du XVIIIe siécle, en 1766,
date a laquelle Lambert pourve que = est irrationnel ; Legendre prouve
un peu plus tard que c’est également le cas de w2 et les travaux de Wantzel
sur la trisection de 'angle et la duplication du cube, autres problémes
antiques célebres, montrent qu’on saura résoudre la quadrature du cercle
st 7 est solution d’un certain type d’équations algébriques. Un pas sup-
plémentaire est fait en 1840 par Liouville qui prouve Iexistence de nom-
bres transcendants, c’est-a-dire qui ne sont solutions d’aucune équation
algébrique a coefficients entiers. Un autre pas a été fait par Hermite : en
1873, il montre que e est transcendant, et finalement ¢’est Lindemann en
1882 qui prouve la transcendance de 7 : 7w n’est solution d’aucune équa-
tion algébrique & coefficients entiers ; a fortiori, il n’est pas solution
d'équations envisagées par Wantzel. Le probléeme est donc résolu : la
quadrature du cercle est impossible ; il aura fallu prés de 25 siécles pour le
montrer. Comme le remarque Hobson : “‘la qualité essentielle de I"huma-
nité, c’est sa colossale patience’’.



1l ne faudrait pourtant pas croire que I’histoire de = s’arréte en
1882. D’une part, 'avénement des grands ordinateurs a provoqué une
nouvelle course aux décimales justifiant la recherche de nouvelles métho-
des de calcul. D’autre part, les mathématiciens continuent de préciser la
place de 7 parmi les nombres transcendants, comme en témoignent les
travaux de Mahler et, plus récemment, ceux de Mignotte.

PREMIERE PERIODE : LE REGNE DE LA GEOMETRIE

La plus ancienne approximation connue de = est mentionnée dans
le papyrus Rhind, conservé au British Museum et qui date de — 1800 envi-
ron. Le scribe Ahmés y indique le moyen de calculer 1'aire d’un cercle de
diametre d :

8

On I’assimile & un carré de c6té a = 9 d , ce qui donne :
nd? _ 8 4 - 256 _ 13 o
3 o d? ouencore 7 a1 3+ T 3,16 ..

On ignore comment ce résultat a été obtenu et nous verrons plus loin
plusieurs hypothéses séduisantes liées notamment aux pavages du plan,
malheureusement elles ne sont guére susceptibles d’étre généralisées dans
le sens d’une précision croissante.

Cette approximation appelle deux remarques :

La premiére est que le scribe Ahmés ne nous dit pas ‘‘voici une valeur
approchée de 7'’ ; il décrit une approximation de type métrologique per-
mettant d’évaluer I'aire d’un cercle de diamétre donné. =, quel que soit le
nom qu’on lui donne, n’est pas reconnu comme un nombre, ce qui n’aura
lieu que bien tard. C’est donc un abus de notre part {mais bien pratique)
de dire : “‘pour les Egyptiens, = est approximativement égal a..."”". Cette
remarque vaut également pour les évaluations données dans la Bible.

En second lieu, notons avec Dedron et Itard [DED], que la précision
atteinte est, en un certain sens, la meilleure possible pour les Egyptiens.
En effet, ceux-ci calculaient par quantiémes, c’est-a-dire a I’aide de frac-
tions de numérateur }.

Cherchons donc le meilleur rapport approchant —?T .
Ona - ats= ”—f—z \ ou encore —gi = —izi
On sait aujourd’hui que ——\gi = (,88624...
orl - -0875;1-1 -08s88.;1-L=09
8 ’ ' 9 ’ ’ 10 ’
Le meilleur est donc bien | — -£1>—

On peut noter qu’a ces époques reculées, d’autres valeurs étaient
adoptées pour = .

Ainsi, la Bible note (I Rois 7,2,3 et 2 Chronique 4,2)

““11 fit aussi, en métal fondu, la grande cuve, qui avait dix coudées de
diamétre et qui était complétement ronde ; elle avait cing coudées de
haut, et un cordon de trente coudées en mesurait la circonférence’”. D’ou
7 = 3, ce qui revient a confondre le cercle et ’hexagone inscrit. Cette
valeur a longtemps été attribuée aussi aux Babyloniens. Cependant, en

déchiffrant les tablettes de Suse, E.M. Bruins a montré en 1950 que

ceux-ci utilisaient la valeur 7 = 3 + A + L= 3 + 1 3,125 .

60 120 8
La encore, on ignore par quelles méthodes ce résultat a été acquis.
Toutefois, notons que les Babyloniens et les Egyptiens admettent implici-
tement ce que les Grecs démontreront ultérieurement : ’aire du cercle et
celle du carré circonscrit sont proportionnelles. Ici finit la préhistoire
de .
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L’histoire, d'aprés Plutarque (De exilio), commence avec Anaxagore
de Clazoméne (500-428 avant J.-C.) qui, durant un séjour en prison pour
impiété, se serait occupe de la quadrature du cercle. On ne posséde pas
d’autres indications, si bien que le premier travail sérieux sur la question
peut étre, quoiqu’indirectement, attribué a Hippias d’Elis qui, en - 420,
invente une courbe appelée trisectrice. Cette courbe avait pour but initial
de résoudre le probléme de la division d’un angle en un nombre quelcon-
que d’angles égaux. Voici le principe de construction :

Considérons Parc

B p - de cercle AB, un point
D C se déplacant a vitesse

constante de B en O, et

C A D se déplacant égale-
K ment a vitesse constante

sur ’arc AB, de facon a
atteindre le point A
lorsque C atteint le
point O. La trisectrice
est le lieu du point
O P A d’intersection K de OD
et de A\, paralléle 3 OA,
passant par C.

Pour diviser un angle quelconque 6 en trois parties égales par exem-
ple, il suffit de diviser le segment OC en trois segments égaux, ce qui peut
se faire 4 ’aide de la régle, du compas et du théoréme de Thalés. On peut
de la méme fagon diviser I’angle § en un nombre quelconque d’angles
égaux. Quel rapport avec la quadrature du cercle, direz-vous ? C’est
Dinostrate qui le révéla quelque temps plus tard : le segment OP a pour
longueur 2 OA/x. Or, si ’on connait OP, on peut construire un segment
de longueur 7 et par conséquent résoudre la quadrature. Malheureuse-
ment, le point P ne peut pas étre déterminé a !’aide de la régle, du compas
et d’un nombre fini d’étapes.

On doit également mentionner une tentative intéressante d’Anti-
phon, améliorée par Bryson, tous deux contemporains de Socrate.
Antiphon inscrit dans le cercle un carré, puis double le nombre de c6tés
jusqu’a ce que le polygone soit indiscernable du cercle. Comme on sait
construire un carré de méme aire qu'un polygone reguller donné, la “qua-
drat;lre est résolue’” (du moins avec une précision aussi grande qu’on le
veut).

Bryson améliore la méthode en utilisant des polygones inscrits et cir-
conscrits et en prenant la moyenne des aires correspondantes.

Bien que ces deux méthodes ne semblent pas avoir conduit & une
valeur numérique de =, et bien qu’elles ne répondent pas exactement au
probléme posé (elles nécessitent un nombre infini d’étapes), elles révélent
cependant implicitement une notion importante : celle d’encadrement.

N0u§ verrons plus loin 'usage qu’en fera Archiméde, mais nous
devgns dire quelques mots du travail d’Hippocrate de Chio, qui vivait &
Athénes dans la seconde moitié du V¢ siécle avant J.-C.

Hippoprate (4 ne pas confondre avec Hippocrate de Cos, le médecin)
est le premier & avoir réalisé la quadrature de figures curvilignes, c’est-a-
dire limitées par des arcs de cercles.

Sur les ¢6tés d’un
triangle rectangle
ABC, il construit
les demi-cercles
ABC, AMB et
BNC et montre
que la somme des

aires des lunules’
AMB et NBC est

¢gale a celle du
triangle ABC.

Fig. 2
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Si le triangle est en plus isocéle, les lunules sont égales et par consé-
quent chacune d’elles est d’aire égale a celle de ADB. L’idée de quarrer
des lunules était excellente et aurait permis la quadrature du cercle qui
n’est qu'une lunule particuliére. Malheureusement, Hippocrate ne réussit
que pour des lunules trés particuliéres. La question de déterminer les
lunules guarrables fut reprise bien plus tard par Th. Clausen en 1840, qui
découvrit quatre cas supplémentaires (Landau devait d’ailleurs montrer
que deux des lunules de Clausen étaient déja connues d’Hippocrate).

Notons au passage que.c’est aussi & cette époque que le probléme de
la quadrature apparait dans la littérature sous la plume d’Aristophane.

995  MiroN. — Je veux toiser l'air et vous le diviser en
arpents.
PisThETAIROS. — Au nom des dicux, quel homme ¢s-tu?
Mgton. — Qui je suis? Méton, connn dans I'Hellade. ..
et & Colone ',
PisTuirtairos. — Dis-moi, et ces allaires que tu portes-
13, qu'est-ce ?
1000 METoN. — Des régles, pour I'air. Et d'abord saclie que

I'air est pour la forme, pris dans son entier, parcil i un
étoufloir ou & peu prés®. Moi done, appliquant par en haut
cette régle courbe et y insérant un compas... Tu com

prends?
PisTHETAIROS. — Je ne comprends pas.
MitoN. — ... Je prendrai mes dimensions avec une

1005 régle droite que japplique, de maniére que le cercle
devienne carré’. Aucentreil y aura unc place publique, ou
aboutiront des rues droites convergeant vers le centre
méme, et comme d'un astre lui-méme rond, partirout en
tous sens des rayons droits*,

Pistugrairos. — Cet homme est un Thalés®! ... Méton..

1010 MATON. — Qu'y a-t-il?
PistugTairos. — Sache que je t'aime. Eh bien, crois-
moi, écarte-toi doucement du chemin.
Meron. — Qu'y a-t-il & craindre?
PistuRTAIROS. — Ici, comme a Lacédémone, on chasse

t Méton, 8i renommé, croit-il, s'étonne de n'étre pas toul de suite
reconnu. Qu’il 8'agisse du boury de Colone situé au nord d'Athénes
ou de la place de Colone Kolwvdg &yopalog voisine de 1'Agora (cf.
Hippocration 8. v. Kolwvlrag), la chose est de peu d'importance.
Ce qui intéresse ici, c’est la fagon plaisnnte de citer de pair I'Hellade
et une petite localité, orbem et urbem !

* Aristophane. se moque & nouvesu des théuries du philosophe
pythagoricien Hippon déjd raillées dans les Nuces g6 et suivants.

' Clest-d-dire jinscrirat ce cercle duns un curré.

* « Comparez le plan de Thurii, dessiné par Hippodamos de
Milet (Curtius Histoire Grecque, tome | p. 546, traduction Bouché-
Leclercq). » (Note de Willems.)

* Le plus fameux des Sept Sages.

Mais revenons a la détermination de .

Dans son traité “‘sur la mesure du cercle’’, Archiméde démontre les
trois théorémes suivants :

1) L’aire d’un cercle est égale a celle d’un triangle rectangle dont I'un
des cotés de I'angle droit est égal au rayon et 'autre au périmétre du
cercle.

2) L’aire du cercle est au carré de son diamétre environ comme 11 est
a 14,

3) Le périmétre de tout cercle est supérieur au triple du diamétre et
I’excéde d’une longueur inférieure 4 la septiéme partie du diamétre mais
supérieure a dix soixante et onziémes.

Le premier est démontré par ’absurde en considérant des polygones
inscrits et circonscrits. Le second est conséquence des deux autres. Enfin
le dernier, au prix d’un laborieux calcul, permet ’encadrement en partant
d’un hexagone régulier inscrit dans le cercle, en doublant le nombre des
cOtés et en calculant les périmétres et les aires des polygones inscrits et
circonscrits.



La valeur obtenue pour = — qui n’est pas considéré comme un nom-
bre, mais comme un rapport — servira longtemps de contrdle pour ses
successeurs. Ainsi, Ptolémée (vers 90-vers 168) qui, a partir de ses tables
trigonométriques, attribue a « la valeur sexagésimale

8 ., 30 _
34 &5t ga0p = B14166...,

remarque qu’elle est trés voisine de la moyenne arithmétique des valeurs
données par Archiméde. ,

Aprés Archimeéde et pendant un millénaire et demi, c’est la nuit en
Occident. Aussi, en profiterons-nous pour dire quelques mots des lieux
ou I'on ne passait pas uniquement son temps a guerroyer et 4 mettre le
feu.

En Inde, Aryabhatta (environ 500 aprés J.-C.) donne

- 62832 _
T o= 30000 3,1416

a I’aide de polygones & 12, 24, 48, 96, 192, 284 cbtés, dont il calcule le
périmétre en utilisant la relation liant les c6tés de deux polygones succes-

sifs ay, = J2 ~ 4 - a?; .
Avec 384 cbtés et un diamétre 100, il obtient P = /98604.
Brahmagupta {environ 600) indique pour sa part :

= /10
valeur qui était déja donnée en Chine par Chang Hing vers 120 aprés
I.-C., et Wang Fau ne faisait guére mieux en indiquant 1714—574 = 3,1555 (on

ignore de quelle facon).

62832
20000’

Chez les Arabes, Alkharizmi, vers 830, mentionne 22/7 et
cette derniere étant utilisée par les astronomes.

Nous reviendrons en Europe avec Léonard de Pise, dit Fibonacci
(1180-1250), qui reprend la méthode d’ Archiméde avec cependant un net
avantage : il dispose de la numération décimale. Il obtient = = 3,1418.

Au XVe siecle, Nicolas de Cues, cardinal de son état, propose
%— (+/3 + 6). Cette valeur sera démontrée erronée par Regiomontanus.

Une amélioration notable sera apportée par Adrian Anthonisz, qui indi-
que 6 décimales exactes avec -13—%— Cette valeur sera publiée par son fils
Adrien Métius en 1625, qui explique que son pére a obtenu par la méthode
d’ Archiméde —‘;%g- <7< % et qu’il a fait la moyenne des numérateurs

et des dénominateurs.

Le progrés suivant est réalisé par Francois Viéte (1540-1603). 1 uti-
lise toujours la méthode des polygones, mais part du carré et travaille uni-
quement sur les aires. Il établie entre I’aire d’un polygone & n cotés et
celle du polygone & 2n c¢6tés la relation :

B
7 }\A((Zﬂn)} = ¢cos 3 d’ou
/| .
g A(n) A(2n) _ 8
\ A AQn) X A(dn) cos 3 cos >

\__7

qui [ui permet d’obtenir la valeur :

_ |
\/gx\/_;_ﬁg..;_\/g_x/_;ﬂy.;\/%.ﬁ@x.u

ot le dénominateur est le produit d’une infinité de termes. Notons que
cette formule n’est d’aucune utilité pratique sur le plan du calcul, car elle

Fig. 3

C
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converge beaucoup trop lentement. Notons également que Viéte ne se
préoccupe pas de la convergence du produit : il suppose implicitement
qu’il tend vers une limite finie non nulle. Ajoutons enfin qu’en considé-
rant un polygone a 393216 c6tés et la méthode traditionnelle, il obtient
9 décimales exactes :

3,1415926535 < 7 < 3,1415926537

C’est a cette époque que commence la course aux décimales qui
s’explique en partie par I’attrait tout nouveau des fractions décimales.

Adrien Romain (1561-1615) calcule 15 décimales (polygone a 15.
2% c6tés) et Ludolph von Ceulen (1539-1610) — Ludolph de Cologne —
obtient en 1609 35 décimales et la gloire : en Allemagne, 7 porte aussi le
nom de ‘‘nombre de Ludolph’’.

On voit que la performance est intéressante sur le plan sportif et
qu’on pourrait I'améliorer en augmentant encore le nombre des cotés.
Pourtant, et c’est heureux pour les mathématiques, les recherches s’orien-
tent vers I’économie des moyens.

En 1621, Willebrod Snellius (1580-1626) montre dans son ouvrage
““Cyclometricus’’ que des précisions du méme ordre peuvent étre obte-
nues en utilisant pour la mesure d’un angle les approximations

2sind + tgé < f < ‘
3 2 cosec § + cotg b

approximations qui furent démontrées par Huygens.

Le progrés est de taille puisqu’a 'aide des seuls hexagones Snellius
obtient une précision supérieure & celle d’ Archimede (96 cotés), et Huy-
gens obtient Je méme résultat & I'aide du triangle équilatéral. -

Paralléelement & ces progrés réels, le probléme de la quadrature
devient & la mode et fait I’objet de publications farfelues ; on engage des
paris en argent. Charles Quint crée un prix de mille écus, on assiste a des
proces. Ainsi, un homme de condition proposa 10 000 francs pour réfuter
sa solution (dont il déduisait de plus la preuve palpable de la Sainte Tri-
nité ou le carré était le pére, le cercle le fils et une troisiéme figure le Saint-
Esprit ; il en déduisait aussi Pexplication du péché originel, la déclinaison
de I'aiguille aimantée, etc. Il n’y manquait qu'une demi-douzaine de
ratons laveurs). Toujours est-il que les candidats ne manquérent pas, une
femme plaida, mais le Chételet jugea que la fortune d'un homme ne
devait pas souffrir des erreurs de son esprit lorsqu’elles ne sont pas nuisi-
bles a la société (ROU-1, p. 318).

La palme en ce domaine revient 4 un nommé Liger qui commencait
par démontrer que /25 = /24, le reste suit.

Rappelons au passage que I’expression ‘‘quadrature du cercle’” dési-
gne, d’une part le probléme géométrique cité plus haut, et d’autre part, et
c’est dans ce sens que les mathématiciens 'utilisent, la détermination de
I’aire du cercle : c¢’est-a-dire, en fait, un probléme d’intégration. Clest
dans ce sens que ’on parle également de ‘‘quadrature de la cycloide’’, ou
de “‘résolution d’une équation différentiellé par des quadratures’’.

Revenons aux choses sérieuses avec les travaux de Gregory (1638-
1675), professeur a I’Université d’Edimbourg et dont nous reparlerons
dans la seconde partie. Il est le premier a tenter de démontrer que la qua-
drature du cercle est impossible. Pour cela, il montre qu’il est impossible
de quarrer un secteur de cercle quelconque, et comme le cercle est un sec-
teur... Malheureusement, cette preuve est réfutée par Huygens qui, lui
aussi, est quand méme persuadé de I’impossibilité et qui remarque qu’on
ne sait méme pas si = est rationnel (commensurable) ou non. Notons tou-
tefois que cette idée avait déja été présentée par Michael Stifel en 1544.
Les idées mettent parfois longtemps a faire leur chemin !

Nous terminerons cette période géométrique avec les travaux de Des-
cartes, qui prend le probléme a I’envers. 1l se donne un segment dont la
longueur est celle du périmetre d’un cercle et il se propose d’en déterminer
le diamétre. Cette méthode, connue sous le nom de méthode des isopéri-
metres, sera reprise plus tard par Schwab.
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Soit AB le quart du

D, périmétre et ABCD un

D ¢ carré. 1l construit le rec:

e tangle BB,C,D,; dont

’aire est le quart de
celle du carré, puis

8182C2D2:%B81C1D1

et ainsi de suite, Le dia-

métre cherché est le seg-

ment lim AB,.
n— co

D

A B B.B, Fig. 4

On peut s'en convaincre en montrant que AB1 est le double de

l'apothéme (voir § XXII des "Eléments de géométrie" de CLAIRAUT)
de l'loctogone ayant méme périmetre que le carré initial. Plus géné-
ralement ABm est le double de l'apothéme du 2n+2-gone ayant méme

périmétre que le carré initial (voir brochure Numéro spécial T , p.55).

L’AFFAIRE DU PAPYRUS .
ou LA DIMINUTION DU NEUVIEME

itish Museum - Archives Edena

Le déchiffrement du papyrus qu’on appelle ““‘Rhind’’, et la publica-
tion de traductions et commentaires, d’abord par Eisenlohr en 1877 (et
plusieurs fois depuis), a beaucoup impressionné les historiens de la
science mathématique, les mathématiciens, et quelques autres.

Mais faut-il, & ce sujet, parler de ‘‘la valeur de pi que connaissaient
les anciens Egyptiens’’ 7 Je ne le crois pas.

La facon commune, en la matiére, est bien dite par Paul Dubreil
dans Les grands courants de la pensée mathématique : ‘‘en Egypte, le
papyrus Rhind, copié par Ahmeés (1700 avant J.C.) donne

r=(16/9)?=3,1604"".

Ce n’est pas que ce soit faux, a strictement parler, mais le lecteur, s’il
s’arréte 1a, manguera essentiel.

Allons voir, en effet, sinon le texte, du moins les traductions et com-
mentaires en langues modernes.

* *

1l s’agit, d’une régle, d'un algorithme, d’un programme de calculs, et
¢a commence comme ceci :
“‘si tu veux calculer aire circulaire ...’



Au fait, qui a envie ? qui a besoin ? de calculer une aire circulaire.
Des surfaces agricoles ? des tombes ? des temples ? Peut-étre aussi des
puits. Et quelle est la précision requise ? (ce qui est la question fondamen-
tale). ‘

Que dirions-nous, aujourd’hui 7 L’écolier récite : *‘Pi Erre Deux’’.

Mais si, comme c’est plus naturel, on donne le diamétre ? Tu com-

mences par diviser par deux, formule : 7.(D/2)? ou bien, c’est équivalent :
(D)Y2.(w/4) avec w/4 = 0,785398 ...

Mais encore, tout aussi bien :
(D . /4y
c’est-a-dire tu multiplies le diamétre par /a/4 = 0,886226 ... et tu éléves
au carré le résultat.

Tout ca c’est pareil ? mais non, pas pour le calculateur attentif aux
opérations et a leur précision.

Pour un méme probléme, plusieurs calculs possibles ; logiquement
équivalents, mais algorithmiquement différents.

Or, I"algorithme du papyrus est trés clair. Bien entendu les nombres
n'y sont pas ‘‘représentés’’ par des lettres (D, R, = comme nous,
ci-dessus), les nombres sont de vrais nombres, et on nous donne deux
exemples : D=9 et D=10. Le tout tient en trois lignes.

Il est indiqué :

1. d’6ter un neuviéme au diamétre. Nous dirions aujourd’hui : cal-
culez d’abord

(D-D/9) = D.(8/9)

2. de multiplier le résultat par lui-méme. Ce qui peut se faire en mul-
tipliant d’abord par D, puis en 6tant un neuviéme du produit.

11 suffit donc de savoir faire les deux opérations :

— diminution du neuvié¢me

— multiplication.

Admirable simplicité ! Peut-étre pas tellement pour les calculateurs
égyptiens d’il y a une quarantaine de siécles : comme le diamétre ne sera
pas toujours un multiple de 9, il y aura forcément des fractions. Or, & part
“‘deux-tiers” les calculateurs de cette époque et de ce pays ne manipu-
laient que les ““fractions’’ de la forme 1/n. Ainsi

dix moins le neuvieme de dix
devait donner, pour eux
huit plus deux tiers plus un sixiéme plus un dix-huitiéme
Et ce que nous appellerions le carré de ce dernier nombre :
' 79 + 1/108 + 1/324

C’est ce qu’on peut lire sur le papyrus ; le nommé Ahmés (ou
Ahmesu) qui signe la chose, était, comme vous voyez, un fin calculateur!

On peut donc dire sans erreurs ni anachronismes, qu"en Egypte, a
cette époque (savoir : il y a plus de trente-six siécles Q’apres les savants
égyptologues), on possédait un algorithme du type suivant :

Aire circulaire = carré du diamétre corrigé

A = (D - f.D)?
f étant une fraction simple (ici f=1/9).
Aujourd’hui s'il fallait donner une régle de ce genre, on dirait plutot
quelque chose comme ceci : :

1. Diminuer le diamétre de 11,4 7
2. Elever au carré le résultat.

Mais les pourcentages n’étaient pas a la mode en ces temps-1a et les
fractions préférées étaient les inverses des naturels. Il peut étre amusant,
et instructif, de se demander, aujourd’hui qu’on “‘sait tout’’ sur pi, com-
ment on peut choisir la fraction f.

De nos jours, on préfére I'écriture décimale ; et 'on écrit
Jr/4 = 0,886226925 ...
donc f = 0,113773075 ...

On voit que 1/9 < [ < 1/8 (premiére approximation)
et aussi que 1/9 est la meitleure valeur approchée.

La formulation qu’'a retenu notre vieux scribe était (est) donc bel et
bien la meilleure de son espéce.
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On pourrait d’ailleurs s’amuser & perfectionner, tout en gardant le
style égyptien ; on aura, par exemple, en seconde approximation

(I = 179y . (1 — 1/334)
(deux corrections successives a faire subir au diamétre pour trouver le bon
carré).

On a envie alors de poser quelques questions.

1. Les contemporains du papyrus savaient-ils que la régle ne donne
qu’une approximation ? et s’il se trouvait parmi eux des savants assez
savants pour le penser, comment auraient-ils pu le dire ?

2. Comment étaient-ils arrivés a choisir ce “‘coefficient’’ de ‘‘un neu-
viéme’’ ? - ) )

Il n’y a guére de chances que personne réponde jamais de fgcon
sérieuse A ces deux premiéres questions. Mais ¢a n’empéche pas de réver,
ni d’écrire des romans d’histoire-fiction.

3. Est-ce que cette régle a été répandue, et comment ?

Ici la réponse reléve d’une enquéte historique possible, difficile et
utile (pour qui veut suivre, a travers les siecles, I'évolution de I'idée
d’approximation) ; entre 1877 avant J.C. et 1877 aprés, qui donc a prati-
qué cet algorithme si simple et si commode ?

D’aprés des résumés que j’ai lus dans Math. Reviews (52,5277 et
53,10527) il semblerait, selon Radha Charan Gupta, qu’en Inde aussi, il y
a des siécles, on trouve trace de la diminution du neuvieme,

La piéce Ia plus.curieuse de mon maigre dossier est un petit texte latin
(B.N. ms. lat. 1044, Fol.60)

“circumducto quantolibet circulo...”’ étant donné un cercle quelconque ...

C’est la méme idée, mais avec le secours du langage graphique et sans
exemple numérique.

On a un cercle ; on le contracte d’un neuviéme, d’ou un second cercle
intérieur au premier
“alterum circulum interiorem
exteriori circulo nona parte contractiorem ...”’

Alors on peut dire que le carré circonscrit au cercle intérieur a une
surface égale a celle du cercle extérieur primitif :
“‘aequos habebis quadratum et circulum ...*’

La copie que conserve la Bibliothéque nationale semble étre du dou-
ziéme siécle, mais le texte remonterait peut-étre a 1050.

Mais cette diminution du neuviéme, pourtant si simple et si com-
mode, on n’en trouve pas de traces qui marqueraient les intermédiaires
entre nos deux témoins : le papyrus et le manuscrit médiéval. Voici ce
qu’en dit le sage et savant Paul Tannery : *“... il faut simplement conclure
gu’un Lotharingien du onziéme siécle a rencontré de lui-méme ce que
trois mille ans auparavant on avait inventé sur les bords du Nil”’.

(Une correspondance d’écolitres du XI¢ siccle, Notices et extraits des
mss de la B.N., XXXVI, 2¢ partie, p. 487, Paris 1901).

En commengant, j’ai posé, en langage d’aujourd’hui, le probléme
dont nos deux témoins donnent une solution : de quelle fraction faut-il
réduire le diamétre pour qu’en élevant au carré on trouve 'aire circulaire?

Soit, en écriture familiére : A = (D~ fD)? .
2
Choisir f . Comme on sait (maintenant) que A = Jr_?-a, on a

f=1-n/4 etdela conﬂaissance qu’on a du nombre 7 on peut con-
clure au choix de f . En particulierona 1/9 < f < 1/8 .

179 est une meilleure approximation que 1/8, et c’est justement celle

que donnent nos deux textes. Mais on trouve aussi des écrits anciens qui
parlent de la contraction de un huitiéme. Sans quitter le onziéme siécle

lotharingien, on peut en trouver un. Il S’agit d’un petit traité dont on con-
nait trois copies. (Une édition dans les Archives internationales d’histoire
des sciences, val. 26, n° 98, juin 1976, p. 65 :-a treatise on the squaring of
the circle by Franco of Liege of about 1050).

“(quadraturam circuli) ... quidam ita constituunt ut a puncto diametrum
in viij dividant portiones demptaque portione viija latus quadrati ducant ...’
c’est-a-dire : certains (pour quarrer le cercle) divisent le diamétre en huit
parties, enlévent la huitiéme, et prennent cela pour cbté du carré.
Mais 'auteur ajoute :
“hi omnes a veritate longe absunt”’

pour dire qu'il récuse la méthode. 1l a bien choisi la facon de le dire :
“longe’’, c’est trop loin, ce n’est pas assez pres. 1l s’agit bien d'approxi-

matinne



ARCHIMEDE
(287-212 AVANT J.-C.)

(Archiméde) ... “‘n'a pas donné de batailles pour les yeux,
mais il a fourni d tous les esprits ses inventions. O qu'il a
éclaté aux esprits !

It et é1é inutile & Archiméde de faire le prince dans ses livres
de géoméirie, quoiqu'il le fit.”

Pascal : L'Ordre et la Charité, in : Les ceuvres complétes de Famﬂ
Collection La Piéiade, pages 1341, 1342
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Avant de faire une présentation rapide des ceuvres d’Archiméde, en
particulier au sujet de ce que nous appelons le nombre = , quelques mots

doivent &tre dits sur Pceuvre et la personnalité du “‘plus grand génie scien-
tifique de I’antiquité grecque”’.

Qui était Archiméde, quelle fut son ceuvre ?

Nous ne répondrons a ces questions d’apparence si simple qu’avec une
infinité de précautions. Fort heureusement, une grande partie de ’ceuvre
4’ Archiméde nous est parvenue ; hélas, pas tout ! Quant aux témoignages
historiques, §’il convient de les prendre tous en considération, il convient
d’analyser et de comparer entre elles toutes ces productions postérieures a
Archiméde de quelquefois plusieurs siécles.

Nous avons donc travaillé avec le plus grand intérét quelques ouvrages
soigneusement choisis traitant de notre sujet aprés avoir contrélé que les
sources citées avaient dans tous les cas été effectivement consultées et étu-
diées : et nous ne citerons pas ici la pléiade de textes et €crits dits scientifiques
d’auteurs plus enclins a affirmer péremptoirement n’importe quoi ou pres-
que sur un sujet si délicat qu’a reconnaitre leur inculture et en conséquence se
taire !

Mais je vous renvoie (voir bibliographie) a quelques sources faciles a
trouver en bibliothéque ; j’entends essentiellement Dedron et Itard, Iarticle
d’Ttard : ““‘Archiméde’’ dans Encyclopaedia Universalis, * Archimede”
dans la collection des Universités de France (il s’agit ici d’une édition
bilingue, principal intérét de l'ouvrage) et “‘Les ceuvres complétes
d’ Archimeéde’’ chez Vaillant-Carmanne (*) traduites par P. Ver Eecke avec
une longue introduction et des notes du traducteur. Puisse la multitude de
précautions de cet érudit face aux références multiples citées et par lui
manifestement vérifiées engager notre lecteur a une prudente et saine atti-
tude en matiére de recherches historiques ou d’affirmations dans ce
domaine. Mieux vaut retourner aux sources, les étudier, les comparer et
les critiquer que de se fier d’une maniére ingénue a X qui prend ses con-
naissances chez Y, lui-méme d’aprés une traduction de ... Dans cet
ouvrage sur 7 si riche en notices historiques il nous a semblé utile qu’au
moins une fois ces choses soient dites.
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Mais revenons a Archimeéde.

Qui était-il donc ? Quelle fut son ceuvre ? Depuis un an, j’ai posé cette
question cent fois & des amis, des étudiants, des ingénieurs, des professeurs.
Les réponses les plus souvent obtenues sont : un mathématicien, un ingénieur
ou un physicien, un patriote. Trés souvent les précisions apportées relévent
plus du folklore ou de la légende que de la réalité historique. Etudions rapi-
dement si vous voulez ces trois types de réponses qui recouvrent bien le génie
d’ Archiméde.

Le mathématicien a laissé nombre d’études qui nous sont parvenues tel-
les : “De I'Equilibre des plans”... ““Sur la Spheére et le Cylindre”... “‘L’Aré-
naire”’, ot Archiméde expose un systéme de numération des grands nombres
(calcul des grains de sable pouvant étre enfermés dans la Sphére du Monde ;
mais calculs limités & un ensemble fini), le ““Traité de la méthode” (texte
retrouvé en 1906 ot Arc¢himéde communique & Eratosthéne comment il con-
duit ses recherches ; ce palimpseste découvert parmi les manuscrits du
Patriarcat grec de Jérusalem, reconnu puis traduit par Heiberg comme frag-
ment de I’ceuvre d’ Archiméde, contient la majeure partie du texte grec sur
ce Traité de la méthode), “‘Des corps flottants’ ot apparait le trés célebre
“Principe d’Archiméde’ et qui peut toujours étre considéré comme le
manuel de base de tout ingénieur naval, et essentiellement pour ce qui nous
intéresse ‘‘La mesure du cercle” (voir suite) ott Archimeéde exhibe I’encadre-

ment célebre 3 19 < 5 <31
7 7

Il serait téméraire cependant d<’: vouloir absolument séparer les divers
aspects de ce génie, ici les Mathématiques, 13 la Physique,... C’est bien par
exemple le Physicien, le Mécanicien parfaitement au courant des lois du
levier connues depuis Aristote et de celles de la balance,qui fournit au mathé-
maticien ses plus belles intuitions qui feront I’objet ensuite de démonstrations
rigoureuses ; tout corps pesant a un centre de gravité ou la masse compléte
du corps est supposée concentrée et la détermination du dit centre pour des
corps homogenes de formes diverses (segments de paraboles, sphére, sphéroi-
des (ellipsoides de révolution) polygones simples, cylindres,...) ne sera pas un
des moindres titres de gloire d’Archiméde.

Mais celui qui a excellé dans I’étude des figures et qui dit y avoir trouvé
“‘des propriétés inhérentes a leur nature, y existant de tout temps et cepen-
dant ignorées de ceux qui m’ont précédé’’ a aussi exercé son génie en bien
d’autres domaines plus concrets.

Plutarque (I siécle aprés J.-C.) nous dit dans “‘La vie des hommes
illustres’” qu’a la demande du roi Hiéron, Archiméde déplace sur le sol &
I’aide d’une simple machine 4 plusieurs poulies une galére lourdement char-
gée et que le roi émerveillé lui demande alors de construire de nombreux
engins d’attaque et de défense. Parlons donc du patriote qui réussit a repous-
ser pendant plus de trois années les attaques de Marcellus. Nous y retrouve-
rons Pingénieur (mot & prendre au sens militaire ; ainsi furent Vauban,...).

L’ingénieur en chef de Syracuse sut en effet merveilleusement défendre
sa ville assaillie par les Romains (2éme guerre punique). Divers historiens :
Polybe (II¢ siécle avant J.-C.), Tite-Live (I*" siécle avant J.-C.) ou Plutarque
(I siecle apres J.-C.), nous rapportent (voir Ver Eecke qui nous fournit des
extraits significatifs de ces auteurs) avec une grande précision les inventions
toujours renouvelées d’Archiméde : balistes ou catapultes permettant aux
Syracusains de “‘bombarder”’ la flotte ennemie depuis le haut des murailles,
mains de fer attachées & une chaine et qui jetées sur les navires ennemis les
saisissent alors par la proue, les élévent a la verticale en utilisant un levier et
un énorme contrepoids pour les laisser brutalement retomber,...

Il s’agit, observons-le, de textes postérieurs 4 -Archiméde d’au moins
trois siécles !

Mais que penser alors de cette ‘‘histoire’* des miroirs ardents qui ont ou
auraient permis a Archiméde d’incendier a distance la flotte de Marcellus ?
Polybe qui a pu connaitre quelques contemporains du siége de Syracuse est
muet sur ce sujet. De méme Tite-Live et Plutarque. Il faut attendre Lucien de
Samosate (I1° siécle aprés J.-C.) pour qu'il en soit fait — et non explicitement
— mention. Depuis bien des travaux ont été faits sur ce sujet, bien des écrits
publiés. Descartes en 1630, puis en 1637, fustige les “‘demi-savants en I’opti-
que’’ capables de croire en ces fables. Mais Buffon réussit en 1747 grice aun
miroir composé de 138 petites glaces a enflammer des piéces de bois situées 4
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bonne distance. D.L. Simms, en 1977 [SIMM], avec des preuves techniques
irréfutables “‘prouve’ I'impossibilité de ces incendies commandés 2 distance
par utilisation de miroirs et ipso facto prouve 'impossibilité de I'expérience
effectivement réalisée par Buffon ! Quant a Pierre Thuillier [THU]J, en nous
proposant une étude historique compléte (et récente : 1979) et en fustigeant
Simms, ... il nous semble bien prét lui aussi & parler de ces ‘‘demi-savants’’ si
chers & Descartes et de reprendre & son compte peut-&tre la réponse de I’histo-
rien Anglais Gibbon (1776) : *‘Puisque la chose est possible, je préfére encore
accorder cette habileté technique aux plus grands mathématiciens de 1’anti-
quité plutét qu’a attribuer le mérite de ces histoires a I'imagination dévergon-
dée d’un moine ou d’un sophiste.”’

Alors qui es-tu Archiméde ? Est-ce bien toi I'inventeur de ’appareil que
I'on appelle encore vis d’Archiméde et qui permettait aux Egyptiens de faire
monter I'eau du Nil 7 Est-il vrai qu’a la suite d’une découverte célébre qui
porte encore le nom de “‘Principe d’Archiméde’’ tu courais 4 moitié habillé
dans les rues de la ville en criant “‘Euréka, euréka !I”’ 7 Etais-tu bien parent
du roi Hiéron ? As-tu incendié la flotte de Marcellus ?...

Je ne répondrai pas : “Que m’importe 1"

Non, mais les écrits mathématiques qui nous sont heureusement parve-
nus témoignant magistralement d’un génie exceptionnel. Le “Traité des corps
flottants** (*‘Les grandeurs plus denses qu’un fluide abandonnées dans ce
fluide sont portées vers le bas jusqu’a ce qu’elles soient au fond ; et elles sont
allégées, dans le fluide, d’un poids du volume de fluide équivalent au volume
de la grandeur solide”, Proposition VII, Livre I) m'importe plus que Phisto-
riette qui I'accompagne. La capacité et la compétence prouvées d’ Archiméde
rendent souvent crédibles pour I’époque les exploits qu’on lui attribue et qui
assurément font Pobjet de surencheres.

Des doutes subsisteront vraisemblablement toujours quant aux événe-
ments divers tous probables rapidement décrits ici. Mais I’ceuvre écrite qui
nous est parvenue suffit & installer Archiméde sur le plus haut tréne : oui, un
trés, trés grand savant. Et le consensus général quant au caractére exception-
nel de I’ceuvre d’Archiméde, aussi ancien qile sa légende, ne semble pas
devoir souffrir d’attaques.

LES TRAVAUX D’ARCHIMEDE

Nous ignorons comment les premiers mathématiciens grecs ont procédé pour

5 4 3 > . il i
encadrer le nombre ¥. C'est dans un traité d'Archimeéde : la mesure du cercle

gue nous trouvons les premieres démonstrations relatives au calcul effectif de ce

nombre.

Nous ne possédons d'ailleurs de ce traité qu'une copie relativement tardive

et la pensée du savant syracusain nous est certainement parvenue déformeée,.

Pour calculer la longueur ¢ d'un cercle de diameétre unité, Archiméde eut lidée
d'inscrire et de circonscrire au cercle les polygones réguliers. Les périmétres

de ces polygones donnent des approximations de c.
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Le carré A'B'C'D' est inscrit dans L'hexagone A'B'C'D'E'F' est inscrit dans

le cercle : son périmetre est in- le cercle : son périmétre est inférieur

férieur a c. Le carré ABCD est a2 c¢. L'hexagone ABCDEF est exinscrit

exinscrit au cercle : son périme- au cercle : son périmeétre est supérieur
tre est supérieur a c. ac.

Archiméde exploite cette idée pour construire deux suites de nombres, 1'une consti-
tuée des périmetres de polygones inscrits dans le cercle, l'autre constituée des
périmétres de polygones exinscrits au cercle. Les deux suites se rapprochent de la

longueur ¢ du cercle.

Il construit un carré inscrit dans le

cercle et un carré exinscrit au cercle
et a 1'étape suivante il double le nom-
bre de c¢b6tés afin d'obtenir deux octo-
gones, l'un inscrit l'autre exinscrit au

cercle,
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Construire un cercle de diameétre unité
égale a 20 cm. Inscrire dans le cercle le
carré ABCD. Mesurer un cb6té du carré, en
déduire le périmetre P, du carré.
Construire A',B',C'",D', milieux respectifs
des arcs KP\‘, f’:d, Ei\), ]S“A,Dessiner I'octo-
gone régulier AA' BB' CC' DD'. Mesurer
un c6té de l'octogone, en déduire son

périmétre Pg.

Réitérer la construction et dessiner le polygone régulier a 16 cbtés inscrit dans le
cercle dont l'un des sommets est A. Evaluer son périmétre Pjs. De la méme maniére
aprés avoir effectué la construction, évaluer Pj3,. Constater que

P, {Pgsg {Pjye < Pj3z. On pourrait, si la lisibilité de la figure le permettait, réitérer
llopération : on construit une suite de nombres croissante, mais dont tous les termes

sont inférieurs a c.

by B oy By Construire un cercle de diameétre unité
-~ \ égale a 20 cm. Circonscrire au cercle le

carré A;B,C;D,;. Remarquons que les

~ quatre cb6tés de ce carré sont les tangentes

/ t\\‘ au cercle aux points A,B,C,D de la

| figure précédente. Mesurer un cbété du
carré, en déduire son périmetre qy.

S Construire les tangentes au cercle aux
points A', B', C', D'. Dessiner l'octogone

4 5 H 1 { i -
régulier A, , B, , C,, ', EY, F ,G ,H cir

oy conscrit au cercle. Mesurer un de ses cdtés.,

En déduire son périmétre qg.

Réitérer la construction deux fois, afin d'évaluer gi1e et gs2. Constater que
du > ds » 916 2 g32. On construit ainsi une suite décroissante, dont tous les

termes sont supérieurs a c.
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Il est possible par des moyens moins expérimentaux de calculer les périmetres de
ces polygones, mais cela nécessite des connaissances de géométrie sur les triangles
qu'il est hors de propos d'exposer ici.

Donnons cependant les résultats obtenus.

Périmétre Périmétre
Nombre des ' des
des cotés P?'YEQ"CS polygones
inscrits circonscrits
8 3,06146 3,31370
16 3,12144 ’ 3, 18259
32 3,13654 315172
64 3,14033 ) 314411
128 3,14127 3,14222
256 3,14151 3,14175
512 3,14157 3,14162
1024 3,14159 3,14160

Les calculs effectués sur HP 97 nous obligent a nous arréter a ce rang ;
en effet, nous trouvons Psous » P1o24. Cette anomalie est due a un usage
hors limite, & des effets de bords, des débordements de capacité : les

erreurs font boule de neige par itération.

On aurait pu faire le méme raisonnement en partant, comme Archimeéde, d'un

triangle équilatéral inscrit et d'un autre exinscrit. On aurait trouvé

Périméire Périmétre
Nombre des des Movyenne
des cotés polygones polygones arithmétique
inscrits circonscrits
3 2,5980762 5,1961524 3,8971143
6 3,0000000 3,4641016 3,2320508
12 3,1058265 3,2151900 3,1606082
24 3,1326325 3,1596673 3,1461499
48 3,1393546 3,1460919 3,1427232
96 3,1410369 3,1427201 3,1418785
192 3,1414569 3,1418776 3.1416672
384 3,1415625 3,1416675 3,1416150
768 3,1415883 3,1416153 3,1416018
1536 : 3,1415918 3,1415946 3,1415932
En continuant
indéfiniment 3,1415927 3,1415927 3.1415927

Archiméde, dans le texte que nous avons, poussa les calculs jusqu’a
la sixieme ligne et, d’aprés Héron d'Alexandrie, il alla méme plus loin.
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DESCARTES

(1596-1650)
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I_\Ié 4 La Haye, en Touraine, le 31 mars 1596, Descartes est sans doute
le philosophe frangais le plus célébre.

_ Apreés ses études au collége royal de La Fleche, puis a Poitiers ot il
obtient une licence de droit en 1616, il choisit le métier des armes, tout
d’abord en Hollande, puis chez le Duc de Baviére jusqu’en 1620. Rentré
en Frgnce en 1625, il y rédige le début des ‘‘Régles pour la direction de
l’qsprlt”, reg:ueil de préceptes assez généraux par lesquels “‘... on sera cer-
tain de ne jamais prendre le faux pour le vrai ... (Régle IV)’’ et dans
leguel Descartes réve d’une sorte de science universelle dont il convient de
decouyrir Ies‘lois : “Toutes les sciences ne sont rien d’autre que la sagesse
hu~mame, qui demeure toujours une et toujours la méme, si différents que
soient les objets auxquels elle s’applique ... (Régle 1),

Cette phrase justifie, a c6té de ses travaux philosophiques trop con-
nus pour _qu’on y revienne ici, 1a parution de travaux scientifiques comme
la Dioptrique, ou il expose la loi sur les sinus des angles d’incidence et de
réfraction des rayons incidents et réfractés. En Astronomie, il propose
l’hypothése des “‘tourbillons’” pour justifier les mouvements des planétes,
hypothése qui sera contestée, puis battue en bréche moins d’un siécle plus
tarq par les partisans de Newton. Descartes, en effet, n’admettait pas la
notion d’action a distance et ne supposait que des actions de contact, de
chocs ou de pression. ’

En Biologie, il admet la circulation sanguine, mais refuse le role des
contractions cardiaques, préférant penser que le mouvement sanguin est
dii a ébullition du sang lors de son passage dans le coeur.

Mais revenons aux Mathématiques : en 1631 il publie sa
“Géométrie’’. Il y définit ce que nous appelons les coordonnées cartésien-
nes d’un point :
¢« Je choisis une ligne droite comme AB, pour rapporter a ses divers
points tous ceux de cette ligne courbe EC ; et en cette ligne AB je choisis
un point A, pour commencer par lui ce calcul. Je dis que je choisis et I'un
et I’autre, a cause qu’il est libre de les prendre tels qu’on veut ; car encore
qu’il y ait beaucoup de choix pour rendre 1’équation plus courte et plus
aisée, toutefois en quelle fagon qu’on les prenne, on peut toujours faire
que la ligne paroisse de méme genre, ainsi qu’il est aisé de le démontrer.
Aprés cela, prenant un point a discrétion sur la courbe, comme C, sur
lequel je suppose que I’instrument qui sert a le décrire est appliqué, je tire
de ce point C la ligne CB parallele a GA, et pour ce que CB et BA sont
deux quantités indéterminées et inconnues, je les nomme Pune y et
l'autre x ; mais afin de trouver le rapport de 'une & I’autre, je considére
aussi les quantités connues qui déterminent la description de cette ligne
courbe ~nmme GA que je nomme a, KL que je nomme b ... et ainsi
I’équation qu’il fallait trouver est y> = cy — % y + ay — ac dans
laquelle on reconnait que la ligne EC est du premier genre,"comme en
effet elle n’est autre qu’une hyperbole’’.



Notons au passage que ¢'est & Descartes que I'on doit 'habitude de
représenter les quantités connues par les premiéres lettres de Malphabet
a,b,c.d et lesinconnues par x,y,z . Notons aussi que Descartes n'attache
pas une importance extréme A cette représentation : il n'v voit qu'un pro-
cédé opératoire pratique permettant de ramener 4 des calculs algébrignes
la géométrie des Anciens. Au reste, il n'insiste guere et passe immédiate-
ment 4 la résolution du probléme qui le préoccupe.

En ce qui concerne et les problémes de quadrature ou de rectifica-
tion du cercle on trouvera dans ses papiers, aprés son décés, la méthode
suivante, appelée ‘‘méthode des isopérimetres’” : elle consiste & détermi-
ner le rayon d’un cercle dont le périmeétre est [ixé a I'avance. Pour cela il
part d'un carré, cherche le rayon du cercle inscrit dans 'octogone régulier
de méme périmétre puis recommence en doublant le nombre des cotés.

METHODE DES ISOPERIMETRES

Cette méthode, attribuée
a Descartes, est plus simple
et plus précise que la pré-
cédente. Elle s’inspire de la
méme idée : inscrire et cir-
conscrire des polygones re-
guliers a un cercle, mais
cette fois-ci, les polygones
ont un périmetre constant p
{on choisira p = 2).

Il s'agit donc plutdt d'ins-
crire et de circonscrire des
cercles & un polygone régu-
lier & n cotés de périmétre
donné p = 2. '

Appelons a, le rayon du cercle inscrit et r, le rayon du cercle circonscrit au polygone regulier
a n cotés.

2
Dans le cas de cette figure, ug = OH et ry = OA (AB = - = —~>,
8 4

Les longueurs des deux cercles encadrent le périmetre g du polygone d'ou ¢

1
2ra, < p < 2mr, etlorsque p = 2 1 a, < ;—r<rm

1 1
ou bien . — < r< —
" Aa

lci aussi, 'encadrement est d’autant plus fin que n est plus grand.

Pour les exemples qui suivent, on choisit p = 2

et 1'unité égale a 20 cm.

Tracer un triangle équilatéral de périmetre p = Z.
Dessiner les cercles inscrit et circonscrit au triangle.

Mesurer a; et rj.
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De la méme maniére tracer un carré, un hexagone /

régulier, un octogone régulier, un polygone

régulier a 16 c6tés de périmetre p = 2. Evaluer ‘ n
a—‘+7rl+ya5;r61381r8:a16) r16-
Constater que l'encadrement obtenu pour ¢ est

de plus en plus fin.

L'utilisation de connaissances géométriques et d'une calculatrice permet

d'établir le tableau suivant :

VALEUR NUMERIQUE DE ~71?

DEDUITE DE LA METHODE DES ISOPERIMETRES

Polygone Nombre de cotés Rayon a,
P, : 4 0,25
P, 8 0.301776695..
P, 16 0,314208718..
P, kp) 0,317286575..
Py 64 0,318054182..
Py 128 0,318245969..
Pe 256 0,318293109..
P, 512 0,318305896..
Py ' <1024 0,318308895..
Py 2048 0,318309656..
P 4096 0,318309844..

Une des valeurs approchées de L est 0,318309886..
™
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DEUXIEME PERIODE : L’ANALYSE

Avec l'invention du calcul infinitésimal par Leibniz et Newton
durant la seconde moitié¢ du XVII¢ siécle, étude de « change d’aspect.
’étude géométrique (ou numérique) des polygones a produit 'essentiel
de ses résultats, et les raffinements de Snellius ou de Huygens semblent
atre le maximum que ces méthodes peuvent fournir.

[’analyse, outil nouveau sur lequel s’exercent les plus grands mathé-
maticiens du temps : Pascal, Fermat, Cavalieri, Gregory, etc., va con-
duire & de nombreuses expressions de w sous forme de séries.

Les premiers travaux dans ce sens sont ceux de John Wallis (1616-1703)
qui cherche lui aussi 'aire d’un demi-cercle. A la différence de ses prédé-
cesseurs, il part de I’équation cartésienne du cercle et cherche d en évaluer
I’aire en considérant la juxtaposition de petits rectangles. 11 obtient ainsi

la valeur :
7 _ 224466828 ...
2 1.3.3.5.5.7.79.....
expression qui a 'avantage sur celle de Viéte de n’utiliser que des opéra-

tions rationnelles.

LA DEMARCHE DE WALLIS

John Wallis (}616-1703) tient dans I’histoire des sciences au XVII®
siecle une place importante, surtout parce qu’il contribue au transfert en
Grande-Bretagne de la prééminence scientifique dont avait joui I'Italie
(avec Galilée (1584-1642), Cavalieri (1598-1647) ...) puis la France avec
Vitte (1540-1603), avec Descartes (1596-1650) et surtout Fermat (1601-
1660), Roberval (1602-1675) et Pascal (1623-1662) auxquels nous joi-
gnons le Hollandais Huygens (1629-1695). Aprés Iére de Newton
(1642-1727), le prééminence retournera sur le continent avec Leibniz
(1646-1716), les Bernoulli, Euler, etc.

A I’époque troublée de la guerre civile (1642), suivie de la restaura-
tion des Stuart, politique, théologie, sciences interféraient. Chapelain des
ates rondes’’, Wallis eut le courage de protester contre I'exécution de
Charles 1¢7, ce qui lui valut, apres la restauration, de conserver sa charge
de professeur a Oxford.

1l s’était fait connaitre comme mathématicien en 1642 en décryptant
la correspondance diplomatique étrangére, comme [’avait fait Viéte en
1590. Fondateur avec son collegue Wren (géomeétre, astronome, archi-
tecte cité avec éloge par Pascal) de la Royal Society, avec sa prestigieuse
publication “Philosophical Transactions’’, il réorganisa les archives
scientifiques détruites par I'incendie de Londres, publia pour ses compa-
triotes les grandes ceuvres classiques de ’antiquité, celles des Arabes du
XIII° siecle ainsi que les travaux de ses précédesseurs. Ces ceuvres, ainsi
que celles de Wallis lui-méme, furent les sources ou puisa le génie du

jeune Newton.

Malgré la partialité de Wallis pour ses compatriotes, il sut reconnai-
tre la valeur de Leibniz, rival de Newton.

Ce qui caractérise I’école anglaise sous Pimpulsion de Wallis, c'est la
hardiesse de novateurs plus tentés par I'investigation de méthodes nouvel-
Jes que par la rigueur des démonstrations. C’était l’époque des grands
défis lancés entre savants et Wallis y intervient avec violence.

Contre Thomas Hobbes (1588-1679), sans juger les doctrines théolo-
giques et politiques qui conduisirent le vieux savant au pied du blcher en
1660, il est certain que celui qui proclamait avoir résolu la qzzqdrgture du
cercle ne pouvait rivaliser en mathématique avec Wallis. Celui-ci montra
les erreurs de Hobbes, mais il faut se souvenir qu'a I’époque I'impossibi-
lité d’une solution algébrique n’était pas démontrée.
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Contre Fermat, au contraire, Wallis se montra incapable, comme
presque tous les contemporains, de comprendre la vraie nature de la nou-
‘velle “théorie des nombres.’ de I'illustre toulousain. Mais dans la céicbre
dispute de 1658 avec Pascal, il y éut injustice et incompréhension récipro-
que. On y voit combien les bases de la nouvelle “‘analyse des infiniment
petits’’ étaient peu claires.” Ainsi, en décembre 1658, au sujet des “lignes
courbes’’, Pascal, voulant trancher entre des résultats contradictoires de
divers savants (y compris Hobbes), ‘‘pour que la chose put étre désormais
ferme et sans dispute’’, décida de ne suivre “‘ni la méthode des mouve-
ments, ni celle des indivisibles”’, mais ‘‘celle des anciens’’, c’est-a-dire
celle d’Archimede. C’est celle que venait d’utiliser Guldin (1577-1643)
pour la détermination des centres de gravité des lignes et surfaces de révo-
lution. Notons que Pascal annonce qu’il 'utilise “‘en supposant la qua-
drature du cercle quand il le faut’’.

Lorsque Wallis congoit P’analyse, non plus comme basée sur la géo-
métrie, mais comme traduisant une continuité dans un ensemble de fonc-
tions, quand il utilise des ‘‘produits infinis”’ et des “‘séries’” a une époque
ou aucune étude sérieuse de la convergence n’était concevable, il s’aventu-
rait dans les voies de ’avenir avec une intuition et une imagination remar-
quables.

Signalons qu’en dehors de travaux de théologie et de grammaire, il
participa 4 I’étude de la phonétique qui le conduisit 4 ’acoustique des
harmoniques. Il soutint la doctrine de la circulation de William Harvey
(1578-1657). L’astronomie lui fit étudier la géométrie sphérique et la pro-
jection stéréographique avec sa conservation des angles. En mécanique, il
concoit le principe de la conservation de la “‘quantité de mouvement”’ qui
sera repris par Newton. Les traités d’arithmétique et d’algeébre innovent
en ce qui concerne la résolution approchée d’équations et seront utilisés
par Newton, comme Euler développera son étude de I’équation indéter-
minée ax+by=c en nombres entiers. Wallis entrevoit aussi la représen-

tation géométrique des imaginaires. Il est le premier nommé dans la liste
des savants qui étudiérent les fonctions elliptiques (cf. J. Dieudonné,
Abrégé d’histoire des Math.)...

Eclipsé par la gloire de Newton, le nom de Wallis reste attaché a une
formule et & un type d’intégrales. On sait moins qu’il s’efforga de faire
adopter un symbolisme universel pour les sciences ; il nous en reste le
signe % de multiplication, les signes < et > d’inégalité (dont le dessin a
peu varié), la notation nk pour le nombre de combinaisons (devenu

C§ puis ( ; ) et surtout le signe oo de Uinfini.

John Wallis, né & Ashford en 1616, fut un esprit brillant porté ;}x des
disciplines diverses. Outre les mathématiques, il étudia la philologie, la

philosophie, la théologie et soutint une thése de doctorat en médecine.

11 fut professeur & Oxford aprés avoir été éléve de Cambridge. On lui
doit nombre de découvertes mathématiques, mais son nom est surtout
resté attaché a la formule permettant de calculer  qu’il a présentée dar}§
son ouvrage Arithmetica infinitorum (L’ Arithmétique des Infinis), publié
en 1655.

Cette formule est la suivante :

22.44.66.88... _ 1
13.3.5.57.79... 2

On prend autant de facteurs au pumcrateur gu’au déno,minalcur.
Evidemment, plus grand est ce nombre de facteurs et meﬂleure} est
|'approximation, ainsi qu’en témoigne le tableau sun{am, dont les résul-
tats ont été obtenus avec 9 chiffres décimaux arrondis, sur une HP29C.
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- 2.2.4.4... 2m) (2m)
m Vo = 1335 Gm-1) CGm+1)

1,333 333 333
1,422 222 222
1,462 857 143
1,486 077 098
1,501 087 978
1,511 585 097
1,519 336 815
1,525 294 999
1,530 017 274
1,533 851 904
20 1,551 758 479
30 1,557 947 140
40 1,561 130 158
50 Y 1,563 039 443
100 . 1,566 893 739

[y

SO ||~ ™l bW N

Formule de Wallis

Rappelons que l;— =~ 1,570 796 327...

On voit que cette formule est peu précise : on ne s’étonnera pas de ce
que sa découverte n’ait produit aucun progrés notable dans le calcul prati-
que du nombre 7.

LEIBNIZ
(1646-1716)

Gottfried Wilhelm Leibniz est né a Leipzig en 1646. Le milieu univer-
sitaire aisé ou il vit facilite de solides études.

Les travaux de F. Bacon, de Képler, de Galilée et de Descartes lui
sont familiers. Un séjour a léna le met au contact des mathématiques de

haut niveau.
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En 1666, le titre de docteur en droit ne lui est refusé qu’a cause de son
dge. Dés ce moment, il publie des ouvrages dans des domaines variés :

— mathématiques : ‘‘De arte combinatoria”’, ou s’affirment déja les
préoccupations qui le méneront a ses plus belles découvertes ;

— mécanique : études sur le mouvement, présentées a la Royal
Society et & I’Académie des Sciences Francaise ;

— théologie.

Son souverain le charge de missions diplomatiques :

A Paris, en 1672, il suggére 4 Louis XIV la conquéte de I'Egypte,
plus sans doute pour éloigner de I'Europe Centrale les forces turques, que
pour faire réver le Roi-Soleil aux empires du Soleil Levant.

Plus tard, il prend contact avec Charles XII, puis avec Pierre-le-
Grand. Entre temps, il s’est occupé de Fondations scientifiques : une
Société des Sciences a Berlin (1700). Il voit de temps & autre le physicien
R. Boyle, il sait ainsi ce qui se dit & Londres, et ¢labore une théorie proche
de celle de Newton. A Paris, les neveux de Pascal lui montrent les notes de

PPoncle décédé, ou il aurait pu puiser des idées conduisant a la notion de
différentielle.

Leibniz n’est pas pour autant un plagiaire ; on peut regretter que les
questions de priorité pour certaines découvertes aient gaté la vie et la
santé de Newton et de Leibniz.

Quelle qu’ait été 'importance en quantité et en qualité de Pceuvre
philosophique et théologique de Leibniz, il n’en sera pas question ici, si ce
n’est pour dire que moins d’un siécle auparavant, on tenait encore des rai-
sonnements comme : “‘Ce que fait Dieu est parfait, et vous voudriez qu'il
y ait des taches sur le soleil 7°’ ou bien ‘‘Ce que fait Dieu est parfait, le
mouvement parfait est le mouvement circulaire, les trajectoires des plané-
tes ne peuvent étre que des cercles’’. Pour Leibniz, qui n’en est plus I3,
Dieu néanmoins a ‘‘choisi celui des mondes possibles qui est le plus par-
fait’’.

Il n’est pas impensable que son idée de Dieu 'ait accompagné dans
I’emploi qu’il fait de I’infini. Les infiniment petits qu’il considére sont des
“fictions’’, ‘‘ne pouvant étre présentées dans la nature des choses, sans
avoir rien d’absurde ou de contradictoire’”.

Leibniz dépasse Cavalieri, avec ses indivisibles, Wallis, avec ses
recours a Uinfini. Pour lui, les passages a la limite sont chose courante,
I’infini entre dans les calculs.

Il n’a pas, bien sfir, tout créé, mais il a marqué tous les domaines des
mathématiques de son empreinte. Avant lui s’opposaient le nombre et
I’étendue. Il met en évidence leur parenté grice aux extensions de la
notion de nombre. Aprés les entiers, les nombres qualifiés (nous disons
Z), les nombres rompus (... Q), les nombres sourds (... R), les nombres
imaginaires, qu’il n’a pas pion plus créés, mais par lesquels il étonne
Huygens avec :

Jisv= + Ji-vT3 = F

11 découvre des analogies entre les opérations d’addition et de multi-
plication, parlant de leur ‘‘similitude’” (ot nous disons ‘‘homomorphie’’).
Ses notations (dx, dy, le signe somme {) lui ont survécu.

Les mathématiques pour Iui traitent des homogenes qui s’occupent
des positions : I’ Analysis situs dans la qualité, 1" Algébre et "’ Arithméti-
que dans la quantité, et des homogones relatives aux transitions, comme
la géométrie infinitésimale.

Pour notre sujet,

™

R e i S
4 3 5 7

qu'il serait juste d’appeler série de Gregory-Leibniz.

Les sociétés savantes de Londres et de Berlin ont ignoré sa mort. A
Paris, au contraire, Fontenelle fit son éloge.
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L’ ATIGUILLE DE BUFFON

Georges Louis Leclerc, comte de Buffon (1707-1788) est connu
essentiellement pour son ceuvre de naturaliste. L’“*Histoire naturelle
générale et particuliére’’ (15 volumes), I’“‘Histoire naturelle des oiseaux’’
(9 volumes), le ““Supplément a I’histoire naturelle’’ (7 volumes), I’*‘His-
toire naturelle des minéraux et traité de Paimant” (5 volumes) lui vau-

dront la plus grande célébrité. Geor%es Louis Leclerc deviendra, par la
grice de Louis XV, comte de Buffon. Cet. excellent administrateur

(Buffon enrichira et agrandira le jardin du Roi), membre de I’ Académic
Francaise et de toutes les grandes académics curapéennes, fut aussi philo-
sophe et mathématicien. :

Ses ceuvres mathématiques comprennent :
— une traduction de la Méthode des fluxions et des suites infinies de
Newton, augmentée d’une Préface de 26 pages ;
— trois notes critiquant une proposition de Clairaut visant a ajouter au
terme en 1/x2 de I’atttaction de Newton un terme en 1/x4 ;
— Des probabilités de la durée de la vie (175 pages) ;
~ Etat général des naissances, des mariages et des morts.

C’est dans son “‘Essai d’arithmétique morale’’ publié en 1777 [BUF]
que [’on peut trouver le “Mémoire sur le Jeu de franc carreau’’ qui con-
tient le fameux probléme de "aiguille si souvent cité et pourtant si peu
lu...

S’interrogera-t-on sur le plus grand plaisir rencontré en découvrant
ce texte : vient-il du ton, du style de auteur ou bien de la démarche
mathématique, de I'éventail des cas étudiés ? Nous ne saurions, quant a
nous, le dire. Mais laissons la parole a M. de Buffon.

““L’ Analyse est le seul instrument dont on se soit servi jusqu’a ce jour
dans la science des probabilités, pour déterminer et fixer les rapports du
hasard ; la Géométrie paraissait peu propre a un ouvrage aussi déli¢ ;
cependant si I'on y regarde de preés, il sera facile de reconnaitre que ccf
avantage de I’ Analyse sur la Géomeétrie est tout a fait accidentel, et que Ic
hasard selon qu’il est modifié et conditionné, se trouve du ressoré de I
géométrie aussi bien que de celui de I’analyse ; pour s’en assurer, il suffira
de faire attention que les jeux et les questions de conjecture ne roulen
ordinairement que sur les rapports de quantités discrétes ; ’esprit humain
plus familier avec les nombres qu’avec les mesures de I"étendue les a tou-
jours préférés ; les jeux en sont une preuve, car leurs lois sont une arith-
métique continuelle ; pour mettre donc la Géométrie en possession de ses
droits sur la science du hasard, il ne s’agit que d’inventer des jeux qui rou-
lent sur I’étendue et sur ses rapports, ou calculer le petit nombre de ceux
de cette nature qui sont déja trouvés ; le jeu du franc-carreau peut nous
servir d’exemple : voici ses conditions qui sont fort simples.

“Dans une chambre parquetée ou pavée de carreaux égaux, d'unc
figure quelconque; on jette en ’air un écu ; Pun des joueurs parie que cet
écu aprés sa chute se trouvera a franc-carreau, c’est-a-dire sur un seul car-
reau ; le second parie que cet écu se trouvera sur deux carreaux, c’est-a-
dire qu’il couvrira un -des joints qui les séparent ; un troisi¢me joueur
parie que I'écu se trouvera sur deux joints ; un quatriéme parie que I'écu
s¢ trouvera sur trois, quatre ou six joints : on demande le sort de chacun
de ces joueurs.

“Je cherche d’abord le sort du premier joueur et du second : pour e
trouver, j’inscris dans I'un des carreaux une figure semblable, éloignce
des c6tés du carreau, de la longueur du demi-diameétre de I"écu ; le sort du
premier joueur sera 4 celui du second comme la superficie de la couronne

circonscrite est 4 la superficie de la figure inscrite : cela peut se démontrer
aisément, car tant qug le centre de 'écu est dans la figure inscrite, cet écu
ne peut étre que sur un seul carreau, puisque par construction cette figure
inscrite est partout éloignée du contour du carreau, d’une distance égale
au rayon de I’écu ; et, au contraire, dés que le centre de I’écu tombe au
dehors de la figure inscrite, 1’écu est nécessairement sur deux ou plusicurs
carreaux, puisque alors son rayon est plus grand que la distance du con-
tour de cette figure inscrite au contour du carreau , or, tous les points ou DN o
peut tomber ce centre de I’écu sont représentés dans le premier cas par la .

superficie de la couronne qui fait le reste du carreau ; donc le sort du pre-

mier joueur est au sort du second, comme cette premiére superficie est a la
seconde : ainsi pour rendre égal le sort de ces deux joueurs, il faut que la
superficie de la figure inscrite soit égale a celle de Ia courontie, ou, ce qui
est la méme chose, qu’elle soit la moitié de Ia surface totale du carreau.



“Je me suis amusé a en faire le calcul, et j’ai trouvé que pour jouer &
jeu égal sur des carreaux carrés, le ¢6té du carreau devait étre au diamétre

de I’écu, comme 1 : 1 ~ |/7I ; c’est-a-dire a peu pres trois et demie fois

plus grand que le diametre de la piéce avec laquelle on joue.

“Pour jouer sur des carreaux triangulaires équilatéraux, le c6té du car-
reau doit étre au diamétre de la piéce, comme

1
NG
> V3

3+3 VI
2
c’est-a-dire presque six fois plus grand que le diamétre de la piéce.

«“ Sur des carreaux en losange, le c6té du carreau doit étre au diametre
de la piéce, comme
1 \/-

2+\/'"

c’est-a-dire presque quatre fois plus grand.

“Enfin, sur des carreaux hexagones, le cdté du carreau doit étre au
diameétre de la piéce, comme

1
_zf__

T .
1+1/;

“Je n’ai pas fait le calcul pour d’autres figures, parce que celles-ci sont
les seules dont on puisse remplir un espace sans y laisser des intervalles
d’autres figures ; et je n’ai pas cru qu’il fiit nécessaire d’avertir que les
joints des carreaux ayant quelque largeur, ils donnent de ’avantage au
joueur qui parie pour le joint, et que par conséquent I’on fera bien, pour
rendre le jeu encore plus égal, de donner aux carreaux carrés un peu plus
de trois et demie fois, aux triangulaires six fois, aux losanges quatre fois,
et aux hexagones deux fois la longueur du diamétre de la piéce avec
laquelle on joue.

“Je cherche maintenant le sort du troisiéme joueur qui parie que I'écu
se trouvera sur deux joints ; et, pour le trouver, j’inscris dans un des car-
reaux une figure semblable, comme j’ai déja fait ; ensuite je prolonge les
cOtés de cette figure inscrite jusqu’a ce qu’ils rencontrent ceux du carreau,

le sort du troisiéme ioueur sera a celui de son adversaire. comme [a
somme des espaces compris entre le prolongement de ces hgnes et les cotes

du carreau est au reste de la surface du carreau. Ceci n’a besoin, pour ére
pleinement démontré, que d’étre bien entendu.

c’est-a-dire presque double.

“Jai fait aussi le calcul de ce cas, et j’ai trouvé que pour jouer a jou
égal sur des carreaux carrés, le coté du carreau doit étre au diameétre de I

piéce, comme 1 : —1—2, c’est-a-dire plus grand d’un peu moins d'un tiers.

“Sur des carreaux triangulaires équilatéraux, le c6té du carreau doit

étre au diameétre de la piéce, comme 1 : —é»y c’est-a-dire double.

“Sur des carreaux en losange, le c6té du carreau doit étre au diameétre
de la piéce, comme

. 1 7
1. 2
V2
c’est-a-dire plus grand d’environ deux cinquiémes.
“Sur des carreaux hexagones, le c6té du carreau doit étre au diamétre
de la piece, comme | : é— V3, c’est-a-dire plus grand d’un demi-quart.
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“Maintenant, le quatriéme joueur parie que, sur des carreaux triangu-
laires équilatéraux, I’écu se trouvera sur six joints : que sur des carreaux
carrés ou en losanges, il se trouvera sur quatre joints, et sur des carreaux
hexagones, il se trouvera sur trois joints ; pour déterminer son sort, j¢
décris de la pointe d’un angle du carreau, un cercle égal & I’écu, et je dis
que sur des carreaux.triangulaires équilatéraux, son sort sera a celuj de
son adversaire comme la moitié de la superficie de ce cercle est a celle du
reste du carreau ; que sur des carreaux carrés ou en losanges, son sort sera
a celui de autre comme la superficie entiére du cercle est a celle du restc
du carreau ; et que sur des carreaux hexagones, son sort sera a celui de son
adversaire comme le double de cette superficie du cercle est au reste du
carreau. En supposant donc que la circonférence du cercle est au diame-
tre, comme 22 sont 4 7 ; on trouvera que pour jouer a jeu égal sur des car-
reaux triangulaires équilatéraux, le c6té du carreau doit étre au diamétre

J7
de la piéce comme 1 : Vi
quart. V22

“‘Sur des carreaux en losanges, le sort sera le méme que sur des car-
reaux triangulaires équilatéraux.

““Sur des carreaux carrés, le c6té du carreau doit étre au diamétre de
la piéce, comme 1 : \/'17‘1 , c’est-a-dire plus grand d’environ un cinquiéme.

, C’est-a-dire plus grand d’un peu plus d’un

““Sur des carreaux hexagones, le c6té du carreau doit étre au diamétre

de la piece, comme 1 : ——M, c’est-a-dire plus grand d’environ un

treiziéme. © /44

“J’omets ici la solution de plusieurs autres cas, comme lorsque {'un
des joueurs parie que I’écu ne tombera que sur un joint ou sur deux, sur
trois, etc. Ils n’ont rien de plus difficile que les précédents ; et d’ailleurs
on joue rarement ce jeu avec d’autres conditions que celles dont nous
avons fait mention,

“ Mais si au lieu de jeter en I'air une piéce ronde, comme un écu, on
jetait une piéce d’une autre figure comme une pistole d’Espagne carrée,
ou une aiguille, une baguette, etc., le probléme demanderait un peu plus
de géométrie, quoiqu’en général il fit toujours possible d’en donner la
solution par des comparaisons d’espaces, comme nous allons le
démontrer.

“ Je suppose que dans une chambre, dont le parquet est simplement
divisé par des joints paralléles, on jette en I’air une baguette, et que I'un
des joueurs parie que la baguette ne croisera aucune des paralléles du par-
quet, et quel'autre au contraire parie que la baguette croisera quelques-
unes de ces paralléles ; on demande le sort de ces deux joueurs. On peut
Jjouer ce jeu sur un damier avec une aiguille @ coudre ou une épingle sans

téte.
kpr_ h = ~N
\“G
f € ____}H
E / \F
E e
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N C’est dans la s¢conde partie du texte de Buffon que 'on trouve cc
célébre probléme : il s’agit donc de lancer une aiguille (ou “‘baguette’’) de
longuet_lr. 2b sur un parquet forme de lames de largeur 2a et d’estimer la
probabilité pout que I’aiguille coupe I'une des raies de ce parquet.

. Qn voit que Buffon montre que les chances d’intersection ou non de
"aiguille avec une raie de parquet sont égales si

«y = bb
_é_c
(c désignant le quart de circonférence du cercle de rayon b ).
En d’autres termes, puisque ¢ = jir” .b: .

La probabilité d’intersection est 1/2 s a = b .
. T

Il est aisé de voir que pour une longueur de ['aiguille égale a 2b

favec b < a) la probabilité d’intersection est 2b .
Ta

o Ces exemples suffisent pour donner une idée des jeux que I'on peut
imaginer sur les rapports de I’étendue. L'on pourrait se proposer phi
sieurs autres questions de cette espéce, qui ne laisseraient pas d'ére
curieuses et méme utiles : si I’on demandait, par exemple, combien I'on
risque A passer une riviére sur une planche plus ou moins €troite ; quellc
doit étre la peur que I’on doit avoir de la foudre ou de la chute d’une
bompe, et nombre d’autres problémes de conjecture, ot !'on ne doil
considérer que le rapport de ’étendue, et qui par conséquent appartien-
nent & la géométrie tout autant qu’a I'analyse . ”

LA CHASSE AUX DECIMALES

A ce jour (25.:2.80) le développement décimal du nombre m est connu
avec la précision assez étonnante de 1 000 000 de décimales. Par ailleurs,
1a meilleure précision des mesures, en physique, n’excéde pas 107 12 il est
donc évident qu’une telle précision, pour , n'a pas pour objet Pexploita-
tion physique. On peut donc légitimement se poser la question de lintérét
d’une telle quéte et des motivations des ““chasseurs de décimales”.

Durant la premiére période, géométrique, il s’agit de préciser la
valeur de , disons par désir de connaissance. Une fois démontrée la cons-
tance du rapport du périmétre au diamétre on concoit aisément que la
détermination effective de ce “‘rapport’’ devenait un objectif de choix.

A ce propos, signalons que si les sujets d’étude des mathématiciens
ont changé, les réflexes demeurent les mémes qu’il y a trois mille ans et
que les travaux actuels ne manquent pas dans ce sens.

Ainsi, en algébre, de nombreux mathématiciens ‘‘chassent’’ les grou-
pes sporadiques avec une ardeur étonnante. Il est vrai que ¢’est une gues-
tion importante de la théorie des groupes finis.

Revenons a «. Une des raisons de la quéte aux décimales était sans
doute Pespoir de la découverte d’une périodicité dans son développement.
Ajoutons également que les sujets de recherche etaient peu nombreux et
que la découverte d’une nouvelle méthode (celie d’ Archimeéde) poussait
ies mathématiciens & en tirer la subtantifique moélle. Ainsi, en raffinant
'estimation de la mesure d’un arc en fonction de la mesure de I’angle,
Huygens obtient avec un triangle équilatéral le méme résultat qu’ Archimede
avec un polygone a 96 cotés.

* Cette chasse
est fermée depuis
1980 (voir 'arti-
cle de G. Glgeser
dans !'Ouvert

n® 24 et celui de
Borel dans I’
Ouvert n® 25).



Ce progres est un progres essentieliement théorique qui améliore plus
les connaissances sur les fonctions circulaires que sur les décimales de »

) C’est d’ailleurs un des derniers travaux sérieux sur = utilisant la
méthode des polygones, la palme revenant dans ce domaine & Ludolf Van
Ceulen qui obtient 20 décimales en 1596. Sa femme publiera en 1615 un
ouvrage posthume ‘‘De Aritmetische en Geometrische fondamenten’ ou
Ludolf donne 32 décimales exactes. Cette performance cst sans doute 4 la
base des désirs de records ultérieurs car elle valut a Ludolf d’attacher son

nom a =, du moins en Allemagne.

7T SUR PIERRE TOMBALE

Les travaux d’ Archimede auraient légitimé que = soit appel¢ le nom-
bre d’Archiméde. Il n’en est rien. Mais 7 sera appelé nombre de Ludolf.
Citons Minois [MIN].

“En 1596, Ludolf van KEULEN (= Louis de Cologne) calcule 20
chiffres décimaux. Sa renommeée est tellement grande qu’en Europe Cen-
trale, 7 est appelé le nombre de Ludolf et la découverte est tellement
admirée qu’une copie de ce 7 I’accompagne sur son tombeau, a Leyde :

HIC IACET SEPULTUS MR. LUDOLFF VAN CEULEN, PROFES-
SOR BELGICUS, DUM VIVERET MATHEMATICARUM SCIEN-
TIARIUM IN ATHENAEO HUIUS URBIS, NATUS HILDESHILMIA
ANNO 1540, DIE XXVIII IANUARIL, ET DENATUS XXX1 DECEM-
BRIS, 1610, QUI IN VITA SUA MULTO LABORE CIRCUMFEREN-
TIAE CIRCULI PROXIMAM RATIONEM AD DIAMETRUM INVE-
NIT SEQUENTEM. QUANDO DIAMETER EST [, TUM CIRCULI
CIRCUMFERENTIA PLUS EST QUAM

314159265358979323846264338327950288
100000000000000000000000000000000000

ET MINUS QUAM
314159265358979323846264338327950289
1000000000000000000000000060000000000;

SED QUANDO DIAMETER EST
100000000000000000000000000000000000,

TUM EST CIRCULI CIRCUMFERENTIA PLUS QUAM
314159265358979323846264338327950288

& MINUS QUAM
314159265358979323846264338327950289."

La chasse reprend donc avec la découverte du calcul infinitésimal et
des séries. Nouvel outfil, nouvelles méthodes : les mathématiciens se font
les dents sur = Newton, Gregory, Euler et bien d’autres apporteron’ leur
pierre a 1’ édifice
£ Un développement trés astucieux avait d’ailleurs permis au méme
Euler de calculer, & la main et en 30 minutes 20 décimales,

Les records suivants sont dus a Dase (200 décimales en 2 mois}, puis
Clausen (248 décimales), puis en 1853 Rutherford (440 décimales), en
1855 Richter (500) et enfin W. Shanks (707 décimales) en 1873-74.

Ferguson vérifiera en 1947, a ’aide d’un calculateur de bureau, que
seules 527 sur 707 étaient justes.

. Aprés Ferguson, le premier calcul sur ordi-
nateur fut mené en 1949 sur Eniac (Electronic Numerical Integrator and
Comiputer) ; il permit d’obtenir 2037 décimales en 70 heures en utilisant la
formule de Machin.
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Chronologie des calculs du nombre 7

— 2000 Babyloniens 3 -é—
. 16 2
— 2000 Egyptiens (-6)
- 1200 Chine 3
— 500 Bible (1 Rois VII) 3
s 10 10 ]
- Y 10 3
300 Archiméde 3 h 3 71 <7 < 7
+ 2¢ siecle Ptolémée 120
- 3= siécle Chung Hing VAl
Wang Fau 142
45
263 Lui Hui 157/50
5¢ siecle Tsu Chung Chi 31415926 < 7 < 3,1415927
Arijabhatta 62 832
. 2000
1414 Al-Kashi’s 16 décimales
1596 Ludolph Van Ceulen 35
1699 Abraham Sharp , 72
1719 Fautet de Lagny 127
1794 Baron Georg Von Vega 136
1844 Zacharias Dahse 200
1847 Thomas Clausen 248
1853 W. Lehmann 261
1873 William Shanks (*) 707
1947 D.F. Ferguson et
J.W. Wrench Jr 808 (Machine de bureau)

1949 Smith et J.W. Wrench Jr 1.120 (Machine de bureau)
1949 Georges W. Reitwiesner 2.037 (ENIAC)
1954 S.C. Nicholson et

J. Jeenel 3.089 (NORCQC)
1958 (janvier) F. Genuys 10.000 (IBM 704 / Paris)
1958 (mai) G.E. Felfon 10.021 (Pegasus / Londres)
1961 (aofit) D. Shanks et
J.W. Wrench Jr 100.265 (IBM 7090 / Washington)
1966 (février) J. Guilloud et
J. Filliatre 250.000 (IBM 7030 / Paris)
1967 (février) J. Guilloud et
M. Dichampt 500.000 (CDC 6600 / Paris)

1976 J. Guilloud et M. Bouyer 10® décimales

2 AN b P
Crrr e mmrl 0

Caollectinn Palais de Ta Décovverte, cliché R 13

~ M P Fnba .
(1} Les décimales obtenues par Shanks ornaient en 1937 la coupo!e‘de 1a salle 7“r du Palai de
ia Découverte. Les décimales erronées furent corrigées dés la publication de Ferguson quo
que 'on puisse lire encore aujourd’hui dans la littérature.



MOYENS MNEMOTECHNIQUES

Que j’aime & faire connaitre un nombre utile aux sages !
314 15 9 2 6 5 3 5
Immortel Archiméde, artiste ingénieur,

8 9 7 9
Qui de ton jugement peut priser la valeur ?
2 3 8 4 6 2 6

Pour moi ton probléme eut de pareils avantages.
4 3 8 8 3 2 7 9
Tirez circonférence au diameétre etcetera.
5 0 2 8 8

Autre texte tout aussi connu :

Que j’aime & faire apprendre un nombre utile aux sages !

31 4 1 5 9 2 6 5 3 b5 -
Glorieux Archiméde, artiste ingénieux,
8 9 . 7

Toi de qui Syracuse aime encore la gloire,
3 2 3. 8 4 6 2 -6°
Soit ton nom conservé par de savants grimoires !
4 3 3 8 3 9
Jadis, mystérieux, un probléme bloquait
0 2 8 8
Tout I’admirable procédé, I'ceuvre grandiose
4 1 9 -7 1 6 9

Que Pythagore découvrit aux anciens Grecs.
3

9 9 3 7 5
) (1) quadéature ! vigux tourment du philosophe !
Insoluble rondeur, trop longtemps vous avez
9 7 4 9 4 4
Défié Pythagore et ses imitateurs.
5 9 2 3 0

Comment intégrer ’espace plan circulaire ?
7 8 1 6 4 0

Former un triangle auquel il équivaudra ?
2

6 2 8 6
Nouvelle invention : Archimeéde inscrira
8 9 9
Dedans un hexagone ; appréciera son aire
6 2 8 0 3 4

Fonction du rayon. Pas trop ne s’y tiendra :
2 5 3 4 211 1

Dédoublera chaque élément antérieur ;

6 7 9
Toujours de I'orbe calculée approchera ;
3 21 4 0

Définira limite ; enfin, Parc, le limiteur
8 6 5 13 2 8

De cet inquiétant cercle, ennemi trop rebelle !
2 3 0 6 6 4 7

Professeur, enseignez son probléme avec zéle !...
0 9 3 4 4
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Voici quelques textes en tangue anglaise

Yes, I have a number
31 4 1 6

How I wish I could recollect of circle round
314 1 5 9 2 6 5
The exact relation Archimede unwound
3 b 8 9 7

(13 décimales exactes)

Ces deux textes nous fournissent chacun trente décimales

Sir, I send a rhyme excelling
3 1 41 5

In sacred truth and rigid spellin
2 6 5 3 % 8 ¢

Numerical sprites elucidate
9 7 9
 For me the lexicon’s dull weight
3 2 3 4 6
If nature gain
2 6 4
Not you complain
3 3 8
Tho’’ Dr Johnson fulminate
3 2 7

Now, I show a spell unfailing
3 1 4 1656 9

An artful charm, for tasks availing
2 6 5 3 b 8

Intricate results eritailing
7
Not in too exacting mood
3 2 3 8 4
Poetry is pretty good
6 2 6 4
Try the talisman. Let be
3 3 .8 3 2
Adverse ingenuity
7 9

How | want a drink alcoholic of course
3 1 4 1 5 2 6
after the heavy chapters involving
5 3 b 8
quantum mechanics
7 9

Et en langue allemande

Dir, o Held, o alter Philosoph, du Riesen-Genie !
3 1 4 15 9 2 6 5
Wie viele Tausende bewundern Geister

3 5 8 9 7
Himmlisch wie du und géttlich !

9 3 2 3 8

Noch reiner in Aeonen

4 6 2 6
Wird das uns Strahlen,

4 3 3
Wir im lichten Morgenrot !
3 2 17 9

(texte lu dans Beutel, 1913)



350 RECREATIONS MATHEMATIQUES.

diocre , fervez-vous du rapport d’Archimede, qut
a démontré que le diametre étoit a la circonfé-
rence i trés-pcu prés comme 12 35, oucomme 7

h]

a 12,
Faites donc cette proportion, comme 7 a 22,

ainfi le diametre donné eft & un quatrieme terme ;
ou bien triplez le diametre , & ajoutez-y un fep-
tieme: vous aurez a peu de chofe prés la circon-
férence.

On trouveroit ainfi la circonférence d’un cercle
du diamette de 100 pieds, égale 2 314 pieds 3
pouces § lignes & ; : lerreur feroit d’environ 1.
pouce 6 lignes.

Voulez-vous approcher davantage de la vérité,
fervez-vous du rapport de Métius, fcavoir, de ce-
lui de 113 4 355; c’eft-a-dire, faites comme 113
3 355, ainfi le diametre donné a la circonférence
cherchée. '

Méme fuppofition que ci-deflus, on trouveroit
la circonférence def?h; pieds 1 pouce 10 lignes
& 2¢, dont la différence avec la véritable cir-
conférence eft moindre qu’une ligne.

Silonveut une exactitude encore plus grande,
il n’y a qu’a fe fervir du rapport de 10000000000
A 31415926535 : Perreur, fur la circonférence
d’un cercle grand comme I'équateur de la terre ,
feroit au plus d’une demi-ligne.

$’1l sagit de trouver le diametre, la circonfé-
rence étant donnée , il eft clair quil faut prendre
la proportion inverfe ; ainfi Pon fera cette propor=-
tion, comme 22 eft 4 7, 0u comme 3554113, ou
comme 3141593 100000, 0u comme 31415926-
535 2 10060000000 , ainfi la circonférence don-

née A un quatrieme terme, qui fera le diametre
cherché,
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polyedres reguliers

lcosaddre dessing par Léonard de Vinci

Dodécaédre dessiné par Léonard de Vines

Dodécaédre éro1lé dessiné pur Léonatd de Vin Stella octangula dessiné par Léonard de Vine

composé de deux tétraédres réguliers
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POLYEDRES DE PLATON

Matériel pour la construction de ces polyedres :
2 chemises de carton mince, scotch, regle, crayon, compas, rapporteur,

ciseaux.

1 Le tétraedre régulier :

Voici le patron d'un tétraedre. Redessiner
cette figure sur du carton mince en prenant

5 cm pour les cétés des triangles équilatéraux.
Découper la figure, plier le carton selon les

cotés, refermer et scotcher bord a bord.

Le solide ainsi formé est un tétraedre régulier.

Un tétracdre est un polyeédre ayant quatre faces ( de guatre, et face).

Définition : Un polyedre est un solide limité par des faces planes. Un polyeédre de

Platon est un polyedre convexe et régulier.

~ convexe : il est entierement situé d'un méme c6té du plan contenant
I'une quelconque de ses faces ;

- régulier : toutes ses faces sont des polygones réguliers de méme
dimension (isométriques), et en chaque sommet du polyédre se re-

joignent le méme nombre de faces.

Vérifier que les conditions imposées par la définition sont vraies pour le tétraédre
construit.

Question :  Combien de faces aboutissent en un méme sommet pour ce tétraédre ?
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2 Le cube :

Questions : Quel est le polygone régulier correspondant a chacune des faces

d'un cube 7

Combien de faces a un cube ?

Combien de faces aboutissent en un méme sommet d'un cube ?

Dessiner le patron d'un cube de 5 cm de c6té et construire ce cube.

3 Faces triangulaires :

1. Trois triangles équialtéraux isométriques
sont ici réunis en un méme sommet A. Découper
cette figure, plier selon les co6tés AC et AD,
rassembler bord a bord les cbtés AB et AE

et scotcher. L'objet obtenu est un toit a

trois pentes. Il suffit de découper un quatri-
éme triangle équilatéral de méme dimension

que ABC pour fermer le solide.

Quel est le polyédre régulier ainsi obtenu ?

2. Quatre triangles équilatéraux isométriques
sont maintenant réunis au sommet A. Découper
la figure, plier le long des cétés AC, AD et
AE, réunir les bords AB et AF et scotcher.

Questions : Peut-on fermer le solide a llaide
d'un triangle équilatéral ? Peut~on fermer le
solide a l'aide d'une figure fermée de triangles

équilatéraux?

A 100 s e - . s s . * I
Reconnaitre en page //¢ le polyédre régulier dont la construction a été ici amorcée

et le patron qui permet de le construire. En construire un dont les faces ont

5 cm de coté,

3. Cinqg triangles équilatéraux isométriques
sont réunis en un méme sommet A. Découper
la figure, plier le long des c6tés AC, AD, AE
et AF, réunir les bords AB et AG et scotcher.
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& F Questions : Quel est le polygone régulier
base de ce toit a cing pentes ?

En accolant deux toits a cing pentes idénti-

A E
> ques a celui obtenu, le polyedre construit

est-il un polyeédre de Platon ?

Reconnaitre en page 1{¢le polyedre régulier dont la construction a été

amorcée, et le patron qui permet de le construire. En construire un dont les

faces ont 5 cm de c6té.

5. Que se passe-t-il lorsqu'on veut commencer la construction en utilisant six

triangles équilatéraux réunis en un méme sommet A ?

Peut-on construire un polyédre de Platon tel qu'en un méme sommet aboutissent

plus de cing triangles équﬂatéraux?

4 Faces carrées

1. Trois carrés isométriques sont ici réunis

en un méme sommet A. Découper cette figure,
plier selon les c6tés AC et AD, réunir bord a

bord les cbHtés AB et AE et scotcher.

Questions : Comment fermer le solide en

utilisant des carrés de méme dimension

que ceux déja choisis 7

Quel est le polyédre obtenu ?
2. Réunir quatre carrés de méme dimension en un méme sommet A. Que se passe-t-il ?

Peut-on construire un polyédre de Platon ayant des faces carrées et tel que

plus de trois faces aboutissent en un méme sommet ?
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5 Faces pentagonales :

1. Trois pentagones réguliers convexes et
isométriques sont ici réunis en un méme

sommet A. Redessiner la figure.

Questions : Pour pouvoir obtenir un polyedre
régulier, combien de pentagones devront
aboutir au sommet B ? au sommet C ? au
sommet D ?

Dessiner ces pentagones avant de découper

la figure, de plier et de scotcher.

Peut-on fermer cette figure de facon a obtenir un polyedre de Platon ?
Lequel des polyédre dessinés en page 4 ({{ est ainsi obtenu et quel est le
patron qui lui correspond ?

Construire un dodécaédre de 5 cm de cb6té.

2. Que se passe-t-il lorsqu'on veut commencer la construction en utilisant quatre

réguliers réunis en un méme sommet A ?

6 Polyédre de Platon :

Peut-on obtenir un polyédre de Platon ayant des faces hexagonales ? octogonales ?

Quels sont les seuls polyedres de Platon ?
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Les polyédres de Platon sont représentés ici en observant les régles de la

perspective cavaliere.

!
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Cube Octogone

Tétraedre

Icosaedre

Dodécaeédre

Voici des patrons possibles pour ces polyedres, mais il ne faudra pas les
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utiliser dans la dimension donnée.




Voici deux des polyédres réguliers non convexes : ils sont au nombre de

quatre et ont été découverts par KEPLER et POINSOT.

Petit dodécaédre étoilé Grand dodécaedre

QUELQUES POLYEDRES SEMI-REGULIERS

Les polyédres semi-réguliers ou polyédres archimediensont pour faces des poly-
gones réguliers, mais ces polygones ne sont pas tous de la méme sorte.
Toutefois, la méme disposition de ces polygones doit se retrouver autour

de chaque sommet.

En voici quelques-uns. Dessiner le patron de l'un de ces polyédres et le

construire.

AN P
&6 €
o g

- 189 -




1) Cube et tétraédre
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- EXERCICES -

Soit ABCD A'B'C'D' un cube. AB', B'C
et AC sont les diagonales de faces du

cube. Ont-elles méme longueur ?

Le tétraedre ABCB' est-il un tétraedre

régulier ?

Soit ABCD A'B'C'D' un cube. AB', B'C,
CA, AD', D'B' et D'C sont des diagonales
de faces du cube. Le tétraédre ACB'D'

est-il un tétraedre régulier ?

Soit ABCUD un tétraedre. Placer des faces
de ce tétraedre : le centre d'un

triangle équilatéral est point d'intersection
des médianes du triangle.

Dessiner les segments joignants les centres

de ces faces. Quelle figure obtient-on ?

Soit ABCDA'B'C'D' un cube. Placer les
centres des faces du cube (le centre d'un
carré est le point d'intersection des
diagonales de ce carré). Joindre deux a
deux ces centres de faces, sauf ceux qui
appartiennent a deux faces opposées du
cube.

Quelle figure obtient-on ?



5) Octaedre et cube *

&
Soit ABCDEF un octaédre régulier. Placer
les centres des faces de cet octaedre.

D Dessiner tous les segments joignant les

centres de deux faces adjacentes.

3
Quelle figure obtient-on ?

v

6) Observer un ballon de foot-ball

Kepler imagined a series of six spheres, one for each planet, with
the sun at their center. These spheres were separated by the five
regular polyhedra, as this drawing by Kepler shows. Can you
identify all five, naming them in order from largest to smallest?




autour de la sphere

A . Manipulation.

Découper un disque de carton. Le percer en deux points alignés avec
son centre. Y passer des élastiques. Faire tourner. Qu'obtient-on ainsi?
(Un effet amusant peut étre obtenu de cette maniére : on écrit une
partie des lettres d'un mot sur une face du disque, et le reste sur l'autre
face. C'est illisible au repos, mais, si on a bien disposé les signes, le
mot apparait quand le disque tourne.)

Tous les points du cercle étant & la distance R au centre 0, la sphére

obtenue est 1'ensemble des points de 1'espace qui se trouvent & la distance
R du point 0.

Le cercle utilisé dans la manipula-
tion est un GRAND CERCLE de la sphére.
Tout cercle dessine sur la sphére et
situé dans un plan passant par O est
un grand cercle de la sphére.

Questions

1) Quel est le rayon d'un grand cercle de la sphére ?

2) Comment obtenir un cercle sur la sphére qui ne soit pas un

grana cercle ?

2. Aire et volume de la sphére.

— Archiméde. — Chez aucun peuple,
antérieurement & Arcuivgoe (3° s. av. J.-C.), on ne
trouve de document ol la mesure de la sphére soit
traitée, meéme simplement au point de vue pratique.
L'illustre géométre syracusain a montré une fois de plus
Voriginalité de son génie en établissant dans son
ouvrage Sur la sphére et le cylindre les propositions
suivantes :

« La surface d’une sphére quelconque est quadruple
d’un de ses grands cercles.
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Questions

1)

2)

Une sphere quelconque est quadruple d’un come qui
a une base égale & un grand cercle de cette sphére et
une hauteur égale au rayon de cette meme sphere.

Le evlindre qui a une base égale & un grand cercle
d'une sphore et une hauteur égale au diamétre de cette
sphere est égal a trois fois la moitié de cette sphere,

et la surface du cylindre, les bases étant comprises, est
aussi égale a trois fois la moitié de la surface de cette
méme sphére. »

Quelle est 1'aire d'un cercle de rayon R ? En déduire
1'aire ou la surface de la sphere. Comparer ce résultat a

celui énoncé par Clairaut au § LXV (page 78).

Au § XLII Clairaut énonce la propriété : " la solidité (a
savoir le volume) dune pyramide quelconque est le produit
de sa base (aire de sa base) par le tiers de sa hauteur".

Or "le cone est une espéce de pyramide dont la base est un
cercle" (voir page 76).

calculer le volume d'un cone dont Ta base est un grand cer-
cle de la sphére et dont la hauteur est égale au rayon de
la sphére. En déduire le volume de la sphére. Comparer le
résultat obtenu a celui énoncé par Clairaut au § LXX (page

79).

calculer le volume d'un cylindre de base un grand cercle de
la sphére et de hauteur un diamétre de la sphére. Vérifier

1'affirmation d'Archiméde.

Voici le patron du cyclindre (et de ses bases) considéré par

Archiméede.
Calculer la surface du cylindre, bases comprises.

Vérifier 1'affirmation d'Archiméde.

IR
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5) Verifier 1'énoncé de Clairaut au § LXVII (page 78) ; Tle

cyclindre considéré est bases non comprises.

la sphére a méme
aire que le cylindre
qui fa contient.

(est de cette derniére découverte qu’ Archimede parait
avoir été le plus fier. Plutarque (1 s.) (Vie des /}0mme§
jllustres) nous apprend en effet que le savant grec avait
prié « ses amis et ses parents de placersurson ton\ﬂ’)euu,
aprés sa mort, un cylindre renfermant une sphere et,
pour suscription, le rapport du solide contenant au
solide contenu ». N

Cicéron (1 s. av. J. C.) mentionne également le tait
dans un passage des Twsculunes re?‘té' Ct".ll‘_‘h‘l'f,‘. « Pen—
dant que j'étais questeur en Sicile, dit-il, .]eﬁius curieux
de m'informer'du tombeau d’Archiméde a Syracuse (?.u
je trouvai qu'on le connaissait si peu, quon disait qu il

Wen restail aucun vestige ; mais je cherchaiavee tant

de soin que je le déterrai enfin sous des ronces et des
épines. Je [is cetle découverte a Ja faveur de quelques
vers que je savais avoir €té oraves sur son x‘nonumi:nt
el qui porfaient qu’on avait placé au-dessus une spfuxre
et un cvlindre. Weétant done transporté hors de 'une
des pm.tjv.:, de Syracuse, dans une campagne couverte
d'un grand nombre de tombeaux, et regardant de toutes
parts vee attention, je découvris, sur une pe.tite colonne
qui s élevait par dessus les buissons le Cyhj\(h'ez et‘la
i3 aussitot aux Syracusains

sphire que je cheechais. fe 4

qui m‘accompagnient que <était sans doute le monu-
ment ’Archimede, En effet, sitot quion cut fait venit

M o " uY < “’ &Y
des gens pour couper les buissons et nous faire un

passage, nous nous approchames de la colonne et limes
sur la base Pinseription dont les vers dtaient encore &
- demi-lisibles, le reste ayant été effacé par le temps. ”
Au sujet de cetle découverte d’Archimede, nous cite-
rons une inscription grecque, trouvée dans les runes
. - 39 g 9D o
de Pergame, qui donne les nombres 42, 33 el 22 comme
représentant les volumes relatifs et les surfaces totales
relatives du cube, du cylindre et de la sphére inserits
dans le cube. Si I'on suppose en effet le coté du cube
. v g 22 .
égal a 2 et T= les volumes de ces trois corps sont
168 14 132 88
2171 7 2172t
ou encore sout proportionnels a 42, 33 et 22. Dans la
méme hypothese, les surfaces seront représentées respec-
€ p
58 132 88 .
——, ==, ==, Ou seront proportion-
i ] 7
nelles & 42, 33 et 22.

respectivement représentés par 8 =

tivement par 24 =
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Questions : On considére un cube de c6té 2, un cylindre dont la base a pour
diamétre 2 et de hauteur 2. Une sphére de rayon 2.
Calculer les volumes et les surfaces de ces trois solides, en
prenant pour approximation de T le nombre-%%, et vérifier 1'af-
firmation de 1'inscription grecque trouvée dans les ruines de

Pergame.
Enfin, & propos de la propriété du cylindre circonserit
a la sphere,- Montucla signale que le probleme suivant
fut posé en 1773 dans un numéro du Mercure de
France :

Réponds-moi, d’Alembert, qui découvre les traces
Des plus sublimes vériiés,
Quels sont les corps dont les surfaces

Sont en méme rapport que leurs soliditds ?

Comme bien on pense, d’Alembert ne se hata pas
de répondre; le numnéro suivant du Mercure contenait
une des solutions du probléme, celle correspondant a
la sphére et au cylindre circonscrit.

La question comporte en effet une infinité de solu-
tions; en particulier, tous les corps réguliers ou non
circonscrits & la sphére répondent a la question. Soient
par exemple deux polyédres réguliers circonserits a la
sphére. Chacun d’eux peut ¢tre décomposé en pyra-
mides ayant pour bases les faces du polyedre considéré
et pour sommet le centre de la sphére: le volume
de chacun des polyédres sera donc le produit de sa
surface par le tiers du rayon. Par suite, en désignant
par Vet V, S et § les volumes et les surfaces
des polytdres, par » le rayon de la sphére, on a bien

V138 _8

AREVETa

Un polyédre régulier circonscrit a une une des pyramide considéré dans

spere le texte
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Remarquer, pour expliquer le texte précédent, que le volume d'un polyédre
est la somme des volumes des pyramides considérées, chacune ayant pour hau-

teur r.

*
Epoque postérieure a Archiméde. — Hgroy, dans ses
Métriques (1 s.), donne pour le caleul du volume de la
sphere deux régles qui se traduisent par la formule
sutvante, o ¢ représente le diametre
{1

V==di < 3T

. , . 22
Cette formule, qui suppose = ==, se rencontre éga-
{

lement dans les écrits des agrimenseurs romains et dans
la Collection héronienne.

‘Les Hindous — Buiskara tout au moins — savent que
Vaire de la sphere est égale a celle de quatre grands
cercles et que son volume est le produit de cette aire par
le sixieme du diamétre.

Question : Vérifier la derniére affirmation.

Voici comment Gaxesa (160 s:) démontre cette derniére
proposition. La surface de la sphere étant supposée divi-
sée en autant d’éléments égaux qu'il y a d'unités dans
Pexpression numérique A de laire (le nombre A étant
supposé entier). chacun de ses éléments est pris (ap-
proximativement) comme base d’une pyramide ayant son
sommet au centre de la sphere.  représentant le dia-
raetre, le volume d’une de ces pyramides a pour expression
numérique 1/3 < ix%:fé; le volume de la sphére

oA .
est par suite ‘f - 1l est probable que ce mode de démons-
)

tration, parfois employé encore aujourd’hut, est bien
dorigine hindoue.
Buisksra donne enfin, dans sa Lilavati (12¢s.), ceue

regle simple qui suppose == —: « La moitié du cube
]

du diamétre ajoutée a la 21° partie de cette moitié est
le volume contenu dans la sphére. » Ce volume a en
effet pour expression

&, N 2d
L) =(+5)5=7%

s

Voici enfin, éititre de curiositéj comment Epovirp
Licour, dans ses lecons de « tachymétrie » (1876),
arrive & déterminer le volume de la sphere: son pro-
cédé est inspiré de celui de Buisrara. « Une graine de
platane est formée d’une grande quantité de pyramides
hérissées autour du noyau central. De la réalité & la
science_on doit supposer ce noyau trés petit, se rédui-
sant & un point invisible dans lequel se joindraient tous

les sommets des pymmi:ﬁles.



Lenveloppe de la sphere. dtant ézale a & cercles
faits sur le rayon, sera uniformisée par un platean formé
de & planches jointives duules chacune a lare d'un
cercle. Il ne restera plus qu'a uniformiser toutes les
pvramides en hévisson, et pour cela je les implante sur
le plateau. Elles seront jointes par les bases et ne Jaisse-
rant aveun vile,

Unst implantées, elles  pedsentent Paspect  d'une
machoire de crocodile sur laquelle il faut havdiment
mettre Lo main (e Pesprity pour les aplatie untformement
au ters de 1o hautern. Alovs la michoive. ¢est-d-dire la
sphicre, est changde en un plateau, ¢t ce plateaw a pour
hauteur le tiers du rayon. On aura done par les opéra-
tions de Uak/gébre tachymétrique :

= plateau >< 1/3 du rayon

Spheére, volume é = 4 aires de cercle >< 1/3 rayon
L = 1/3 >< (% aires de cercle > rayon).

N’oubliez pas les & planches faisant chacune laire du

cercle ; la machoire de crocodile vous fera souvenir des
pointes que Von uniformise en les aplatissant au tiers. »

le globe terrestre

1. Forme de la terre

pole nord

la terre.

~
equateur

Pyramide de base S, de hauteur
h, de volume V

Parallélépipéde de base S, de
hauteur §= de méme volume V.

. Dans notre systéme solaire neuf planétes gravitent
autour du Soleil; dans Vordre: Mercure, Vénus,
La Terre, Mars, Jupiter, Saturne, Uranus, Neptune,
Pluton. La terre occupe donc le 3° rang. Comme
la plupart des corps célestes elle a sensiblement la
forme d'une sphere.

Des mesures ont permis de déterminer la grandeur de
cette spheére.

D Question 1: La circonférence terrestre (longueur
de I'équateur) est de 40 000 km *. Utiliser ce résultat
pour calculer avec plus de précision le rayon de

Evidemment la terre n'est pas une sphére parfaite:
Elle est légérement aplatie aux pdles. De plus il vy
a les montagnes. Mais si nous imaginons la terre
réduite 3 la taille d'une orange, le mont Everest

N (8 882 m) dépassera a peine 1/10 de mm, c'est-a-
dire beaucoup moins que les inégalités de la peau

de l'orange.

*1e métre a d'abord été défini par la Convention comme la dix millionigdme partie du quart de la circonférence
terrestre. Un modéle en platine (le métre étalon) a été déposé au pavillon de Breteuil. Ce modéte s’écarte
(peu) de la définition. Aujourd'hui, ce sont des longueurs d’onde de radiations qui servent d'étalon.
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Montreux

Leom.

- \ Malgré la grandeur de la terre, la forme sphérque

est sensible. Voici deux exemples calculés, qui sorit
spectaculaires.

Geneve

1. Si on pouvait tendre un fil de Genéve a Montreux
,,,,, (distance 65 km), ce fil serait en son milieu a

///147 80 m sous la surface du lac Léman.
our

observateur Eiffel
2. A 65 km de Paris, un observateur au sol ne

peut plus apercevoir le sommet de la tour Eiffel
(méme si le temps est clair et s'il dispose d'un
. 1élescope).

2. Coordonnées géographiques

Longtemps, les hommes croyaient que e solell
tourne autour de la terre. Nous savons maintenant
que ce mouvement apparent, cause du jour et de
la nuit, est da en réalité au mouvement de rotation
de la terre sur elle-méme. |

W :Ouest

La terre tourne sur elle-méme autour de I'axe des
pbles en 24 heures.

La terre tourne Vers I'Est (voir la figure).

WViéridiens, paralléles:

Un plan passant par 'axe coupe
fa sphere terrestre suivant un cercle
qui détermine deux méridiens:
les deux demi-cercles limités par
jes poles.

Un plan perpéndiculaire a3 laxe
coupe la sphére terrestre sugivant
un parallele. '

On choisit un méridien origine : le méridien de Greenwich.

D Question 2: Quelle est la longueur d'un meéndien

La figure ci-contre montre comment sont NUmMerotes
les parali¢ies et les méridiens.

Prenons par exemple le point A.

Il se trouve sur le paralléle marqué 30° dans
I'hémisphére nord; on dit: la latitude de A est
30¢ Nord.

De plus il se trouve sur le méridien marqué 20¢ 4
Iest du méridien origine; on dit: la longitude de
A est 20° Est

Les numérotations vont de 0 a 90 (N et S) pout

les paralleles et de 0 a 180 (E et W) pour les
mendiens.



D Exercice 1: Donner les coordonnées géographiques (latitude et longi-
tude) des points marqués B et C sur la figure.

@ Exercice 2: Donner les coordonnées géographiques des antipodes des
points A, B et C

DQuestion 3. Quelle est la latitude du péle nord ? A-t-il une fongitude ?

DExercice 3: Un avion vole en ligne directe du point A au pole nord.
Quelle distance parcourt-il? Si une galerie souterraine allait tout droit
du point A au pdle nord, quelle serait sa longueur? (Prendre pour
rayon de la terre 6400 km).

@Exercice 4: Trouver la latitude d'un paralléle ayant pour longueur

20000 km (la moitié de I'équateur).

3 Ala surface de la sphére.

La figure ci-contre montre que parmi les cercles
contenant M, et M;, la longueur de l'arc I\%M\l)
est d'autant plus petite que le rayon est pius
grand. :

En conséquence, c'est avec le grand cercle
contenant My et M, qu’on realise la plus courte

Si on veut aller d’un point M, & un autre point M- a la
surface d' une sphére S par le plus court chemin, il semble
naturel (pour des raisons de symeétrie) de rester dans un
méme plan contenant M; et M, et par consequent de
décrire un arc de cercle.

Ce cercle aura un rayon au plus égal au rayon r de la
sphere.

distance entre M, et M,. M

Questions

d
fN—

Quelie est fa distance en metres de deux pomts situés a 17 (respectivement ') sur-unc
sphere de rayon r metres? Etudier le cas 1= 6 366 000 m.

2) On appelle nautique (on disait autrefois - mille mariny. Ta longueur dun are de grand cerele
de 1", Sachant que fe rayon moyen de la Terre est de 6366.2 km. catculer on kilometres T
fongueur d un nautique (voir exercice 3. du § T.4.3. On appelie meud Lo vitesse correspon
dant 4 un parcours de un nautique en une heure

3) Pourquoi les lignes acriennes Paris-Tokyo survolent-elies fes regions polares”

4) Un chasseur fait § km vers le sud. § km vers ouest. tue un ours. puis. en marchant 5 km
vers le nord. se retrouve a son point de départ. Quelle est ka couleur de Fours”

5) Trouver tous les points de la surface terrestre tels qu'en effectuant S ko vers le sud pus

S ki vers Douest et enfin 5 km vers le nord on se refrouve au poimnt de depart.
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4. Verticales en un point du globe
. A

deux droites

verticales ne sont jamais paraliéles
puisqu'elles se rencontrent au

S Inee—

centre de la terre.
Cependant si elles sont suffisam- p—
ment voisines elles sont presque

paralléles.

I S

Pont de Tancarville sur la Seine entre Le Havre et Rouen

Prenons comme exemple les deux pylones du pont de Tancarville qui sont distants de 600 m
environ et qui ont 120 m de haut. Le calcul montre que la différence entre les segments AB
et A'B’ (voir figure) est de 1 cm environ. C'est imperceptible.

Conclusion: A I'échelle humaine *, nous ne commetions pas d'erreur sensible

en admettant que deux verticales sont paralleles. De la méme facon,

nous pouvons

admettre, a l'échelle humaine, que des plans horizontaux sont paraliéles.

5. Patron de sphére proposé par Albrecht DURER

i

i

g
<z

aall

adn

=

I | ,7
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Géométrie Hugodomoidale.

notre wrand povte,
de 1867 a 1873,
de solides qu'il

Le comte Leoporn Huco, neveu de
a publié dans plusieurs brochures,
liverses recherches sur une catégorie !
avait 416 amené a étudier par des considérations de miné-
ralogie et quiil a en conséquence dénommés .
loides ». Bien que ces recherches présontom, un m:rtarm
ntéret théorique et pratique. elles nlont été signalées
Jans aueun ouvrage de géﬂmétrie_ Ju moins & notre con-

« cristal-

aissance. 11 convient de dire d7ailleurs que Foriginalite

— pour ne pas dire pis — «u stvle de Pauteur, dlont
nous avons donné en epigraphe quelques échantillons,

et qui dans son esprit devait attirer Vallention sut Ses

Studes, a plutot nui a leur ditfusion.

e\

« L’équidomoide, dompteur de sphéres. »

« L’¢quidomoide est comme le soleil : aveugle.
qui ne le voit pas!y»

« L'Ecole hugodomoidale est vraiment I'Ecole
romantique de la Giométrie. »

« La sphére n'a plus qu'a se dégonfler... ou i
se résigner au réle d’Equidomoide limite. »
, u‘A‘nalystei rends hommage & la Vérité, sinon
VEquidomoide vengeur viendra peser, la nuit,
sur ta poitrine anxieuse. »

Projet d’affiche :
i « Jrunes #léves!

N'ecoutez pas ce farceur d'Equidomoide
Lequel pretend démolir notre sphére et veut
. [dégommer Archiméde !
Sanseraindre ses onglets,couronssusal’Equido...
i {géométrique.
Tombons tous sur l'excentrique

A coups de trique
Mueralo»
C'* Léapold Huco.




Hase trinngulaive.

Contrairement a ce quiil pensail, l,Jz':upuM Hugo n'est
pas le premier qui se soil occupé de cette nature de
solides ; lui, qui, en apparence {out au moins, avait
déclaré la guerre ala géo_métrie dite « archimédienne »,
et sans doute été fort marri d’apprendre quun mathé-
maticien — non des noindres — sen était déja occupé
avant lui, et que ce mathématicien Stait précisément,..
Arcuivipe. La publication récente des Métriques de
Héron d’Alexandrie a en effet. permis de constater que
le géometre syracusain gétait occupé au moins d'un

cas particulier de la question dans ses Ep}zode‘(/ues.

Equidomoides. — Considérons un cube GHEJ... S
soit APB une demi-circonférence dont le diamétre edt
la droite AB joignant les centres des deux bases du cube
et dont le plan est perpendicu}aire 5 larcte KL. Admet-
{ons mainlenant quune
droite CP se déplace pa-
T T % rallelement & KL de telle
sorte que son extrémité P
reste sur la demi-circon-
{érence APB. Dans son
mouvement, cette droite
engendre une surface ey~
lindrique qui. limitée aux
plans APB et ACB, estun
onglet. Si on réunit 8
onglets identiques, on
forme le solide delaligure.
qui est un é(/u[dmno'z‘(le 4 base carree CDEE; ce solide
coupé par le plan CDEF donne le content dune voute
dite en «arc de cloitre».

On peut obtenir d’une maniére analogue un équido-
moide ayant pour base un polygone régulier quelconque.
Nous donnons ci-apres la série des équidomo‘ides ayant
pour base un triangle équilatéral, un carré, un penta-
gone, ..., et un cercle ayant mérme rayon que la der{\i—
circonférence directrice ; dans ce dernier €as, le solide
engendré Jevient une sphere. On peut donc \Considérer

la sphire comme un équidomo'x’de limite.

Buse careee.

Base pentawonale.
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Extrait de "Oeuvre compléte d'Archiméde" - Ed. Blanchard

DE I.LA SPHERE
ET DU CYLINDRE

LIVRE 1
Archimeéde ¢ Dosithée, Salut /

Parmi les propositions que je t'ai envoyées précédemment comme
ayant été examinées par moi-méme, J’avais écrit la suivante, accom-
pagnée de sa démonstration : Tout segment délimité par une droite et
par une section de céne rectangle (') vaut les quatre tiers du triangle
ayant méme base que le segment et une hauteur égale. Ayant ren-
contré depuis lors des théorémes qui méritent d’étre signalés, je me
suis occupé de leurs démonstrations. Ce sont les suivants : d’abord,
I’aire de toute sphére est quadruple de son plus grand cercle ; ensuite,
I'aire de tout segment de sphére vaut le cercle dont le rayon (*) est
égal 3 la droite menée du sommet du segment 3 la circonférence du
cercle qui est la base du segment (*) ; en outre, pour toute sphére, le
cylindre ayant la base égale au plus grand cercle de la sphére et la
hauteur égale au diamétre de la sphére vaut une fois et demie cette
spheére, et son aire vaut une fois et demie celle de cette sphere.

Ces propriétés, d’un caractére primordial dans les figures dont nous
venons de parler, ont cependant été ignorées par ceux qui se sont
occupés de géométrie avant nous, et aucun d’eux n’avait discerné que
ces figures avaient une commune mesure. Aussi, n’ai-je pas hésité A
mettre ces propriétés en paralléle avec celles qui ont été traitées par les
autres géometres, ainsi qu’avec celles, relatives aux figures solides,
examinées par Eudoxe, qui paraissent étre beaucoup plus importantes;
notamment que toute pyramide vaut le tiers du prisme ayant méme
base que la pyramide et hauteur égale, et que tout cone vaut le tiers
du cylindre ayant méme base que le céne et hauteur égale. Or, bien
que ces propriétés eussent aussi un caractére primordial dans ces
figures, il se fait cependant que tous les géometres qui, avant Eudoxe,
furent nombreux et dignes d’étre mentionnés, les ont ignorées, et
qu'aucun d’eux ne les a discernées. Il sera d’ailleurs loisible d’exa-
miner mes propositions & ceux qui en seront capables. Il efit fallu
toutefois qu’elles fussent publiées du vivant de Conon, car j’estime
que lui surtout aurait été 3 méme de les comprendre et capable de
donner une appréciation a leur sujet. Cependant, estimant qu’il y a
avantage a les porter a la connaissance de ceux auxquels les mathé-
matiques sont familieres, je t'envoie les démonstrations que j'en ai
€crites ; il sera loisible de les examiner & ceux qui sont habiles en
mathématiques. Sois en bonne santé. '

-203-



"LE “GLOBE TERRESTRE”
DE R. BUCKMINSTER FULLER.
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L'icosaedre
est le
polyedre
régulier

le plus

proche

de ta sphere
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