UN NOUVEAU MANUEL REVELE PAR L'OUVERT !

Les nouveaux programmes reviennent - enfin ! - a4 une conception plus
raisonnable des notions mathématiques fondamentales.

Notons & ce propos que si les modes passent, les valeurs slires (nombre,
valeur absolue, fonction, limite, continuité, trigonométrie, etc...) restent.
Un important éditeur parisien, gque nous désignerons par le sigle A.C. pour
respecter son désir momentané d'anonymat, nous a fait parvenir les épreuves
typographiques d'extraits du manuel qu'il compte prochainement mettre sur
le marché.

L'OUVERT, qui ne sert a cette occasion d'autres intéréts que ceux de la

Science, tient a faire profiter ses lecteurs de cette avant-premicre.
Les limites apprivoisées

Sur ce sujet tant controversé, les auteurs du manuel de A.C. ne machent

pas leurs mots

109. Définitions. — L. On dit qu’une fonction y, de la vamable «,
a pour limile b, lorsque ¢ tend vers a, si, & toul nombre positil ¢ (d'ail-
leurs aussi pelit qu'on le voudra), on peut faire correspondre un

npmbre positif « tel que, pour toutes les valeurs de z vérifiant
linégalite

[ r—a I <. o y
les valeurs correspondantes de y vérifient I'inégalité
[ y - b } < g,
saul, peut-étre, pour 2 = a.
ExeMpLES. — D'aprés celte définition, on dit que y a pourlimite zéro,

quand z tend vers a, si, 4 tonl nombre positif =, on peut faire corres-
pondre un nombre positif « tel que Finégalité

|2 —a| < a
enfralne 'inégalité
Ly | <e.

Ainsi, touu? puissance positive de x a pour limile zéro, quand z tend vers
2Cro; ce quonexprime plushritvement en disant que toute puissance positive
de x tend vers zéro en méme lemps que x.



Soil, en effet, 2" une puissance posilive de @ {n > 0}; sion o
1
fa | <
on aury, évidemment,

{ In l < E.
3
Le nombre o est-done, ici, égalae"-

Remarque. — La délinilion précédente n’esl, au fond, qu'unc
lagon d'exprimer, sous une forme précise, le fait sujvant : on peut
donner a la variable « des valeurs assez voisines de la valeur a pour
que les valeurs correspondantes de y différent d'aussi peu qu'on le
voudra de la valeur & (puisqu’on peul choisir ¢ aussi pelit qu'on le
voudra). : .

Lorsqu'une quantité y a pour limile 4, clle finit par élre supc-
rieure & lout nombre fixe inférieur & & et par étre inférieurc a loul
nombre fixe supérieur a &; car elle finit par ¢lre comprise entre
b-¢ et b—e, e pouvant élre aussi pelil qu'on le veut.

1I. On dit qu'une fonction v, de la variable wx, croit indéfiniment,
quand z lend vers a, si, & tout nombre posilif A (d’ailleurs aussi grand
qu'on le voudra), on peul faire correspondre un nombre positif o tel
que, pour loules les valeurs de z vérifiant I'inégalité

|2 —a | <Taq,
les valeurs correspondantes de y vérifient l'inégalité
Ly 1> A,
sauf, peut-élre, pour x = «.
Lorsqu'une quantité y croit indéfiniment, son inverse }/ tend vers

zéro et vice versa.

ExempLE. — Toute puissance négalive de x croft indéfiiment quand x tend
rErs LEro.

Soit @™ une puissance négativede z (n > 0).

Stona
1
] T | &"“7
AR

on aura

! .'L'” ] - i

) T A

et, par suite {n° 22, Th. IIT),

fa™" | = A,

1

Le nombre o, qui correspond i A, est done, ici, A

Remarque. — La définilion précédente exprime, sous une forme
précise, le fait suivant : en donnant & z des valeurs sulfisamment
voisines de a, les valeurs absolues des valeurs correspondantes de 7
deviennenl aussi grandes qu'on le voudra, c'est-a-dire, surpassent
tout nombre positif A choisi & I'avance ‘

Lorsqu'une quanlité y croit indéfiniment, elle peut le faire de deux
fagons : soil en élant positive et on dit, alors, qu'elle croit mdd finiment
par valenrs postfives ; soil en ¢tant négalive el on dit. alors, quelle
croil indéfintment par valewrs néyatines



1. Ondit que la fonction y, de la variable z, a pour limite b, quand x
crofl indéfiniment, lorsqu'a tout nombre positif ¢ (d’ailleurs aussi
petit qu'on le voudra)on peut faire correspondre un nombre posilifA
tel que, pour loutes les valeurs de  vérifiant I'inégalité

[z >A,
les valeurs correspondantes de v vérifient I'inégalité
ly—0]<e
Exempre. — Lovsque x eroft inddfiniment, une puissance négative quel-

conque de x tend vers zéro.

Soit ™" (n > 0) une puissance négutive de a.
Pour que I'on ait

il sulfit que l'on ail

f.e nombre A, qui correspond ¢, est donc e

Remarque. — Au fond, la définition précédente exprime que 'on
peul donner & x des valeurs suffisamment grandes en valeur absolue
pour que y differe de & d'aussi peu qu'on le voudra.

IV. On dit que la fonction y, de la variable 2, croit indéfiniment, en
méne temps que x, lorsqu’a tout nombre positif P, donné a 1'avance
{d'ailleurs aussi grand qu'on le voudra), on peut faire correspondre
un nombre positif A tel que, pour toutes les valeurs de & vérifiant
l'inégalile

2] > A,

les valears correspondantes de y vérifient l'inégalité

Lyl >P.

IXEMPLE. — Toule puissuice positive de x croil indéfiniment, en méme temps
que x.
Soit, en effet, 2™ une puissance positive de z;si ona

, .

w
x| >P .
on aura :
[ " | >p.
1
Le nombre A, qui correspond au nombre P, est done, ici, P™,
Remarque. — Celle derniére définition exprime, sous une forme

rigoureuse, le fait suivanl : on peut donner & x des valeurs asser
grandes pour que y prennc des valeurs aussi grandes qu'on le
voudra, cn valeur absolue.

Pour désigner les signes de x el y, lorsqu’ils eroissent indéfini-
ment, on emploie, comme nous l'avons déja indiqué, les signes
abrévialifs — oo et - o (n® 64;. Ainsi, pour dire que, lorsque =
croft ndéfiniment par valeurs posilives; y croit indéfiniment par
valeurs uégatives on dil, d’'une fagon abrégie, que, pour z = -+ oo.
on ay = — co. Mais il faut bien se garder de donner a ces signes
-+ oo ¢l — oo d'aulre signification que celle que nous venons de
leur donner. Ces signes ne représentent aucune grandeur numérique,
car il 'y a pas de nombre plus grand ou plus petit que tous les
aulres

110. Théoréme. — Lovsque devx fonctions, d'une méme variable x,
sont égales pour toules les valeurs de x, sanf peut étre pour la valeur



x =z a, st lune d'elles a wne Limite, quond X tend vers a, Fawtre en q
une qui est la méme.

Soient, en effel, deux fonctions y el z, de x, ¢gales pour loutes les
valeurs de x, sauf peut-étre pour r = q. ,
Dire que y a pour limite b, quand z tend vers a, c'est, par définition,
dire qu’a tout nombre positif ¢ on peut faire correspondre un nombre«

lel que l'inégalite

lz—a|<a
entraine 'inégalité
ly =01 <
sauf peul-¢lre pour 2 = a. Or, comme on a toujours
L=y,
saul peut-élre pour # = a, on aura, pour les mémes valeurs de z,
2 b <
et, par suile, z a pour limile 5.
Application. — Ce théoréme imporlant nous permel de préciser

la notion de la vraie valewr d'une fraclion ndéterminde, nolion que
nous avions déja indiquée (n° 53). '

Lorsqu'une fraction sc présenle sous une forme mddéterminée,
pour x == a, on appelle vraic valewr de celle fraclion la limite vers
laquelle elle tend, lorsque  tend vers a (si celle limile exisie).

Cette nouvelle définition de la vraie valeur parail, au premier
abord, différer-de celle que nous avions donnée plus haut (n° 53);
mais le théoreme précédent montre que les deux ddfinitions coin-
cident. En effel, si on peut trouver une seconde fraction qui soll
¢gale ala fraction proposée pour loutes les valeurs de z, sauf pour
r-=a, el si celle seconde fraction a une limite, quand x tend vers a,
il en sera de méme de la premicre. Or, celte seconde fraction n'est
plus indéterminée pour r =a, el, si ele est confinue {Voir plus
loin, n° 114), elle aura pour limile, lorsque z lend vers «, préecise-
ment la valeur qu'elle prend pour z = a. Celle valeur est done
bien, d’apris notre nouvelle définilion, la vraie valewr de la fraction
proposce.

La continuité par les accroissements

114. Définition. — On dit qu'une fonction d'une variable z est
conlinue, pourx=—a, si:

1° Elle a’une valeur bien déterminée pour & = a;

2¢ Elle a pour lumite, lorsque a tend vers a, précisément la valeur
yu'elle prend pbur z == a.

Par exemple, la fonction vz est une fonction continue de z, pour toule
valeur positive ¢ de z; car, pour 2 = q, elle a une valeur bien délerminée Vu

et, lorsque = tend vers @, yz a pour limite Va (ve 444, Th. VI), qui est.
précisément la valeur qu’elle prend pour z = a.

Tous les théorémes sur les limites, que nous avons établis aun® 111,
ont leur correspondant dans les fonctions continues. Nous ferons
seulement la démonstralion pour le premier théoréme, ¢l nous nous
contenterons d'énoncer les autres donl les démonstrations sont
identiques. )

(..



115. Définitions. — Lorsqu'une quantité variable passe d'une
valeur & une aulre, on dit qu’elle a subi un accroissement égal a 'excés
de la valeur finale sur la valeur iniliale. Ainsi, si la variable 2 passe
dela valeur a a la valeur @', on dit qu'elle a requ'l’accroissement a'—a.
Soit &, l'accroissement, on aura, par définition,

a'—a=h
ou
a—a + h.

La valeur finale est égale a la valeur initiale augmentée de
Faccroissement,

Soit y une fonction de la variable x et soient b et ¥’ les deux valeurs
de y, lorsqu'on donne & x, respectivement, les valeurs a et o', La
variable r ayant recu Naceroissement o' — o, la fonclion 1y aura subi
Paccroissement b'-— b qu'on appelle laccroissement de la fonction
correspondant a Laceroissement a’ — a de la variable.

Remarquons, de suile, qu'un accroissement peul ¢éire positif ou
négatif,

Théoréme. — La condition wéressaire of suffisante pour qu'une
fonction de la variable x soit continue, pourx ==a, est que, si on donne
a la variable x un accroissement L, & partir de la valenr a, l'acerois-
sement, correspondant, k de la fonction tende vers zéro en méme lemps
que h. )

Cette proposition est une conséquence directe de la définition de
la continuité (n° 114). En effet, soit b la valeur de la fonction Y,
pour x =d. Dire que la fonclion est conlinue, ¢'est dire que vy apour
limite b quand z tend vers « et, par conséquent, que y —b, c'est-
a-dire k, tend vers zéro, quand z— «, ¢'est- a-dire I, tend vers zéro.
D'ailleurs, réciproquement, si & — y — b lend vers zéro en méme
temps que h =1z —a, y a pour limite b quand z tend vers a ct la
fonction est continue.

L'énoncé de ce théoréme peut donc servir de définition de la
continuité, définition qui, au fond, ve differe pas de celle que nous
avons donnée en premier lieu.

Cette nouvelle maniére d'envisager la continuité nous montre micux
comment une fonclion continue se comporle. Puisque & tend vers
zéro en.méme temps que h,on peut prendre b assez petit pour que &
soit aussi petit qu'on le voudra, en valeur absolue. En d'autres
termes, lorsqu'une fonction est continue, pour x = a, on peut faire
varier x, & partir de a, assez peu pour que la fonclion ait varié
d’aussi peu qu'on le voudra. Une fonction continue varie donc par
degrés insensibles et ne peul pas sauter brusquement d'une valeur a
une -autre, '

Une fonction peut étre discontinue, pour une cerlaine valeur de la
variable, ou bien parce qu'elle n'a pas une valeur bien déterminée,
pour celle valeur de la variable, ou bien parce que, pour cetle valeur,
clle passe brusquement d'une valeur & une autre,



. . i .
ExempLEs. — La fonction 2 oSt continue pour toules les valeurs de =z,

saul pour 2 = 0. Pour celle valeur elle est disconlinue, car elle n'a pas une
valeur bien délerminée. Quand z passe, en croissant, par la valeur zéro,

o d’abord inliniment grand et négatif, devient, ensuile, infiniment grand
- . 1
el posilif; on dit que, quand & passe par la valeur zéro, 5 hasse brusque-

ment de — oo & -} oo, pour indiguer que i est d'abord négatifl el ensuite
positif. :

Voici encore un exemple intéressant de fonction présentant des disconti-
nuilés : Désignons par y la partie entiére de x. y est évidemment une fonetion
de x, puisqud chaque valeur de & correspond une valeur pour y. Faisons
croitre @ a partic de zéro. Quand x croit de 0 & 1, sa partie entiére est 0,
on a dong, sans cesse, y = 0; & continuanl a croitre de { a 2, sa partic
entitre est 4 etonay == 1; quand .« est compris entre2 et 3, onay =2, elc...

On voit que quand i passe par la valeur 1, la valeur de ¥ saute hrusque-
menl de 04 45 quand = passe par la valeur 2, la valeur de y saule de
a2, ete... D'une manitre géncrale, chaque fois que 2 passe par une valeur
culiere, y subit un accroissement brusque d'une unité. Celle fonction y est
done discontinue pour toute valeur enticre de la variable .

Des exercices signés par des auteurs réputés !

18. Vérifier fes identités suivantes:

4 [(ac'—— ca'y— (he' — vl)')(ﬂ/)’mbn’)] = (20 4 200 — bb P — (12 —dac) (b —4a'c');
(a4 b 4 e - ) {a® 4 B2 4 vt 8%~ (ao B Aoy + ds)’ =
(aB — ha 4 c8 — dy)* + (ay — cx +dp — b3)" + (08 — da + by —cB)” 5
(At DY et dh (0 By 88— (na BB oy 4 AR =

(aB — ba)? (8~ dy ) 4 (ay — ca) + (df — b8)° + (@B —da)’ + thy — B/’
(LAGRANGE].

21, Démontrer que Pona Pidentité
R A =L L
lursyu’on prend, soit, :

@=L 30 = (4 By 3y =3 ) g,
= = B A B9 =By 8y (S 3y,
— 3 A gy =30 8+ By,
W= B = T+ 899+ 3 — 3 ([ F g

4

i

(BuLen).
SOt encore ¢
xro= {at | 3//*)2—(1 + 4,
i * A qht |- 3,
S otat b (e by — 1,
W g SO e 3by 1.
(BINET).

25. Effectuer les produits
dan) (14 o)
(I +azjii + 2 (1 4 2°7)
plus génémlement, effectuer le produit
(L4az) (1 +a*2) (1 % a’x)... (1 4 a"'r)

et ordonner ce produit suivant les puissanece rroissantes de 1 Donner | CXPrRRNIGN
générale du  coefficient de o dans ce développemen,  Qne  deviennent ees
voefficients quand @ tend vers 17 En conclure Je désvelofpanent de
(L 2y
suivant les puissances croissaufes de x
ey



29. Prouver que
(.;L’ + ]j)” —pt ?/n
est divisible par
zy (e 4y (et + oy 4+ y2),

torsque 1 est un multiple de 6 moins 1,
et est divisible par

wy (& ) et b ay oy
lorsque Uentier n est un multiple de 6 plus 1

(Caucny).

45. Rendre entiéres les équations suivantes :

VA + VB +3C =o;
VA+ Vo4 Cc=o0;
VA + VB + VG +VD 4+ VE =0 (DESCARTES)

m

VA + Y8+ c=o.

De plus amples informations sur cet ouvrage sont fournies en p. 38 .



