CALCULATRICES ET CALCUL LITTERAL 4
Jean SAMSON & Raymond SEROUL

0, INTRODUCTION

Je voudrais développer le polynéme
P(X) = (X+1) (3% %-6x+7) + (9x7-3x%+12%-11) 2 - 5(x+31)°.

Je dispose d'une calculatrice programmable : puis-je lui
confier ce calcul ? Cette question, posée tout de go a une personne qui
n'a pas réfléchi au probléme améne en général la réponse suivante :
"comment une calculatrice, qui ne peut manipuler que des nombres déci-
maux, pourrait-elle effectuer des calculs portant sur une entité abstraite
telle un polyndéme !".

Une premiere réflexion montre que cette objection n'est pas
fondée. En effet, la notation aX2+bX+c n'est qu'un moyen mnémotechnique
(extraordinaire, il faut bien l'avouer) pour manipuler le triplet (a,b,c)
selon certaines lois. Par conséquent, une calculatrice doit étre capable
de s'occuper de ce calcul. Reste a trouver une méthode.

Que peut donc faire une calculatrice ? Si je lui fournis un
nombre réel x, elle peut calculer le nombre P(x). La question devient
donc : peut-on reconstituer le polynéme P(X) a partir d'un nombre fini

de ses valeurs ? La réponse est donnée par le théoréme que voici.

1. LA THEORIE DU POLYNOME D'INTERPOLATION DE LAGRANGE

THEOREME 1. Soient XgrXqs e

YorYire-ei¥p quelconques, il existe un unique polynéme L(X) de degré

L X n+1 nombres distincts. Etant donnés

< n qui satisfait les n+1 égalités L(Xi) =y,
Cet unique polynéme porte le nom de polynéme d'interpolation de
LAGRANGE.

DEMONSTRATION : Il y a unicité, car deux polynémes de degré { n et
qui coincident en n+l points distincts sont égaux. Prouvons maintenant
l'existence. Posons

X) = (X“XO)...(X‘XH), u\k(X) = m(X)/(X*Xk) 0 ¢k (n.
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Le polynéme wk(X)/ wk(xk) est de degré n et vérifie les égalités

mk(xi)
¢ n
(D LK) =S vy 0, (7 wy ()
0

répond a la question.

La premiére idée qui vient a 1'esprit consiste & utiliser la
formule (1) pour reconstituer le polynéme P(X) & partir de ses valeurs.
L'inconvénient est que cette formule est trés coliteuse du point de vue
des calculs. Par bonheur, il existe une autre présentation du polynéme
d'interpolation de LAGRANGE, présentation parfaitement adaptée aux
calculs et qui est dfie a NEWTON. N'oublions pas qu'a cette époque les
calculs se faisaient entiérement & la main ! Voici donc la version de
NEWTON.

Soit P(X) un polynéme de degré n. Donnons-nous n+l nombres
quelconques Xgoeoor X, S1 nous posons
P(xg,X) = ( P(X)-P(x() )/ (X-x)
nous définissons un polyndme P(XO,X) de degré n-1 qui vérifie 'identité
P(X) = P(XO) + P(XO,X) (X-x
Recommencons en posant
P(XO’Xl’X) :P(XO,XI) / (X~X1).
Cela définit un polynéme P(XO,XI,X) de degré n-2 qui vérifie l'identité
P(X) = P(XO) + P(XO’XI) (X-xo) + P(XO,XI,X) (X-XO) (X"Xl).
Nous pouvons continuer ainsi jusqu'au polynéme constant
X) = Plxg, ...

0

P(XO,.

Xy Xn—l’Xn)

et obtenir l'identité

_ n
(2)  PX) = > P(XO,...,xk) Ck(X)

0
ol l'on a posé, pour simplifier,
CO(X) =1, Cl(X) = X-XO, ce ,Cn(X) = (X"'XO) . (X-xn_l) .

Les coordonnées P(XO, . ..,Xk) du polynéme P(X) dans la base des Ck(X)
s'appellent les différences divisées du polynéme P(X). La question qui se
pose maintenant est : peut-on trouver un algorithme qui permette de
calculer ces différences divisées et qui soit plus économique que la déter-

mination des polyndémes P(XO,X) ,P(x X)y...

0’ %1’
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Si 1'on suppose X oer X deux a deux distincts, la réponse est immé-

diate. En effet, la définition méme des polyndémes P(XO, e ’Xk’X) montre

que l'on a les égalités

Plxg,x ) = (P(x)-Px))/(x ~x) 1{kg¢n

P(xo,xl,xk) = (P(XO,Xk)~P(XO,X1))/(Xk"Xl) 2<¢k¢n

(3) iy

et plus généralement

P(XO, . ’Xi’Xk>:(P(XO’ . ,xi_l,xk)~P(X0, e ’Xi—l’Xi) ) /(xk~xi)

i<kn.

Lorsque les X; ne sont pas tous distincts, les formules précédentes ne
s'appliquent pas toujours. Aussi aurons-nous besoin des résultats que

voici.

PROPOSITION 2. Pour tout entier 0 € k < n et pour tout nombre réel x
on a
= oK) '
(4)  P(x(k+1)) =p "7 (x)/k!
ou l'on a posé pour simplifier x(k+1) = (x,...,x) (k+1 fois).

DEMONSTRATION. Posons A = (XO’ . ) et x = X Par définition

o ¥k-1
méme, nous avons llidentité
P(A,X) =P(A,x) +P(A,x,X) (X-x).
Dérivons k fois par rapport & X. La formule de Leibniz montre que l'on a
p(A,3) % = pa,x,3) ) (x-x) +k A, x,x) KD
(attention : ne pas confondre la dérivée k-iéme de P(A,X) avec le poly-
néme P(k) (A,X) obtenu a partir de P(k) (X)) . Cela nous donne la congru-
ence
pa, )% =k pa,x,x) KD mod X-x.
Nous avons donc
PN 2 kP, %D = kD) Pl x,x) D 2
d'ot finalement la congruence
px) M) = k1P (x(k+1)) mod X-x.

Il ne reste plus qu'a faire X=x pour obtenir le résultat désiré.

PROPOSITION 3. Pour tout entier 0 € k € n et toute permutation s on a
'égalité

(5) P(x )) =Px ,..0.x ).

s(o)’"" .,XS(n
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DEMONSTRATION. II suffit de se borner au cas o1 s est l'une des
transpositions (0,1),(1,2),...,(k-1,k). L'identité

P(XS(O) e ’Xs(k~1) LX) = P(XO, . ’Xk~1’X)
se démontre facilement par récurrence i partir de l'identité

P(A,x,y,X) = [(y=x)P(A,X)+X(P(A,%)-P(A,y))+x P(A,y)-y P(A,x) ]/

(y-x) (X-x) (X-vy)

identité obtenue en appliquant deux fois de suite (3). Par conséquent,
l'égalité (5) est vraie lorsque s # (k-1,k). Silon a s = (k-1,k),

1'égalité (5) est une conséquence immédiate de (3).

COROLLAIRE 4. Si l'on a x # y, on a (avec des notations évidentes)
I'égalité

(6) P(A,x,B,y,C) = [P(A,B,y,C) - P(A,x,B,C)] /(y-x).

En effet, on a P(A,x,B,y,C) = P(A,B,C,x,y). Il ne reste plus qu'a

utiliser (5).

2, UN ALGORITHME POUR DEVELOPPER UN POLYNOME A UNE
INDETERMINEE

Soit P(X) le polynéme a développer. Choisissons arbitrai-

rement n+]l nombres distincts  IRRREE ou n désigne le degré de P(X).

En nous appuyant sur (2) et (3) nous obtenons l'algorithme suivant :

~ premieére étape : calcul des Vi = P(xk)
- deuxieme étape : calcul des différences divisées P(xo, - .,Xk)
0 {k {n, au moyen des égalités (3).
— troisieme étape : on exprime dans la base canonique 1,X,... ,Xn

le polynéme d'interpolation (2).

Précisons un peu ce que va étre cette troisieme étape. A la fin de la deu-

xiéme étape , le polyndéme P(X) est exprimé dans la base des Ck(X).
Nous allons successivement exprimer dans la base canonique les poly~
némes
PO = P(XO)CO, P1 = PO + P(Xo’xl)cl’ e Pn = Pn-l + P(XO, . ’Xn)cn'
Pour cela, supposons connus les coefficients des polynémes Ck—l et
Pk~1’ soit n i n ;

Cyq = % c; X et Py, = zo:aiX .
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Puisque nous avons Ck = Ck~1(X-Xk-1) pour 1 k { n, nous aurons donc

. i i
Cp = ™Xp_1%, * g (i q7exp )X

n .
i
Pk 20 (a:.l + P(XO,...,Xk)Ci) X,

H

Algorithme pour développer un polynéme a une indéterminée.
Cet algorithme permet d'exprimer dans la base canonique un polynéme
dont on connait les valeurs en n+1 points. Il nécessite 4(n+1) mémoires
K s XY o ¥ nCuenen € a2
0) (initialisation) données : n » 1 et X peren X deux a deux distincts.
1) (calcul et mise en mémoire des P(xk))
faire y = P(XO) ’YIZP(XI) s Y T P(xn) .

2) (calcul des différences divisées selon (3). A la fin de ce numéro, on a

Vo = P(XO), A P(XO,X}L),. A P(XO,. ..,xn)).
pour i = 1,...,n faire
pour j =1i,...,n faire

refaire

refaire

3) (on connaft maintenant le polyndéme P(X) dans la base des Ck’ Pour

k =0,...,n on exprime les polynémes Ck et Pk dans la base canonique)
(initialisation P = P(x ) , C = 1)
0 0 o
faire a =YV, 3y = 0, ..., a = 0
c =1 ,¢,=0, ..., ¢c =0
o) 1 n
(changement de base)
pour k = 1,.,.,n faire
pour i =n,...,1 (dans cet ordre !) faire
c. = ¢

i~ %i-17 S7%k-1
a7 T YRG

refaire
faire
‘o T *k-1%
4% T % * Yk%
refaire N
4) le polynéme P(X) est le polyndéme »_ a; X',

0
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3,UN TRES JOLI THEOREME

Si Voo ¥y sont des nombres arbitraires, les parties 2) et 3) de
I'algorithme que nous venons de décrire déterminent un polynéme P(X)
tel que l'on ait P(xk) = Yy - Si les %, ainsi que les ¥y sont des entiers,
il n'est pas vrai que le polynéme P(X) soit & coefficients entiers.
Précisons cela. Faisons le choix

X = 0, xq = 1, ..., x, = n.

Si nous posons

AP(X) = P(X+1) - P(X)

b PP(X) = 4( AP(X)) = P(X+2) - 2 P(X+1) + P(X)
une récurrence a l'aide de (6) montre facilement que l'on a

P(0,1,...,k) = 4 5P(0) / k!.

L'identité (2) se réécrit donc
(7)  P(X) = P(0)+AP(0)X/1! + AP(0)X(X-1)/2! +...+ A"P(0)X (X-1). ..
(X-n+1)/n!.

Cette identité va nous permettre de démontrer le théoréme suivant.

THEOREME 5. On a l'inclusion P(2) C Z (c'est-a-dire P prend des
valeurs entieres sur les entiers) si et seulement si P(0),4 P(0),...,
4 "P(0) sont tous des entiers.
La démonstration est immédiate a partir de (7) et des remarques suivantes :
- si P est a valeurs entieres, il en est de méme des polynoémes
AP, %P,..., &"P.
- les polynémes Ck(X) /k! prennent des valeurs entiéres sur les

entiers (penser aux coefficients du binéme) .

Remarque : on peut éviter de faire appel a la théorie du polynéme d'inter-
polation de LAGRANGE pour obtenir 1l'identité (7). Pour cela, on écrit le
polynéme P dans la base des C, , soitP =d +d,C, +...+d C .11

k o] 171 n n
est clair que l'on a dO = P(O). Ensuite, on remarque que pour k » 1, on
a A Ck = Ck-l' Par conséquent, on a AP = d1 +d, C1 oL, 4 dn Cn

d'ou d1 = AP(0), etc.

_.1)

”'LA THEORIE DU POLYNOME D'INTERPOLATION DE HERMITE

Le probleme de l'interpolation & la HERMITTE est le suivant.
On se donne des nombres réels Koo VX deux & deux distincts ainsi
que des entiers My esm . Existe-t-il un polynéme H(X), de degré  n,
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avec n+l = (mo+1)+. ..+(m_+1), et tel que l'on ait les égalités

}I(XO) = YC()O) , H'(XO) = y(()l} y e g H(mo) (XO) = y(()mo)
(8)
H(XI’) = yﬁo) s H'(Xr) = yf_l) s e H(mo) (Xr) = Yr(mo) .

étant entendu que les yi(J) sont eux aussi donnés a l'avance,
THEOREME 6. Il existe un polynéme H(X) et un seul qui soit de degré < n

et qui vérifie les égalités (8).

DEMONSTRATION. Il y a unicité, car la différence entre deux solutions
1(X“‘X1)m1+1. Prouvons alors l'existence d'une
solution. Pour cela, considérons la famille de polynémes

m_+
1‘1.

est divisible par (X—xo)mo+

_ kKpw_ . ymq +1
B () = (Xox ) K Xox )™ e )
Puisque Xqp,..., X sont des zéros d'ordre de multiplicité m1+1,' oom+1
. r
du polyndéme Uy il en résulte que l'on a 11)(11{) (Xj) =0pour 1 {jret
0¢iK mj.

D'autre part, nous avons

wo(xo) £0 ’

wl(xc) =0, wl(xo) £ 0

W (x) _ g ¥ ; D _ g v(k)

o’ =0, k(xo)—O,..a, K (xo)»O, Kk (xo)i().

Il est donc possible de trouver des constantes By telles que le
polyndéme ©

H (X) = a_ wO(X) oL amo ] mO(X)
satisfasse la premiére ligne des conditions (8).
On détermine ensuite de maniére analogue des polynémes Hl’ cas ’Hr qui

satisfont les autres lignes des conditions (8). Il est alors clair que le
polynéme
(9 H(X) =H (X) +... +H(X)

est une solution.

Cet unique polynéme porte le nom de polynéme d'interpolation de

HERMITE.,
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Bien entendu, la formule (9) n'est qu'une formule théorique. Il est hors
de question de l'utiliser dans un calcul pratique.

Montrons sur un exemple comment on peut procéder pour déterminer le
polynéme H(X) de maniére économique.

Soit a déterminer le polynéme H(X) de degré 7 qui satisfait les condi~

tions
H(0) =1 H'(0) =0 H"(0) =0
H(1) =2 H'(1) =7
H(2) =129 H'(2) = 448 H"(2) = 1344

En vertu de l'identité (2), nous pouvons écrire
H(X) = H(0) + H(O,0)X+H(0,0,0)X2+H(0,0,0,1)X3
+H(0,0,0,1, )X (X-1)+H(0,0,0,1,1,2)X > (X-1) °
+H(0,0,0,1,1,2,2)X>(X-1) “(X-2)+H(0,0,0,1,1, 2, 2, 2) X >(X-1) 2(X-2) "
Considérons le tableau suivant (ou (0012) désigne H(0,0,1,2)) :

——

x\ly L=0 L=1 L=2 L=3 L=4 L=5

0 1{(0)=1 < {(0)=1 (0)=1 (0)=1 (0)=1 (0)=1

0 0 1(00)=0 (00)=0 &= {(00)=0 (00)=0 (00)=0 (00)=0

0 0 1(000)=0 (000)=0 (000)=0 - [(000) =0 (000)=0 (000)=0

1 21(1)=2 (01)=1 (001) =1 (0001) =1 & {(0001)=1 (0001) =1

1 71(11)="7 (011)=6 (0011)=5 {(00011)=4 [(00011)=4 & {(00011) =4

21 129((2)=129 (02)=64 (002)=32 [(0002)=16 |(00012)=15 [(000112)=11
2| 4481(22)=448 [(022)=192 |(0022)=80 [(00022)=32 (000122)=171(0001122)=6
211344{(222)=672(0222) =240 |(00222) =80{(000222) =24 (0001222)=7(00011222) =1

Les deux premieres colonnes de ce tableau sont les données (les %y et les
Vi) -
La colonne L=0 s'obtient & partir des données en utilisant (4).
Pour passer de la colonne L=0 a la colonne L=1 on procéde comme suit :
- on ne fait rien dans le bloc qui contient la fléche.
- le premier élément de chaque bloc se calcule a l'aide de (6), soit
H(0,1) = (H(1)-H(0))/(1-0) = (2-1)/(1-0) =1
H(0,2) = (H(2)-H(0))/(2-0) = (129-1)/(2-0) = 64.
- une fois calculé le premier élément d'un bloc, les autres éléments
de ce bloc se calcule par récurrence a partir du premier élément

en utilisant toujours (6), ce qui donne

35



il

H(0,1,1) = (H(1,1)-H(0,1))/(1-0) = (7-1)/(1-0) = 6
H(0,2,2) = (H(2,2)-H(0,2))/(2-0) = (44-64)/(2-0) = 192
H(0,2,2,2) = (H(2,2,2)-H(0,2,2))/(2-0) = (672-192)/(2-0) = 240.

On passe de maniére analogue aux colonnes suivantes. La colonne L=5

fournit les différences divisées requises. Le polynéme cherché est donc

H(X) = 1+1.X°+4.X 2 (X-1) +11.X 2 (X-1) %+6. X (X-1) 4(X-2) +
1.X3(x-1) 4(x-2) 2
=1 + X7.

Algorithme pour déterminer le polynéme d'interpolation de HERMITE

Cet algorithme nécessite les mémes mémoires que 1'algorithme de la

partie 2.
0) (initialisation) les données sont stockées dans les mémoires
X ,...%_ et e dans l'ordre suivant
o’ n Yo’ *Yn a €
X s owees X T T
(o) (m ) (o) (m_)
Vg rees ¥ O/moi,...,yr ,...,yrr/mrl

1) (calcul des différences divisées : a la fin de ce numéro, on a yO:H(xO) ,
vy = H(XO,XO), Ce Yy, T H(XO, - ,Xr))
(I'indice 1 correspond aux fléches dans le tableau, l'indice i pointe
sucessivement sur le premier élément de chaque bloc)
pour 1 =0, ..., n-1 faire
faire i = 1
pour k = 1+1, ..., n faire
tant que x; # x, faire

si X # X, alors faire i = k fin si

si k = 1 alors faire Vi = (yk~y1)/(xk~xl)
sinon faire Vi = (Yk”yk-—l) /(Xk_xl)
fin si
refaire

refaire

2) (on connait maintenant le polyndéme H dans la base des Ck' On exprime
les polynémes Ck et Pk dans la base canonique)
reprendre ici le numéro 3) de la partie 2

3) le polynéme H cherché est le polynéme s a; x*.
0
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5. CAS D'UN POLYNOME A DEUX INDETERMINEES

Supposons maintenant que je veuille développer le polyndéme
Q(X,Y) = (3X 45X 2Y-12XY =177 ) (X-4Y +9) (X+¥-1)
~(XP-11X+Y ) (X-8Y +3) |
L'algorithme exposé dans la partie 2 se généralise aisément au cas de

deux indéterminées.

Soit Q(X,Y) un polynéme de degré n en X et de degré m en Y.
Donnons-nous
X , +.., x deux a deux distincts
o n
Yo

Le théoreéme que voici est une conséquence immédiate du théoréme 1.

s Voo deux a deux distincts.

THEOREME 7. Etant donnée une famille Zij 0Kign, 0Kj<mde
nombres réels, il existe un polyndéme et un seul Q(X,Y), de degré € n
en X et { men Y, vérifie les égalités Q(Xi'yj) = Zij'
Montrons maintenant comment on détermine explicitement ce polynéme.
En procedant de maniére analogue a la partie 1 nous pouvons définir des
polyndmes Q(X;yo, .. .,y}.,Y) en travaillant dans 'anneau R [X] [Y]

Ces polynémes permettent de démontrer l'identité

Q(X,Y) = QX3 o,y D (Y)

ou l'on a posé

D, (Y) =1, Dy(Y) = Y-y ,..., D _(Y) = (Y-y ) (...(Y-y ).
La différence divisée Q(X;yo, Cen ’Yj) est un polynéme en X de degré { n.
On peut donc considérer les différences divisées Q(XO, C RSV hee ’Yj)

de ce polyndéme, ce qui ameéne l'identité ,
— n .
Q(X:YO; e :Y]) - %: Q(X()) LRI ;Xi,Yo, L ij) Ci(X> .
En combinant entre elles ~les identités obtenues, nous obtenons 1l'identité

(10)  Q(X,Y) = 2_0(x ye XSV e, y.) C(X) D.(Y).

3 o i’’o ! j
Remarquons que 1'unicité de la décomposition de Q(X,Y) dans la base des
Ci(X)Dj(Y) montre que l'on aurait pu échanger le réle des variables X et

Y sans changer le résultat final.

Pour développer le polynéme Q(X,Y) nous procéderons comme suit :

- premiére étape : calcul des Zij = Q(Xi’yj)
- deuxiéme étape : calcul des différences divisées Q(xo, NS S
YO) LR Jy]')

- troisieme étape : expression du polyndéme obtenu en (10) dans

la base canonique des X'Y7,

La deuxiéme étape comportera deux passes :
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- premieére passe : calcul des Q(XO, - ’Xi;yj>

- deuxiéme passe : calcul des Q(XO, RN S AYRES ,yj) .
Précisons aussi ce que sera la troisiéme étape. ’
Elle comportera elle aussi deux passes de calculs. Si n’ous posons

AJ.(X) = Q(X;yo,...,y ZQ(X ,...,Xi;yo,...,yj) C,(X)
l'identité (10) s'écrit

Q(X,Y) = ZA.(X) D;(Y).

J dans

La premiere passe con51stera a décomposer chaque polyndme A (X)
dans la base canonique 1, ., X", Dans ce but, nous exprlmerons succes-
sivement les polynémmes

AO,j = Q(XO;VO,...,V].) C, (X)

Al,j = Ao,j + Q(XO,Xl;Yo,...,yj) C,(X)

An,j = An-l,j + Q(Xo""’xn;yo""’yj) C (X) = Aj(X)

dans la base canonique. Si nous supposons connus les polynémes Ck_1
et A . soit

k-1,
n . n
- 1 .
= EO ¢, X" et Ak—l,j _ ;Z aij x!

nous aurons alors
L i
Cr ™ k1% * ; €i-1¥p-1 X

n .
Ak i = %t (aij + Q(xo, RS ST SUREY ’Yj>ci) X
A la fin de cette premiére passe, les polyndémes Aj(X> sont exprimés dans
la base canonique. La deuxiéme passe consistera alors a exprimer les
polynémes Dj(Y> et AJ.(X)D].(Y) dans la base canonique des Xin. Pour
cela, nous nous occuperons successivement des polynémes
BO(X,Y) = AO(X)
Bl(X,Y) = BO(X,Y) + Al(X)Dl(Y)

B (X,Y) =B __(X,Y) +A_(X)D_(Y).

Supposons déterminés les polynémes Dk~1 et Bk*l’ soit
m
-1 Z dj vl
o
Nous aurons alors
- _ j
Dy = vy 19, * }; (dj_1 div_q) Y
Pour déterminer le polynéme Bk’ il nous suffira donc d'ajouter au poly-
néme Bk—l les polynémes
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Algorithme pour développer un polynéme a deux indéterminées
Cet algorithme nécessite 2 + 2 [(n+1)+(m+1)+(n+1)(M+l)]

mémoires qui sont n, m,

Xree X, Vorot ¥y CorererCps do""’dm’ Zi,j’ aij 0ign
0¢j¢m
0) (initialisation) données : n » 1, m » 1, Xopwes X a deux distincts
Vor-- Yy @ deux distincts.

1) (calcul et mise en mémoire des Q(Xi’yj) )
faire Zi,j :Q(Xi’yj) 0¢i<n, 0j(m.

2) (calcul des différences divisées des z, .)

s

(premiére passe : a la fin de cette passe, on a %57 Q(xo, ce ,xi;yj) )
pour j =0,..., m faire
pour i = 1,.,.,n faire
pour k =1i,...,n faire
i T Py, P e xiy)
refaire
refaire
refaire

(deuxiéme passe : a la fin de cette passe, on a z, i = Q(XO, . ..,xi;yo,...,yj))

3

pour i = 0,...,n faire
pour j = 1,...,m faire
pour k = j,...,m faire

%k T Pk T %0 L Ot Vi-1)
refaire

refaire

refaire
3) (on connaft maintenant le polyndéme Q dans la base des CiDj)

(premiére passe)

(initialisation : Co =1, Ao,' = Q(Xo;yo, . ..,yj)Co)

J
fairec =1, c,=0,...,¢c_ =0
o 1 n

a =z , a =z v, =z
0,0 0,0 o,1 o,1 o,m o,m
a, . =0 1 i¢n 0gjg¢m

i,] .
(on exprime les polynémes Ci et Ai i dans la base des X')

¥
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pour i = 1,...,n faire

pour k =n,...,1 (dans cet ordre!) faire
“k T k-1 Fi-1%k
pour j = 0,...,m faire

S I N T

| .
refaire

refaire
faire ¢ = -x. ¢

o i-17o
pour j = 0,...,m faire

a .=a . *+z. .C
0,] 0,] 1,] 0

refaire

refaire
(deuxiéme passe)
(initialisation : Do = 1)
faired =1,d,=0,...,d =0
o] 1 m .
(on exprime les polyndmes Dj dans la base des YJ)

pour j = 1,...,m faire
pour k = m,...,1 (dans cet ordre!) faire
A = Aoy 7 V1%
refaire
faire do = —yj_ldo
pour k = 0,..., j-1 faire
pour i = 0,...,n faire
R "
refaire
refaire
refaire

4) le polynéme cherché est le polynéme Q = Z a, XYY,
i,j ’

6., QUELQUES REMARQUES POUR TERMINER

Voici quelques remarques qui peuvent étre utiles lors de l'implémen-

tation des algorithmes qui ont été décrits ici.

1) Supposons le polynéme P(X) de la partie 2 & coefficients entiers. Si

nous prenons soin de choisir pour Koo X des entiers, il est immédiat que
les polynémes P(XO,X) s P(XO,XI,X) ,... sont eux aussi a coefficients entiers.
Par conséquent, les différences divisées sont elles aussi des entiers. Si, au

cours de ses calculs, notre calculatrice ne rencontre pas d'entier trop grand
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qui l'oblige a passer en notation "scientifique” (et par la a perdre les
derniers chiffres de cet entier), le résultat affiché sera exact. Méme
conclusion en ce qui concerne le polynéme Q(X,Y) de la partie 5 (pourvuy,

¢videmment, que Yor ooV soient des entiers).

2) Pour que notre calculatrice manipule les entiers les plus petits possibles,

il est bon de choisir

X, = [n/Z] » Xq T - l:n/Z} +1,...,xn = - [n/Z] +n

Vo =" [m/2] LYy [m/Z] 1,0y, 7o [m/Z] +m,
Avec un SHARP PC 1211 ou 1500, on arrive ainsi a développer un polynéme

a une indéterminée de degré 7 4 8, pourvu que les coefficients soient de

taille raisonnable. Par contre, le polyndéme P(X) = X12

x2 .y ox (la publicité est gratuite). Pour se prémunir contre de tels

donne a l'affichage

résultats fantaisistes, il est bon de placer partout ol cela est nécessaire

des détecteurs d'overflow dans le programme.

3) Une astuce pour développer un polyndme 2 une indéterminée et de degré
¢levé., Supposons que je veuille développer le polynéme
P(X) = (X7 - 3x% + 6x + 5)%(2x? + 8x% + X - 15)
Je peux tout d'abord développer le polyndéme
Q(X,Y) = (XY - 3XY + 6X + 5) (XY - 3XY + 6Y +5)%(2X°Y + 8KY + X - 15)
l'idée étant de dédoubler les mondmes et X de maniére & obtenir un polynéme
Q(X,Y) dont les degrés en X et Y sont raisonnables. Une fois le polynéme
Q(X,Y) développé, il ne reste plus qu'a utiliser l'identité P(X) = Q(X,X)
pour obtenir le développement du polynéme P(X). Toujours sur SHARP PC 1500
on arrive ainsi a développer des polyndémes dont le degré va jusqu'a 14.
Le prix a payer : il faut un module mémoire supplémentaire, car le programme

correspondant nécessite entre 2K a 3K de mémoire.

Pour ceux que cela intéresse, voici les développements des divers
polyndmes :
- partie 0 :
P(xX) = 84x°% - 53%° - 549x - 48 316X° - 1 489 319X° - 23 088 267X - 143 145 627
— partie 5 : .
0(x,7) = -x%+35x% + 67 (8x° - ax® - 9x7 - 45X Y- (39x3 + 31x% - 107 + 3)Y?

- (X% % 292X - 161)Y° 4 (99X - 221)Y " 4 68Y°

5

11 10 9

- 644X "7 - 2 558X7 - 2 511X

- partie 6 :
15 3 <12

p(x) = 2x1° - 1ex1% 4 61x10 - 11 .
6 639%° & 27 114% 7 - 19 394x© - 27 494X° + 67 130X

+ 37 850X° - 50 500X % - 44 375X - 9 375
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