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NOTRE COUVERTURE : DODECAEDRE ET ICOSAEDRE

Les plus beaux des polyédres réguliers sont duaux l'un de
I'autre, ce que la transposition de leurs nombres respectifs de
faces et de sommets met en évidence. Le présenter sur un
dessin n'est pas si facile, sauf si l'on a a sa disposition un
micro-ordinateur, une table tracante, et si l'on possede
quelque virtuosité dans le maniement du premier !

Voir article p. 8.




EDITORIAL

Bonne fin d'année !

D'accord, l'année scolaire vient seulement de commencer, et 1'évocation de
son achevement peut paraitre provocatrice,

Trois justifications me paraissent avouables

1. Cet éditorial est daté du 5 juillet... Pour son auteur, le début de l'année
scolaire 83-84 est encore bien abstrait.

2. Les propos échangés en salle des professeurs ou dans les cours de récré-
ation portent plutét sur les "grandes vacances" que sur 1'année scolaire.

3. La fin d'année scolaire influe grandement sur son déroulement, modulo
un nombre entier d'années. Ce n'est pas un paradoxe : cette année 83-84
est celle des nouveaux programmes de mathématique en Terminale et par
conséquent inaugurera de nouveaux sujets au baccalauréat. Or, chacun
d'entre nous sait bien que l'étude des énoncés proposés conditionne, non
seulement les objectifs que se fixent les professeurs chargés des classes

de Terminale, mais aussi, par rétroaction, ceux des classes précédentes.
Tant que l'institution bachique (il n'y a l1a aucune référence a Bacchus...)
restera vaillante, il sera impossible de contourner cet effet pervers, dont
l'origine remonte a Napoléon.

Espérons que les sujets qui seront retenus cette année n'iront pas dans le
sens des "mathématiques frileuses" dénoncées par les auteurs d'un manuel
de Terminale.

On est cependant en droit d'éprouver quelques inquiétudes a ce propos
certains manuels de Terminale proposent déja en fin de chapitre des proble-
mes de type "bac 84". Quelle prémonition !

Mais qui é€labore les sujets du bac ? Des commissions de professeurs de
l'enseignement public, soucieux de tester les connaissances et les aptitudes
des éleves, conformément aux programmes, ou les équipes recrutées par

les éditeurs pour rédiger les manuels ?

Réponse dans dix mois.

E., CHANEY
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UN NOUVEAU MANUEL REVELE PAR L'OUVERT !

Les nouveaux programmes reviennent - enfin ! - a4 une conception plus
raisonnable des notions mathématiques fondamentales.

Notons & ce propos que si les modes passent, les valeurs slires (nombre,
valeur absolue, fonction, limite, continuité, trigonométrie, etc...) restent.
Un important éditeur parisien, gque nous désignerons par le sigle A.C. pour
respecter son désir momentané d'anonymat, nous a fait parvenir les épreuves
typographiques d'extraits du manuel qu'il compte prochainement mettre sur
le marché.

L'OUVERT, qui ne sert a cette occasion d'autres intéréts que ceux de la

Science, tient a faire profiter ses lecteurs de cette avant-premicre.
Les limites apprivoisées

Sur ce sujet tant controversé, les auteurs du manuel de A.C. ne machent

pas leurs mots

109. Définitions. — L. On dit qu’une fonction y, de la vamable «,
a pour limile b, lorsque ¢ tend vers a, si, & toul nombre positil ¢ (d'ail-
leurs aussi pelit qu'on le voudra), on peut faire correspondre un

npmbre positif « tel que, pour toutes les valeurs de z vérifiant
linégalite

[ r—a I <. o y
les valeurs correspondantes de y vérifient I'inégalité
[ y - b } < g,
saul, peut-étre, pour 2 = a.
ExeMpLES. — D'aprés celte définition, on dit que y a pourlimite zéro,

quand z tend vers a, si, 4 tonl nombre positif =, on peut faire corres-
pondre un nombre positif « tel que Finégalité

|2 —a| < a
enfralne 'inégalité
Ly | <e.

Ainsi, touu? puissance positive de x a pour limile zéro, quand z tend vers
2Cro; ce quonexprime plushritvement en disant que toute puissance positive
de x tend vers zéro en méme lemps que x.



Soil, en effet, 2" une puissance posilive de @ {n > 0}; sion o
1
fa | <
on aury, évidemment,

{ In l < E.
3
Le nombre o est-done, ici, égalae"-

Remarque. — La délinilion précédente n’esl, au fond, qu'unc
lagon d'exprimer, sous une forme précise, le fait sujvant : on peut
donner a la variable « des valeurs assez voisines de la valeur a pour
que les valeurs correspondantes de y différent d'aussi peu qu'on le
voudra de la valeur & (puisqu’on peul choisir ¢ aussi pelit qu'on le
voudra). : .

Lorsqu'une quantité y a pour limile 4, clle finit par élre supc-
rieure & lout nombre fixe inférieur & & et par étre inférieurc a loul
nombre fixe supérieur a &; car elle finit par ¢lre comprise entre
b-¢ et b—e, e pouvant élre aussi pelil qu'on le veut.

1I. On dit qu'une fonction v, de la variable wx, croit indéfiniment,
quand z lend vers a, si, & tout nombre posilif A (d’ailleurs aussi grand
qu'on le voudra), on peul faire correspondre un nombre positif o tel
que, pour loules les valeurs de z vérifiant I'inégalité

|2 —a | <Taq,
les valeurs correspondantes de y vérifient l'inégalité
Ly 1> A,
sauf, peut-élre, pour x = «.
Lorsqu'une quantité y croit indéfiniment, son inverse }/ tend vers

zéro et vice versa.

ExempLE. — Toute puissance négalive de x croft indéfiiment quand x tend
rErs LEro.

Soit @™ une puissance négativede z (n > 0).

Stona
1
] T | &"“7
AR

on aura

! .'L'” ] - i

) T A

et, par suite {n° 22, Th. IIT),

fa™" | = A,

1

Le nombre o, qui correspond i A, est done, ici, A

Remarque. — La définilion précédente exprime, sous une forme
précise, le fait suivant : en donnant & z des valeurs sulfisamment
voisines de a, les valeurs absolues des valeurs correspondantes de 7
deviennenl aussi grandes qu'on le voudra, c'est-a-dire, surpassent
tout nombre positif A choisi & I'avance ‘

Lorsqu'une quanlité y croit indéfiniment, elle peut le faire de deux
fagons : soil en élant positive et on dit, alors, qu'elle croit mdd finiment
par valenrs postfives ; soil en ¢tant négalive el on dit. alors, quelle
croil indéfintment par valewrs néyatines



1. Ondit que la fonction y, de la variable z, a pour limite b, quand x
crofl indéfiniment, lorsqu'a tout nombre positif ¢ (d’ailleurs aussi
petit qu'on le voudra)on peut faire correspondre un nombre posilifA
tel que, pour loutes les valeurs de  vérifiant I'inégalité

[z >A,
les valeurs correspondantes de v vérifient I'inégalité
ly—0]<e
Exempre. — Lovsque x eroft inddfiniment, une puissance négative quel-

conque de x tend vers zéro.

Soit ™" (n > 0) une puissance négutive de a.
Pour que I'on ait

il sulfit que l'on ail

f.e nombre A, qui correspond ¢, est donc e

Remarque. — Au fond, la définition précédente exprime que 'on
peul donner & x des valeurs suffisamment grandes en valeur absolue
pour que y differe de & d'aussi peu qu'on le voudra.

IV. On dit que la fonction y, de la variable 2, croit indéfiniment, en
méne temps que x, lorsqu’a tout nombre positif P, donné a 1'avance
{d'ailleurs aussi grand qu'on le voudra), on peut faire correspondre
un nombre positif A tel que, pour toutes les valeurs de & vérifiant
l'inégalile

2] > A,

les valears correspondantes de y vérifient l'inégalité

Lyl >P.

IXEMPLE. — Toule puissuice positive de x croil indéfiniment, en méme temps
que x.
Soit, en effet, 2™ une puissance positive de z;si ona

, .

w
x| >P .
on aura :
[ " | >p.
1
Le nombre A, qui correspond au nombre P, est done, ici, P™,
Remarque. — Celle derniére définition exprime, sous une forme

rigoureuse, le fait suivanl : on peut donner & x des valeurs asser
grandes pour que y prennc des valeurs aussi grandes qu'on le
voudra, cn valeur absolue.

Pour désigner les signes de x el y, lorsqu’ils eroissent indéfini-
ment, on emploie, comme nous l'avons déja indiqué, les signes
abrévialifs — oo et - o (n® 64;. Ainsi, pour dire que, lorsque =
croft ndéfiniment par valeurs posilives; y croit indéfiniment par
valeurs uégatives on dil, d’'une fagon abrégie, que, pour z = -+ oo.
on ay = — co. Mais il faut bien se garder de donner a ces signes
-+ oo ¢l — oo d'aulre signification que celle que nous venons de
leur donner. Ces signes ne représentent aucune grandeur numérique,
car il 'y a pas de nombre plus grand ou plus petit que tous les
aulres

110. Théoréme. — Lovsque devx fonctions, d'une méme variable x,
sont égales pour toules les valeurs de x, sanf peut étre pour la valeur



x =z a, st lune d'elles a wne Limite, quond X tend vers a, Fawtre en q
une qui est la méme.

Soient, en effel, deux fonctions y el z, de x, ¢gales pour loutes les
valeurs de x, sauf peut-étre pour r = q. ,
Dire que y a pour limite b, quand z tend vers a, c'est, par définition,
dire qu’a tout nombre positif ¢ on peut faire correspondre un nombre«

lel que l'inégalite

lz—a|<a
entraine 'inégalité
ly =01 <
sauf peul-¢lre pour 2 = a. Or, comme on a toujours
L=y,
saul peut-élre pour # = a, on aura, pour les mémes valeurs de z,
2 b <
et, par suile, z a pour limile 5.
Application. — Ce théoréme imporlant nous permel de préciser

la notion de la vraie valewr d'une fraclion ndéterminde, nolion que
nous avions déja indiquée (n° 53). '

Lorsqu'une fraction sc présenle sous une forme mddéterminée,
pour x == a, on appelle vraic valewr de celle fraclion la limite vers
laquelle elle tend, lorsque  tend vers a (si celle limile exisie).

Cette nouvelle définition de la vraie valeur parail, au premier
abord, différer-de celle que nous avions donnée plus haut (n° 53);
mais le théoreme précédent montre que les deux ddfinitions coin-
cident. En effel, si on peut trouver une seconde fraction qui soll
¢gale ala fraction proposée pour loutes les valeurs de z, sauf pour
r-=a, el si celle seconde fraction a une limite, quand x tend vers a,
il en sera de méme de la premicre. Or, celte seconde fraction n'est
plus indéterminée pour r =a, el, si ele est confinue {Voir plus
loin, n° 114), elle aura pour limile, lorsque z lend vers «, préecise-
ment la valeur qu'elle prend pour z = a. Celle valeur est done
bien, d’apris notre nouvelle définilion, la vraie valewr de la fraction
proposce.

La continuité par les accroissements

114. Définition. — On dit qu'une fonction d'une variable z est
conlinue, pourx=—a, si:

1° Elle a’une valeur bien déterminée pour & = a;

2¢ Elle a pour lumite, lorsque a tend vers a, précisément la valeur
yu'elle prend pbur z == a.

Par exemple, la fonction vz est une fonction continue de z, pour toule
valeur positive ¢ de z; car, pour 2 = q, elle a une valeur bien délerminée Vu

et, lorsque = tend vers @, yz a pour limite Va (ve 444, Th. VI), qui est.
précisément la valeur qu’elle prend pour z = a.

Tous les théorémes sur les limites, que nous avons établis aun® 111,
ont leur correspondant dans les fonctions continues. Nous ferons
seulement la démonstralion pour le premier théoréme, ¢l nous nous
contenterons d'énoncer les autres donl les démonstrations sont
identiques. )

(..



115. Définitions. — Lorsqu'une quantité variable passe d'une
valeur & une aulre, on dit qu’elle a subi un accroissement égal a 'excés
de la valeur finale sur la valeur iniliale. Ainsi, si la variable 2 passe
dela valeur a a la valeur @', on dit qu'elle a requ'l’accroissement a'—a.
Soit &, l'accroissement, on aura, par définition,

a'—a=h
ou
a—a + h.

La valeur finale est égale a la valeur initiale augmentée de
Faccroissement,

Soit y une fonction de la variable x et soient b et ¥’ les deux valeurs
de y, lorsqu'on donne & x, respectivement, les valeurs a et o', La
variable r ayant recu Naceroissement o' — o, la fonclion 1y aura subi
Paccroissement b'-— b qu'on appelle laccroissement de la fonction
correspondant a Laceroissement a’ — a de la variable.

Remarquons, de suile, qu'un accroissement peul ¢éire positif ou
négatif,

Théoréme. — La condition wéressaire of suffisante pour qu'une
fonction de la variable x soit continue, pourx ==a, est que, si on donne
a la variable x un accroissement L, & partir de la valenr a, l'acerois-
sement, correspondant, k de la fonction tende vers zéro en méme lemps
que h. )

Cette proposition est une conséquence directe de la définition de
la continuité (n° 114). En effet, soit b la valeur de la fonction Y,
pour x =d. Dire que la fonclion est conlinue, ¢'est dire que vy apour
limite b quand z tend vers « et, par conséquent, que y —b, c'est-
a-dire k, tend vers zéro, quand z— «, ¢'est- a-dire I, tend vers zéro.
D'ailleurs, réciproquement, si & — y — b lend vers zéro en méme
temps que h =1z —a, y a pour limite b quand z tend vers a ct la
fonction est continue.

L'énoncé de ce théoréme peut donc servir de définition de la
continuité, définition qui, au fond, ve differe pas de celle que nous
avons donnée en premier lieu.

Cette nouvelle maniére d'envisager la continuité nous montre micux
comment une fonclion continue se comporle. Puisque & tend vers
zéro en.méme temps que h,on peut prendre b assez petit pour que &
soit aussi petit qu'on le voudra, en valeur absolue. En d'autres
termes, lorsqu'une fonction est continue, pour x = a, on peut faire
varier x, & partir de a, assez peu pour que la fonclion ait varié
d’aussi peu qu'on le voudra. Une fonction continue varie donc par
degrés insensibles et ne peul pas sauter brusquement d'une valeur a
une -autre, '

Une fonction peut étre discontinue, pour une cerlaine valeur de la
variable, ou bien parce qu'elle n'a pas une valeur bien déterminée,
pour celle valeur de la variable, ou bien parce que, pour cetle valeur,
clle passe brusquement d'une valeur & une autre,



. . i .
ExempLEs. — La fonction 2 oSt continue pour toules les valeurs de =z,

saul pour 2 = 0. Pour celle valeur elle est disconlinue, car elle n'a pas une
valeur bien délerminée. Quand z passe, en croissant, par la valeur zéro,

o d’abord inliniment grand et négatif, devient, ensuile, infiniment grand
- . 1
el posilif; on dit que, quand & passe par la valeur zéro, 5 hasse brusque-

ment de — oo & -} oo, pour indiguer que i est d'abord négatifl el ensuite
positif. :

Voici encore un exemple intéressant de fonction présentant des disconti-
nuilés : Désignons par y la partie entiére de x. y est évidemment une fonetion
de x, puisqud chaque valeur de & correspond une valeur pour y. Faisons
croitre @ a partic de zéro. Quand x croit de 0 & 1, sa partie entiére est 0,
on a dong, sans cesse, y = 0; & continuanl a croitre de { a 2, sa partic
entitre est 4 etonay == 1; quand .« est compris entre2 et 3, onay =2, elc...

On voit que quand i passe par la valeur 1, la valeur de ¥ saute hrusque-
menl de 04 45 quand = passe par la valeur 2, la valeur de y saule de
a2, ete... D'une manitre géncrale, chaque fois que 2 passe par une valeur
culiere, y subit un accroissement brusque d'une unité. Celle fonction y est
done discontinue pour toute valeur enticre de la variable .

Des exercices signés par des auteurs réputés !

18. Vérifier fes identités suivantes:

4 [(ac'—— ca'y— (he' — vl)')(ﬂ/)’mbn’)] = (20 4 200 — bb P — (12 —dac) (b —4a'c');
(a4 b 4 e - ) {a® 4 B2 4 vt 8%~ (ao B Aoy + ds)’ =
(aB — ha 4 c8 — dy)* + (ay — cx +dp — b3)" + (08 — da + by —cB)” 5
(At DY et dh (0 By 88— (na BB oy 4 AR =

(aB — ba)? (8~ dy ) 4 (ay — ca) + (df — b8)° + (@B —da)’ + thy — B/’
(LAGRANGE].

21, Démontrer que Pona Pidentité
R A =L L
lursyu’on prend, soit, :

@=L 30 = (4 By 3y =3 ) g,
= = B A B9 =By 8y (S 3y,
— 3 A gy =30 8+ By,
W= B = T+ 899+ 3 — 3 ([ F g

4

i

(BuLen).
SOt encore ¢
xro= {at | 3//*)2—(1 + 4,
i * A qht |- 3,
S otat b (e by — 1,
W g SO e 3by 1.
(BINET).

25. Effectuer les produits
dan) (14 o)
(I +azjii + 2 (1 4 2°7)
plus génémlement, effectuer le produit
(L4az) (1 +a*2) (1 % a’x)... (1 4 a"'r)

et ordonner ce produit suivant les puissanece rroissantes de 1 Donner | CXPrRRNIGN
générale du  coefficient de o dans ce développemen,  Qne  deviennent ees
voefficients quand @ tend vers 17 En conclure Je désvelofpanent de
(L 2y
suivant les puissances croissaufes de x
ey



29. Prouver que
(.;L’ + ]j)” —pt ?/n
est divisible par
zy (e 4y (et + oy 4+ y2),

torsque 1 est un multiple de 6 moins 1,
et est divisible par

wy (& ) et b ay oy
lorsque Uentier n est un multiple de 6 plus 1

(Caucny).

45. Rendre entiéres les équations suivantes :

VA + VB +3C =o;
VA+ Vo4 Cc=o0;
VA + VB + VG +VD 4+ VE =0 (DESCARTES)

m

VA + Y8+ c=o.

De plus amples informations sur cet ouvrage sont fournies en p. 38 .



PLATONICIENS ET ARCHIMEDRES

ou : Représentation de polyedres par des moyens informatiques (1)

N. VOGEL

Je tiens d'abord a dire a tous les patients ou impatients dessina-
teurs qui ont passé beaucoup de temps a représenter des polyedres a la
main : rassurez-vous, il en faut au moins autant pour arriver 2a les faire

représenter par une table tracante !

Mais lorsque le travail de programmation sur ordinateur est achevé,
il a de grands avantages sur le travail a la main : il permet de refaire les
dessins autant de fois que l'on veut, a des échelles différentes, avec des
projections ou des points de vue différents, avec plus ou moins de hachures,

avec des lignes cachées, effacées ou pointillées,. .

L'ensemble des logiciels qui ont permis de représenter tous les
polyeédres platoniciens et archimédiens a l'aide d'un systéme informatique
constitué d'une table tracante HOUSTON relide 3 un micro~-ordinateur
LOGABAX LX 515, se compose d'une dizaine de programmes LSE et d'environ

vingt fichiers.

Voici quelques précisions sur la réalisation de ces programmes :

1) Quelles sont les données enregistrées pour permettre le dessin d'un
polyédre ?

Chaque polyedre est décrit par trois matrices :

- Une matrice S (sommets) qui contient les trois coordonnées de

chacun des sommets du polyédre.

(1) Ceux qui souhaitent avoir d'autres dessins, des représentations plus
variées et plus de précisions sur les programmes utilisés, trouveront
cela dans une brochure IREM en préparation sur ce théme.



- Une matrice F (faces) dont chaque ligne décrit une face par la
suite des numéros des sommets rencontrés lorsqu'on parcourt la face dans le
sens positif, la face étant orientée par une normale dirigée vers l'extérieur
du polyedre (La ligne finit par 0 pour indiquer la fin de la face). (Le numéro

d'un sommet est le numéro de la ligne de S ou se trouvent ses coordonnées.)

-~ Une matrice A (arétes) dont chaque ligne comporte quatre
éléments : les deux premiers sont les numéros des sommets extrémités
de l'aréte, les deux autres les numéros des faces contenant cette aréte,
(En fait les matrices S et F suffiraient a décrire les polyédres, mais la
matrice A permet de gagner beaucoup de temps lors du dessin du

polyedre.)

Exemple du cube

S ¥ A
0 0 0 4 3 210 34 41
1 00 1 2 780 2 3 51
1 10 8 76 50 1 2 21
0 10 34560 1 416
0 1 1 236 70 2 7 25
1 11 8§ 5 410 7 8 2 3
1 01 1 8 6 2
0 0 1 6 7 5 3
5 6 4 3
5 8 3 6
4 5 4 6
3 6 5 4

2) Comment construire toutes ces données ?

Seules les matrices S et F du cube et du tétraédre et la matrice
F du dodécaedre ont été calculée a la main. Toutes les autres matrices ont
été fabriquées a l'aide de sept programmes. Un premier programme permet
de calculer A a partir de F, un deuxiéme programme calcule la matrice S
du dodécaédre, et ensuite on continue avec le schéma suivant : (les fléches

indiquent les programmes utilisés )



Tétraedre

tronqué
TTRONQ Cubocte,lédre
trongué
Tétraedre TRANS T
7 A, TRONQT&RONZ(
! t g
~N A

N

DUAL TRON?2

L8
TRONZ IIRONZ

Cube tronqué| |Dodécaedre

tronquée
TTRONQ TRONOT lfS051cJC)d<)§a?-
dre trongué
| TrANS
Cube Dodécaedre

Cuboctaédre

TRANS' l

TRONQ
“IRON2 T

Icosidodéca-

lDUAL DUAL l

Rhombicuboc-
taedre

boucl l

Légende :
DUAL
TRONQ
TRON 2

dre
o
TRON 2 1/ I'RON?Z2
Octaédre Icosaedre
l TRANS'
lTRONQ TRONQJ’ Rhombicosido-
décaedre
Octaédre Icosaédre DOUCIT
tronqué tronqué

Cube adouci

Dodécaedre
adouci

calcule les trois matrices du dual d'un polyédre
calcule les matrices de la troncature d'un polyédre

calcule les matrices du volume obtenu lorsqu'on coupe un

polyedre par des plans passant par les milieux des arétes

qui ont un sommet commun

TRANS

effectue des translations de certaines faces d'un polyédre

afin de le rendre régulier

bouct

découpe les faces carrées adjacentes ¢ des triangles des

"rhombi" en deux triangles et fait subir aux faces non

triangulaires des vissages afin de rendre tous les triangles

équilatéraux.

L'ensemble des données ainsi créédes représente 9628 nombres

pour les 18 polyeédres réguliers et semi-réguliers !
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3) Comment passer de ces données aux dessins ?

A 1'aide d'un programme qui comporte les phases suivantes :

-~ Choix d'une rotation, calcul de la matrice de rotation, et

calcul de la nouvelle matrice S.

- Recherche des arétes visibles : pour cela, on calcule la
normale orientée vers l'extérieur de chacune des faces du polyeédre. Le
polyédre étant projeté sur O Tl-g, une face est visible si et seulement si
la composante sur i de sa normale est positive. Une aréte est visible si et
seulement si elle appartient a au moins une face visible (d'ou l'intérét de

trouver rapidement les faces contenant chaque aréte (voir 1)).

= Choix d'une échelle adaptée et dessin des projections des
arétes visibles en trait plein, éventuellement lignes pointillées pour les

autres,

- Eventuellement, dessin de hachures (obtenues par intersec-

tions de plans équidistants paralleles a O Tl?avec le polyedre).
Et maintenant, que peut-on encore ajouter a ces logiciels ?

- J'attends LSE graphique et une console graphique pour faire

bouger ces polyédres (déplacements dans l'espace).

- Et bien str, il faudrait ajouter les polyédres réguliers
étoilés... Pour cela, je n'attends qu'une bonne dose de courage ... ou
peut-étre quelques idées que vous pourriez avoir sur le sujet (algorithme

simple d'élimination des lignes cachées d'un polyedre étoilé, par exemple).
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EN RELISANT JULES VERNE,..

G. GLAESER

I1 v a des collegues qui s'imaginent naivement que leurs éléves
ne savent que ce qu'on leur dit en classe, aux rares moments ol l'esprit

est, par hasard, ouvert, attentif, intéressé.

En réalité, nos jeunes apprennent des tas de choses (vraies ou
fausses) en dehors du milieu scolaire, en écoutant et en regardant, en
discutant avec des copains ou des adultes, en jouant, en manipulant

quelque objet fascinant ... et méme parfois en lisant.

HERGE racontait qu'avant d'envoyer TINTIN sur la lune, il
avait surpris les remarques d'un gamin fort renseigné sur 1'absence
d'atmosphére sur notre satellite. Il décida alors de se documenter plus
sérieusement avant de composer ses B.D. pour ne pas décevoir la

curiosité de ses jeunes lecteurs.

Comment ce genre de gosse s'était-il informé ? Sans doute en

dehors de l'école : la lune ne figurait pas a ses programmes scolaires !!

Il est de la plus grande importance pour chaque maitre de s'inter-
roger sur toutes les sources de connaissance extra-scolaires, de maniére
a savoir les encourager. Parfois, il serait bon de rectifier, préciser,

renforcer.

Je songeais a cela, récemment, en feuilletant une magnifique
réédition des oeuvres de Jules VERNE. Et celd me ramenait a 1'époque ou

j'lavais huit a dix ans.

Un copain, fils de quincailler, avait requ en prix d'excellence
"Les enfants du Capitaine Grant" et me racontait avec passion "Les
voyages extraordinaires" qu'une partie de la classe se mit & dévorer avec
enthousiasme. Nous n'étions que des écoliers de la Communale, ol domi-
naient les fils de manoceuvres et de clochards. Mais dans la cour de
récréation, les squares et la rue, entre deux parties de billes, nous

étions Phileas Fogg ou Michel Strogoff.
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C'est pour mes neuf ans que l'on m'offrit "L'ile mystérieuse”
que je lus et relus plusieurs fois. Ainsi, lorsqu'en classe de 3eéme le
professeur de mathématiques m'enseigna les triangles semblables, je
"connaissais" depuis six ou sept ans le passage reproduit plus loin.
Vraisemblablement, je n'avais pas tout compris du premier coup et
le langage était bien savant pour les lecteurs auxquels Jules VERNE
s'adressait. Néanmoins, les similitudes n'arrivaient pas sur une table
rase. D'autres camarades avaient sans doute eu l'occasion (a quinze
ans) de voir agrandir des photographies, car c'était alors un hobby

fort populaire.

Lit-on encore beaucoup Jules VERNE de nos jours ? En tout
cas, la République n'offre plus ces prix, dorés sur tranche, dont les

images persistent encore dans l'esprit des écoliers qui les regurent.

Mais nos éleves apprennent certainement beaucoup de choses.
Le pédagogue devrait avoir la curiosité de s'en enquérir, et savoir en

profiter...

CHAPITRE QUATORZIEME

La mesure de la muraille granitique » Une application du théoréme
des triangles semblables a La latitude de I'tle % Une excursion au
nord » Un banc d’huitres o Projets d’avenir «» Le passage du soleil
au méridien -» Les coordonnées de I'tle Lincoln.

Le lendemain, 16 avril, — dimanche de Paques, — les
colons sortaient des Cheminées au jour naissant, et procé-
daient au lavage de leur linge et au nettoyage de leurs véte-
ments. L'ingénieur comptait fabriquer du savon dés qu'il
se seralt procuré les matiéres premieres nécessaires a la
saponification, soude ou potasse, graisse ou huile. La ques-
tion si importante du renouvellement de la garde-robe
serait également traitée en temps et lieu. En tout cas, les
habits dureraient bien six mois encore, car ils étaient solides
et pouvaient résister aux fatigues des travaux manuels.
Mais tout dépendrait de la situation de I'ile par rapport aux
terres habitées. C'est ce qui serait déterminé ce jour méme,
si le temps le permettait.

Or, le soleil, se levant sur un horizon pur, annoncait
une journée magnifique, une de ces belles journées d'au-
tomne qui sont comme les derniers adieux de la saison
chaude.

[l s’agissait donc de compléter les éléments des observa-
tions de la veille, en mesurant la hauteur du plateau de
Grande-Vue au-dessus du niveau de la mer. .

« Ne vous faut-il pas un instrument analogue a celui qul
vous a servi hier ? demanda Harbert 4 I'ingénieur.

— Non, mon enfant, répondit celui-ci, nous allon§
procéder autrement, et d’'une maniére a4 peu prés ausst
précise. » .

Harbert, aimant a s'instruire de toutes choses, suivit
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LE TEST DE CLOSURE TESTE EN CLASSE
A.GAGATSIS et E. CHANEY

L'article qui suit a été rédigé en:commun par A.GAGATSIS, chercheur en didac-
tique a I'Université de Strasbourg et E. CHANEY, professeur au lycée Schweizer

de Mulhouse. Le lecteur distinguera sans peine les apports de l'un et de l'autre.

Etait-ce le souvenir des jeux dans les magazines avec la solution a lire a l'envers ?
l'idée de confronter les théses d'un chercheur avec ma réalité de "praticien" ?
le désir secret de voir de savantes constructions théoriques et de minutieuses

vérifications s'écrouler au contact brutal d'une classe ordinaire ?

Peu importe. La lecture et 1'étude de l'article d'A. GAGATSIS (1) me donna lv'envie
d'expérimenter le test de closure dans une classe de Seconde, coopérative et
intéressée (mais au niveau plutdt faible) sur un texte "scolaire". Pour plusieurs
raisons qu'il expose ci-dessous, le chercheur, qui avait travaillé sur 1'utilisation
du test pour des textes mathématiques -C'est le sujet de sa thése de 3éme cycle-

€tait disposé a conseiller et interpréter cette expérimentation.

Dans I'CUVERT N©°30, nous avons en effet présenté le test de closure et une expé-
rience en classe de Premiere. Ses résultats montraient que l'on peut appliquer ce

test a des textes mathématiques, mais quelques questions restaient posées :

1) Les textes proposés, portant sur la logique, étaient plutét de nature
littéraire. Les professeurs peuvent-ils utiliser le test avec les textes qu'ils utilisent
couramment ?

2) Les textes étaient relativement longs : 500 mots a peu pres. La procédure
convient-elle avec des textes courts ?

3) A quelles taches didactiques précises le test peut-il contribuer ?

4) Le test de closure est-il mieux"vécu" par les éléves que l'indispensable
contréle classique ?

5) Enfin s'il est possible pour un professeur de construire en quelques
minutes un test de closure; le temps de correction peut-il étre minimisé par une

procédure adaptée ?

§1. Les deux textes choisis.

La classe travaillait depuis deux mois sur le programme de géométrie :

constructions affines, vecteurs, barycentre... L'étude de quelques transforma-

(1) "Ont-ils compris 7' OUVERT N°30, p 17.
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tions du plan était envisagée depuis deux ou trois semaines. Les deux textes
reproduits aux pages 31 et 32 (texte A et texte B) correspondaient donc en
gros au programme traité, sous forme de rappels avec commentaires,

Trois différences apparaissent entre ces textes et ceux de l'expérience décri-
te dans le N°30.

o Ils sont relativement courts : 250 mots et symboles contre 500,
» IIs correspondent & un usage scolaire, lié au programme, alors que les
précédents portaient sur la logique.

» Ils sont proprement mathématiques.

D'autre: part ils sont de méme nature, de méme longueur et concernent tous deux

la géométrie plane.

Il faut cependant lés distinguer : les objets et les propriétés géométriques du texte
A sont connus depuis longtemps et son vocabulaire est familier aux éléves. Les
propriétés énoncées dans le texte B sont plus nouvelles et le vocabulaire moins
familier. En particulier son dernier paragraphe, qui donne une définition des appli-
cations affines, n'a pas été traité en cours, ni méme évoqué en travaux dirigés.

Il était donc raisonnable de considérer le texte B comme plus difficile, pour les éle-
ves de cette classe. D'ou la question :

Le test de closure mettra-t-il en évidence cette différence entre les deux textes ?
§2. La construction des tests et I'expérience en classe

Sur chaque texte, nous avons construit un test en supprimant un mot sur cing.
Pour que chacun comporte le méme nombre de trous (51), 1'un des trous du texte B
n'a pas été réalisé,

On trouvera aux pages 31 et 32 , face aux textes originaux, la copie de la feuille

qui fit distribuée aux éléves, en dimension réduite.

Pour bénéficier de l'effet de surprise, je n'avais pas prévenu les éleves. Me

voyant arriver avec des feuilles polycopiées a la main, ils se sont cru condamnés

a I'horrible "contréle-surprise”; certains cherchérent une copie blanche dans leur
classeur, d'autres s'apprétaient a argumenter... Le test fut présenté comme contri-
bution a un travail de recherche effectué a 1'IREM. Effet immédiat : les conversations
cessérent et l'attention se stabilisa & un haut niveau. Je pris mon temps pour exposer
le principe du test : les trous n'ont pas été choisis pour devenir des piéges, mais

par un procédé mécanique. Les symboles sont considérés comme mots...A la correction,
je me suis aperéu que je n'avais pas été clair sur le statut de 1’apostrophé (texte B,

3e paragraphe). Je recommandai de lire tout le texte, plusieurs fois si nécessaire,

avant de chercher a combler les trous.
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Deux points méritent d'étre signalés :

e Ne sachant pas, a priori, comment les éléves travailleraient, je leur ai
accordé le reste de l'heure (environ 40 minutes)pour répondre au test. Ce
fut trop long. Certains avaient fini bien avant tandis que d'autres se sont
crus obligés, vers la fin, de surcharger leur feuille de corrections. Dans une
autre expérience non mentionnée ici, la méme classe disposa de 25 mn, et cela

fut bien suffisant, pour ce texte, et a ce niveau.

e Pour diviser la classe en deux groupes homogenes, je distinguair dans chaque
rangée de tables le c6té Est du c6té Ouest. En établissant les moyennes de chaque
groupe, nous avons eu la surprise de les voir de niveau bien différents. Le -

groupe le plus faible était c6té Est. Celui de la fenétre. ..

D'une facon générale, les éléeves ont pris ce travail trés a coeur. Je les avais pré-
venus que la "pompe"” fausserait les résultats de l'expérience. Il semble qu'elle ait
éré trés limitée, sinon nulle.

Reste a savoir si cette procédure, employée régulierement et sans référence extra-

scolaire, bénéficierait des mémes conditions de sérieux et d'attention !
§3 La: répartition des trous

Les mots ou symboles supprimés dans chaque texte auraient du étre répartis en trois
catégories ("informationnels", " jangue ", "mathématiques”) si nous avions adopté

les regles détaillées dans 1l'article du N©30.

Cependant la distinction des trous mathématiques pose deux problémes :

e Elle complique la correction des copies, allonge les calculs 2 effectuer, et rend
plus délicate l'interprétation des résultats.

o Plusieurs des symboles mathématiques pouvaient étre considérés comme "informa-
tionnels”, puisqu'ils sont liés au contenu mathématique des textes. Ces textes
ne présentent pas de parties mathématiques bien différenciées du reste. Pourquoi
alors distinguer certains mots pour la seule raison qu'ils sont désignés par un
symbole ?

L'écriture symbolique ne sert qu'a désigner un objet, par une notation utilisant
lettre, 'signe ou une combinaison des deux. Ce code coexiste dans le texte
mathématique avec cet autre code qu'est la langue naturelle.

Pour en rester aux textes proposés, il existe cependant au moins une différence

entre la langue naturelle et 1'écriture symbolique
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Celle-ci ne permet pas le renvoi a d'autres éléments du discours, comme le font les
déterminants a l'intérieur d'un discours en langue naturelle, par "effet de contexte".
Le renvoi a un symbole se fait uniquement par son éventuelle répétition. C'est aussi

le cas dans la langue naturelle pour les noms propres,

Ainsi, dans les textes proposés -sinon dans d'autres— une deuxiéme occurence de

i"/, T, D, A etc... évite d'alourdir le texte par l'emploi de "ce vecteur’ "cette droite",
ce point" etc.

Dans quelle catégorie fallait-il donc ranger les trous "mathématiques"” ?

Certains d'entre eux seraient peut-étre a placer parmi les trous'"langue’. Mais

en 1' absence de test mathématique fondant rigoureusement cette distinction, nous

avons préféré les compter parmi les trous "informationnels", attribution qui ne fait

aucun doute pour la plupart d'entre eux.

Les 51 trous de chaque texte se répartissent alors ainsi :

informationnel langue
texte A 27 24
texte B 28 23

§3. Une procédure de correction rapide

Un professeur ne dispose pas souvent du temps qu'un chercheur peut sacrifier a
la correction et a 1'étude des résultats d'un test. Le temps de correction ne doit
certainement pas excéder celui du contrdle d'une demi-heure.
Pour celd, nous avons travaillé de la facon suivante :

e superposition d'une feuille de calque a un exemplaire de la feuille distribuée aux
éleves, dont les trous sont remplis par le correcteur.
tracé d'un large rectangle sur le calque pour repérer la position exacte de
chaque trou "informationnel". (un autre calque sera nécessaire pour les trous
"langue ") .
e Notation sous chaque rectangle du mot manquant (voir Fig.1).
En superposant ce calque a chaque éleve, on repére immédiatement les trous

correctement remplis, dont on compte le nombre.

®* Les scores obtenus ont été rapportés sur une feuille de type "

programmeur”.
N'importe quelle feuille quadrillée aurait fait 1'affaire. On obtient aussi vertica-

lement les scores par trous, et horizontalement les scores par éleves.

Il ne reste plus qu'a calculer les pourcentages de réussite aux scores "langue',
"informationnel" et globaux (le test de closure proprement dit). Les calculs d'écarts~
type, ou de coefficients de corrélation n'ont d'intérét que pour discuter de la fiabilité
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du test.

§4 Les résultats

TABLEAU 1 : scores du texte A

,moyenne du

éléves | informationnel " Langue closure (global) trimestre

1 17/27= 63% 21/24= 88% 38/51 75% 11
2 16/27 59% 21/24 88% 37/51 73% 6
3 19/27 70% 20/24 83% 39/51 76% 4
4 16/27 59% 22/ 24 92% 38/51 75% 6
5 21/27 78% 19/24% 79% 40/51 78% 10
6 22/27 81% 20/24 83% 42/51 82% 11
7 15/27 56% 18/24 75% 33/51 65% 4
8 21/27 78% 20/24 83% 41/51 803 7
9 18/27 67% 22/24 92% 40/51 78% 10
10 19/27 70% 24/24 100% 43/51 84% 8
11 22/27 81% 21/24 88% 43/51 84% 10
12 23127 85% 21/24 88% 44/51 86% 16
13 21/27 78% 18/24 75% 39/51 76% 6
14 20/27 74% 19/24 79% 39/51 76% 8
15 20/27 74% 21/24 88% 41/51 80% 7

m = 71,53 @ = 85,40 M = 77,87 i = 8,27

Lo = 9,07 o= 6,81 o= 5,24 ° -3,15

coefficients de corrélation :

. informationnel - langue : 14%
. informationnel - notes : 57%
. langue - notes : 27%
. closure - notes : 67%
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TABLEAU 2:

scores du texte B

moyenne du

éléeves | informationnel langue closure (global) 2e trimestre
1 23/28 82% 19/23 82% | 42/51 82% 18
2 16/28 57% 19/23 83% | 35/51 69% 13
3 21/28 43% 18/23 78% | 30/51 53% 8
4 21/28 75% 19/23 83% | 40/51 78% 10
5 18/28 64% 18/23 78% | 36/51 71% 11
6 19/28 68% 17/23 74% 36/51 71% 9
7 18/28 04% 19/23 83% 37/51 73% 8
8 18/28 64% 20/23 87% 38/51 75% 18
9 15/28 50% 1823  78% 32/51 63% 6
10 16/28 57% 16/23 70% 32/51 63% 11
11 7/28 46% 16/23 70% 29/51 57% 9
12 13/28 46% 16/23 70% 29/51 57% 9
13 22/28 79% 21/23 91% 43/51 84% 14
14 16/28 57% 18/23 78% 34/51 67% 8
15 21/28 75% 19/23 83% 40/51 78% 9
m = 60,40 m = 79,27 m = 69,00 m = 10,53
o = 15,22 O = 6,32 9= 10,39 9= 3,76
coefficients de corrélation :
informationnel - langue : 69%
. informationnel - notes 59%
langue - notes 57%
closure - notes 63%
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§ 5. Ce qui distingue les deux textes.

o Comme prévu, le texte B se pévele plus difficile que le texte A : les scores
informationnels différent de 11% et les scores globaux de 9%, ce qui fournit une
nette distinction. Par contre les scores "langue ", qui ne différent que de 6%, sont
plus proches. Cela tient peut-étre au fait que dans les trous "langue" du texte B,
on trouve des mots a forte signification mathématique : invariant, aucun, unique,
tout.

¢ Une autre particularité distingue les deux textes : l'écart-type pour le score
informationnel du texte B est plus élevé que son homologue du texte A : 15,2
contre 9. Autrement dit le texte B établit une discrimination plus nette des éléves
entre eux. Ce qui s'accorde bien avec le fait que les éléves connaissaient mieux
le texte A
Il faut cependant noter que cette différence entre les deux textes n'apparalt plus

dans les écarts-type des scores langue.

e Une troisieme constatation oppose les deux textes : la corrélation entre les
scores informationnel et langue est presque nulle pour le texte A, et assez élevée
pour le texte B. L'explication de cette différence est & chercher dans les deux
raisons déja avancées : familiarité du texte A, contenu mathématique des trous

"langue" du texte B.

Ainsi le test distingue nettement les deux textes. Ils sont pourtant de méme
nature, de méme longueur, usant du méme type de vocabulaire, et rédigés par le
méme professeur.

On est en présence d'une situation ol le contenu est un facteur décisif de
compréhension : méme un lecteur expérimenté peut ne pas comprendre le contenu
d'un texte portant sur un sujet qui lui est étranger. Le vocabulaire et la structure
peuvent étre simples, l'absence de familiarité avec des concepts spécifiques

entrave la compréhension,

§ 6. Le test de closure et les notes des éléves.

Pour juger la validité du test de closure, on compare ses résultats avec ceux

des meilleurs tests classiques de compréhension, par un calcul de corrélation. Nous
ne l'avons pas fait, dans cette expérience. (On trouvera dans (4) une telle validation)
Les notes du trimestre - quatre contréles de géométrie- nous ont parus susceptibles
de fournir une aussi bonne classification.

Or, les corrélations entre les notes et les scores informationnel ou "langue" sont
relativement élevés., Nous pensons méme qu'elles seraient plus élevées avec un

plus grand nombre d'éleves, les cas marginaux pesant alors moins fortement.

27



Ces cas existent. Pour réussir au test, il faut une bonne compréhension, mais la
réciproque n'est pas toujours vraie : les éléves (2) et (8), confrontés au texte B
n'ont pas réussi alors qu'ils avaient fait la preuve:=de leur bonne compréhension.

D'autre part, on ne peut complétement exclure toute possibilité de "pompe".

En éliminant les éleves (1), (3),(8), (13) pour le texte A et (2),(8),(14), (15)
pour le texte B, on parvient en effet aux coefficients de corrélation suivants

(auxquels il n'est possible d'accorder qu'une valeur indicative, et non plus statistique) :

texte A texte B
notes - informationnel 84% 79%
notes - langue 13% 50%
notes - closure 78% 75%

Pour les scores "informationnel" et "closure", on obtient des coefficients tres élevés.

Faut-il en conclure que le test de closure fournit un instrument universel de
mesure de la compréhension ?
Sans aller jusque la, ces corrélations montrent qu'il mesure nettement plus que

l'entendement de courtes portions de messages.

§ 7. Quelques erreurs des éleves

texte A :

» Aucun éléve n'a rempli correctement le trou équipollence, le reflexe étant,

apres "classe" de penser "équivalence".

» Dans les phrases qui suivent, le mot bipoint est supprimé deux fois. Un seul

éleve les a rétabli tous les deux.

o Enfin le dermier paragraphe est instructif. Les éléves avaient affaire a :

D" et "A" ont été trouvés par 93% et 87% des éléves, mais 7/15 (47%) n'ont pas

trouvé "0,
Texte B :
o Dans la premieére phrase, le "trou" application n'a été correctement rempli que

par 6 éléeves sur 15,

s Dans la phrase :

homothétie ossede N 4
ne ......... ae centre O (...) PO>2F0C, la méme propriété.



Le trou homothétie @ €té trouvé par 7 éléves. Aucun n'a rétabli posséde.

o Dans la phrase portant sur la symétrie centrale, le mot unique a été trouvé

par 8 éleves.
» Dans la phrase :

La symétrie de centre ... O ... est une homothétie (...) de rapport ......... 1

Deux éléves seulement ont retrouvé le signe moins. Les homothéties de rapport
négatif ne sont pas bien comprises.

o La phrase portant sur la conservation de l'alignement exprime une caractérisation
des transformations affines inconnue des éléves.

Cinqg éleves ont cependant retrouvé le mot alignés. Six ont rétabli le mot affine

dans l'avant derniere phrase.

§8 Conclusions

Sous la forme courante, le test de closure ne porte que sur le score global. Mais

un professeur de mathématique peut-il affirmer qu'un éléeve a compris un texte,

sous prétexte qu'il aurait correctement rempli des trous comme le, un, car, de etc ?
L'expérience qui vient d'étre relatée justifie en partie la réticence évoquée ci-dessus.
En effet, les scores globaux difféerent de 9% d'un texte a l'autre. Alors que les scores
informationnels difféerent de 11% et les scores "langue" de 6%. En confondant ces

deux dimensions le score global atténue l'inégalité de difficulté de reconstitution

des deux textes.

La distinction des deux scores permet d'envisager 1'utilisation du test de closure
a des fins didactiques : l'obtention d'un bon résultat au score informationnel a
certainement plus de rapport avec un apprentissage réussi qu'un score global élevé(*).
L'ayant ainsi affiné, on peut envisagér d'utiliser le test de closure comme instrument
didactique de tous les jours :

o Un professeur désire reprendre le programme de géométrie apreés avoir fait de
I'analyse pendant deux mois. Les éleéves ont-ils un souvenir assez vivace des
notions géométriques étudiées auparavant ? Un test de closure portant sur le
chapitre a venir, et utilisant les notions que le professeur espére connues,
donnera une idée de la réponse : le score informationnel et I'étude des erreurs

des éleves permettra de savoir si les prérequis du chapitre sont la ou non.

(*) Ce point de vue mérite d'étre nuancé : les expériences faites dans des classes

de college indiquent que le score global reflete un certain degré de compréhension.
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¢ Une notion nouvelle a-t-elle été assimilée ? Le test de closure peut apporter une
réponse complémentaire a la réussite- ou a 1'échec- aux indispensables exercices
de contréle. Ces derniers, outre la compréhension de la notion nouvelle,
demandent de pouvoir résoudre, en temps limité, le probléeme spécifique de
l'exercice. Or pour nombre d'éleves, l'angoisse de la note provoquée par le
contrdle inhibe les capacités de recherche. L'expérience indique que le test
de closure est "mieux vécu" par les éleves : se livrer- méme avec le plus grand
sérieux~ au jeu consistant a remplir des trous est probablement moins angoissant

que de sécher sur un énoncé,

Pour toutes ces raisons, le test de closure nous parait susceptible de rendre
d'appréciables services dans la pratique de l'enseignement. Méme si son utilisation
peut demander de remettre en cause quelques idées recues, et de longues

habitudes.

N‘EYEQ F'uu\gou
2ix TEXTE A TEXTE A

plan

’Liz(as&l\:ijteu;.s du/tf‘&wl sont \df:}eaclasseshd' Epuipollnce bipornty
27‘/" e bipoints. Si deux ...:ﬂde méme docx

origine représentent .. .2 vecteurs égaux,
o sont
leurs extrémités 404“’(: les mémes. Si deux

Fig.1 copie d'éleve grille de correction
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TEXTE A

Les vecteurs du plan sont des classes
d'équipollence de bipoints. Si deux bi-
points de m&me origine représentent deux
vecteurs égaux, leurs extrémités sont les
mémes. Si1 deux bipoints de méme origine
représentent deux vecteurs opposés, leurs
extrémités sont symétriques par rapport
a leur origine.

Le vecteur nul est représenté par tout
bipoint dont l'origine et 1'extrémité
sont confondues.

Deux vecteurs sont colinéaires si et seu-
lement si les bipoints qui les représen-
tent sont portés par des droites parallé-
les. Par conséquent le vecteur nul est
colinéaire 3 tout autre vecteur.

Deux vecteurs U et V sont colindaires si
et seulement si il existe un nombre réel
k tel que U=k VouV=rU.

Deux vecteurs U et V sont colinéaires si
et seulement si leur déterminant calculé
dans une base gquelconque est nul. Le cal-
cul du déterminant de deux vecteurs est
un test permettant de savoir s'ils sont
colinéaires ou au contraire indépendants.
Les équations paramétriques d'une droite
(D) définie par un point A et un vecteur
directeur U s'obtiennent en écrivant
We (D)o AN = k.U ; le paramdtre k étant
la mesure algébrique du vecteur AM, 1'u-
nité et l'orientation étant définies par
le vecteur U.

Une équation cartésienne d'une droite (D)
définie par un point A et un vecteur di-
recteur U s'obtient en écrivant

WE(D)edet (A M, U) = 0.
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TEXTE A

Les vecteurs du ..... sont des classes d!
..... de bipoints. S$i deux ..... de néme
origine représentent ..... vecteurs égaux,
leurs extrémités ..... les mémes. Si deux
..... de méme origine représentent .....

vecteurs opposés, leurs extrémités

symétriques par rapport 3 ..... origine.
Le vecteur nul ..... représenté par tout
bipoint ..... l'origine et 1'..... sont

confondues.

Deux vecteurs ..... colinéaires si et seu-
Tement ..... les bipoints qui les .....
sont portés par des ..... paralléles. Par
conséquent le ..... nul est colinéaire 3
..... autre vecteur.

Ivd . Ve -
Deux vecteurs ..... et V sont colinéaires

..... et seulement si il ..... un nombre

..... sont colinéaires
si et ..... si leur déterminant calculé
..... une base quelconque est ..... . Le
calcul du déterminant ..... deux vecteurs
est un ..... permettant de savoir s'.....
sont colinéaires ou au ..... , indépendants
Les équations paramétriques ..... une
droite (D..... définie par un ..... A et
un vecteur ..... if s'obtiennent en .....:
mem..... Moo= ... U 1e paramétre
k oo, la mesure algébrique du ..... Kg,
Tlunité ..., ltorientation étant définies
..... le vecteur U,

Une ..... cartésienne d'une  droite .....
D) définie par ..... point A et un .....
directeur U s'obtient ..... écrivant

e (... )<= det( ..., n, U) = ...



TEXTE B

Une transformation F du plan affine P est
une application bijective de P sur lui-
méme.
Si 0 e t A sont deux droites sécantes,
la projection sur D parallélement 3
O n'est pas une transformation : tout
point A de D admet pour antécédents les
points de la droite passant par A et pa-
rallele a A
Un point est "fixe" ou 'invariant" par
F s'1l est égal & son image par F. Un en-
semble de points E est dit "globalement
invariant" si l'ensemble des images de
ses points est £ lui-m8me. La translation
E;} de vecteur U n'admet aucun point in-
variant, sauf si U = 0. Dans ce cas,?§&
est 1'identité. Si T # 0, toute droite
de vecteur directeur U est globalement
invariante par t?g, bien qu'aucun de ses
points ne soit fixe. Une symétrie SO de
centre o, a pour unique point fixe son
centre. Mais toute droite passant par o
est globalement invariante. Une homothé-
tie de centre o et de rapport différent
de 1 posséde la mEme propriété. Dlail-
leurs la symétrie de centre o est une ho-
mothétie de centre o et de rapport - 1.
Une transformation F est dite "affine"
si elle conserve ltalignement

(A,8,C, distincts et alignés) =>

(F(A), F(B), F(C) alignés).
Les translations, les symétries et les
homothéties sont affines. L'ensemble des
points invariants d'une transformation
affine est soit un point, soit une droi-

te, soit le plan tout entier.
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TEXTE B

Une transformation F du ..... affine P

est une ..... bijective de P sur

SiDet ..... sont deux droites sécantes,
..... projection sur D paralldlement.....
A ntest pas ..... transformation : tout
point A ..... D admet pour antécédents

..... points de la droite

paralléle & .....

Un point est ..... ou M"invariant" par F
..... il est égal & ..... image par F. Un
..... de points E est ..... "globalement
invariant" si 1' ..... des images de ses
..... est £ lui-méme. ..... translation
Ej}f de vecteur ..... n'admet aucun point
..... , sauf si U = ..... Dans ce cas,

Z?% ..... 1'identité, Si U ..... 0, toute

droite de ..... directeur U est globale-

points ne ..... fixe. Une symétrie S .....
0
centre o, a pour ..... point fixe son cen-

tre. Mais toute droite passant par

.....

est globalement invariante. Une ..... de
centre o et ..... rapport différents de
)N la méme propriété. D' ..... la sy-
métrie de centre ..... est une homothétie
de ..... o et de rapport ..... 1.
Une transformation F ..... dite "affine"
sielle ..... l1talignement

(A, o.... , C, distincts et alignés
=(F(..... ), F(B ..... . FlC) ..., )
Les translations, les ..... et les homo-
théties sont ..... L'ensemble des points
..... d'une transformation affine .....
soit un point, soit ..... droite, soit
le plan ..... entier
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UNE SUITE REMARQUABLE
E. EHRHART

Depuis 1'Antiquité le probléme des nombres parfaits n'a cessé
d'intriguer les mathématiciens. Ce probléme, posé par Euclide et partiellement

résolu par Euler, nous a conduit a étudier la suite

(0_ désigne traditionnellement la somme des diviseurs de n). Elle étonne par
n
l'infinité de ses oscillations capricieuses et son extréme lenteur a atteindre

de grandes valeurs, lenteur comparable a celle de lln.

[ VARIATIONS ET LIMITES

Descartes nota que Onm = Un O si n et m sont premiers entre

eux ; sinon on montre sans peine que O m < AN D'olt immédiatement :

THEOREME 1. Si n et m sont premiers entre eux, U =U _U_; sinon U <U U
n n m nm

m n m’

Voici, au demi-centiéme prés, les premiéres valeurs de Un :
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Un 1 1,5 1,33 1,75 1,2 2 1,14 1,88 1,44 1,8 1,09 2,33 1,08 1,71 1,6 1,94
11 est clair que Un » 1 et que, p désignant un nombre premier,
la suite Up est décroissante et tend vers 1, car U_ =1 + S . On constate une

certaine régularité initiale : le sens de variation de Un change a tout n < 62.

Les premiéres valeurs de U(k!), approchées pour k > 5, sont :
k 1 2 3 4 5 6 7 3 9 10 - - 13 - - 20~ .30
Uk!) 1 1,5 2 2,5 3 3,36 3,84 3,95 4,08 4,22 - - 4,99 - - 5,71-.6,26

Généralement n < k! entraine Un {U(k!). Mais pas toujours ;
ainsi 30240 < 8!, et pourtant U(30240) = 4 (valeur signalée par Descartes) dépasse
U(8!) =3,95,
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THEOREME 2. La suite U(k!) est croissante et tend vers lfinfini.

1) U(k!) croit. Sia® bP ... ¢

(k-1)!

est la décomposition en facteurs premiers de

2

o [(k—l)!] = (1+a+a2+...+a %y (1+b+b +...+bB )...(1+c+c‘2+...+cY ).

Si k est premier

U(k!) = U [(k—n!} U > U {(k—l)!] .

Sinon, tout facteur de la décomposition de k est tiré de la liste a, b, ... c.
!
Si a% est ce facteur, il multiplie U [(k—l) !] par :

o+ o o+o'+]1 o+al'+l
a -1 a -1

= = > 1
(1+a+a2+. ..+a%)a o (a® +1—1)aa ' aOMOL'H-aOC ’

1+a+a2+. .. ta

2) U(k!) tend vers l'infini. Soient P1:Pyy P, les nombres premiers jusqu'a

p... Alors
r 1 1, ( 1,
Up. ) >l +=)(1+—=) ... (1+—=
pr Py pz P,
et
1 1 1 1 1 1 1 1
UMD >PIn(l +—=) +In{l +-=) +...+1In(l + =) = 3§ —=- 2 § -5 + = 5 —= ..
Pr Py P> P, P; 2Pyt 37 p?

les sommations se faisant dei =1ai =r. On sait que I — -+ « avec r tandis
. . i
que les autres sommes, en ordre décroissant, convergent.” Donc U(p!) = «

avec p et par suite aussi U(k!) avec k, puisque U(k!) est croissant.

THEOREME 3. La suite U(Ak) est croissante et tend vers un nombre fini, quel
que soit I'entier donné A.
L

Si, décomposé en facteurs premiers, A = a . ¢ Y, alors

ak) - (3 Pkl b PRy (YR

(a-1) (b-1)...(c-1)

1 1 1
Donc @a-—)(b-—=+)...(c- —+)
ak Rk k
U(Ak) _ a b cY
(a~1)(b-1)...(c-1)
ab ... ¢

croit et tend vers G-D (-1 ... (1) "
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Exemple : la suite U(lOk) croit et tend vers %——Z— = 2,5,

THEOREME 4. Pour tout nombre premier p, U(p-k) < 2 quel que soit k.

Car U(pk) croit avec k et tend vers ;_)Ei-l € 2.

Exemple : la suite U(2X) = 2- — croit et tend vers 2.
2

THEOREME 5. Quel que soit I'entier donné k, si le nombre premier p croit, alors

U(pk) décrofit et tend vers 1.

k. k-1
]
Car U(pk):p P +...+p+1:1+l+_]:5+-'.+__;
pk P P pk

IT NOMBRES PARFAITS ET U, ENTIERS

DEFINITION : On appelle nombre parfait un entier n égal a la somme de ses parties

aliquotes, donc tel que Un = 2.

Exemple : 6 =1 + 2 + 3 est un nombre parfait et U6 = _11_2%}163: 2.
. . . k, o k+l .
Euclide savait que tout entier de la forme 27 (27 "-1) est parfait,
si 2k+1—1 est un nombre premier et k ) 1. Mais Euler montra :

THEOREME 6. Les entiers d'Euclide sont les seuls nombres parfaits pairs.

Voici, courte et élégante, la démonstration de cette proposition
par Dickson [1]:
Soit qu un nombre parfait, ot g est impair et k » 1. Alors
s

) -
qu

k

U(2™¢q = 2

s €étant la somme des diviseurs de q. On en tire

Par suite 2k+1_1 1 (car sinon les termes q, 2k+1-1 , 1 figureraient dans la

somme s), et alors q est premier, puisque s = q + 1.
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Y a-t-il des nombres parfaits impairs ? Nul ne le sait. Cette question millénaire
est une des plus énigmatiques qui soient. On a comparé sa difficulté a celle de
la transcendance de 7 (avant la démonstration historique de Lindemann) ou
celle du probleme ouvert de Fermat. On sait que si un tel entier existait, il
aurait au moins 200 chiffres [2] . Nous avons montré que pour n impair Un
prend aussi souvent que l'on veut des valeurs aussi proches de 2 que l'on
désire.

Alors que U1 =1, U6 =2, U 3, U30240 = 4, le plus petit

120 ~
n connu pour Un = 6 dépasse 1028. Quant aux 5 nombres n connus pour U_ = 8,

ils sont immenses, le plus petit étant de l'ordre de 10140 [2]
Descartes et Fermat, entre autres, cherchaient assidiiment des
valeurs de n qui rendent Un entier. A part 1 et 6, toutes les valeurs trouvées

actuellement sont multiples de 4. D'ol notre supposition :

CONJECTURE. A part 1, aucun n impair ne rend Un entier.

RESUME

N'est-elle pas curieuse, cette suite rationnelle Un’ qui prend
sporadiquement des valeurs entiéres, qui, sauf au début, oscille irréguliérement
- probablement entre 1 et 6 pour n < 1017 * - et qui contient a la fois une suite
U(pk) décroissante et tendant vers 1, une suite constante U(Ek) =2, Ek étant
le k-ieme entier d'Euclide, des suites U(Ak) croissantes tendant vers des nombres

finis et deux suites U(k!) et U(plpz. . .pk) croissantes et tendant vers 1'infini ?

Avec Url on voit un exemple d'étude d'une suite instable.

* L'exemple extréme est sans doute

n =230 57.11.13.17.19.23.29.31 = 0,998.101"

avec U = 5,999,
n

REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES

[1:1 L. Dickson, Amer. Math. Monthly, 18, 109 (1911).
[2] R. Guy, Unsolved problems in number theory, Vol. 1, pp 25-29,
Springer, New York - Berlin (1981).
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UN NOUVEAU MANUEL (SUITE DE LA PAGE 1)

Le lecteur aura vite compris que le soi-disant "nouveau" manuel date quelgue
P 1 , q q

peu. Les définitions des limites et de la continuité n'ont pas beaucoup vieilli

(si ce n'est la désignation de I'image de s par f par la lettre y ~ mais pourquoi

pas !-et l'utilisation d'un "filtre" différent pour la limite en un point) et

pourtant le manuel date de 1902. En voici la page de garde (*)

Lecons
d’ Algebre
élémenlaire

PAR

C. Bourlet

Doctenr ¢ scionces mathématiques, Professenr o mathématiques apdciales an lycde Saint-Louis.

Deuxiéme édition revue et complétée.

PARIS
Librairie Armand Colin

5, rue de Mdoézicres, O
1002

Tous drods réseryity,

(*) Cet ouvrage ainsi que quelques autres précieux documents ont été offerts

4 la Bibliothéque de 1'IREM par notre collegue Roger ISS.
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L'ouvrage fait partie du "Cours complet de mathématiques élémentaires”
publié sous la direction de Darboux. On remarquera que les notions de

base de l'Analyse sont classées dans le volume d'"Algébre élémentaire".

Un mot de l'auteur. Carlo BOURLET, professeur de Mathématiques Spéciales
au Lycée st Louis, enseignait également a 1'Ecole des Beaux~Arts. Sa thése
de doctorat portait sur certains types d'équations différentielles, mais c'est
dans un domaine inattendu que ce professeur de Taupe obtint son meilleur
succés de librairie : conseiller technique au Touring-Club de France, il
s'interessait de preés au cyclisme et publia en 1895 un "Traité des bicycles

et bicyclettes", réédité avec des corrections en 1898. Le sujet a certainement
été approfondi depuis 1'époque ot C. Bourlet s'estime le premier a avoir tenu
compte de la résistance de l'air dans ses calculs. L'OUVERT vous tend la
perche et reviendra probablement sur ce sujet., Cependant, deux résultats
apparemment paradoxaux méritent d'étre signalés :

* Lorsque le vent souffle derriére le cycliste, mais latéralement, il introdui-
rait une résistance supérieure a celle de l'air calme, lorsque l'angle qu'il

fait avec la trajectoire dépasse une certaine valeur.

* Dans une course a départ arrété, il existe pour un coureur, une machine
et une distance données, une vitesse optimale minimisant le temps de parcours.
Le calcul de cette vitesse optimale se fait en cherchant le minimum de t(vl)

dans la relation :

D [T — kP — LhSutd | -+ Mu2d

t(vl) =

20, l'T — kPd — I) hSul'-’dl
De quoi faire méditer les nostalgiques du Vel d'Hiv !

C. Bourlet fut également une grande figure de 'A.P.M.

Pour en revenir au livre de Math.Elem, son esprit résolument moderne reste
frappant. Les lecteurs de I'OUVERT se souviennent peut-étre de la copie

de 1'éléeve BERGSON au Concours général de 1876 (*). Il devait, en particulier,

trouver l'aire de la section maximale d'un cube par un plan perpendiculaire a

I'une de ses diagonales. Le candidat obtint des formules du second degré et
(*) OUVERT n° 24, p. 1.
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en chercha le maximum par diverses méthodes, mais sans utiliser la dérivation.
Or, dans son ouvrage, C. BOURLET annonce avoir "résolument abandonné,
pour l'étude de la variation des fonctions, la méthode élémentaire” et avoir

"adopté celle des dérivées'. Il ajoute : "Au premier abord, eeci peut paraitre

une hardiesse' ...

En conclusion, voici la présentation de l'ensemble des entiers, négatifs ou

positifs, proposée en appendice

On  peut définir les nombres négatifs de la facon suivante, due &

M. Weiersirass
Soient A et B deux nombres arithmétiques. On appelle nombre algébrique
Vensemble de ces deux nombres pris dans un cerlain ovdre : par exemple, A le
premier, B le second. Représentons le nombre algébrigue ainst défini par le symbole

(A, B).

Cette nouvelle classe de nombres sera parfaitement définie si on définit Végalité,
I'addition et le produit de deux de ces nombres.
1o On aura, par définition,

(A, By= (A", B)
s A+ T =A 4B
On remarquera que ceci entraine

(L 1) ={(0, 0)

et quiil ya une infinité de couples de nombres arithmétiques définissant le méme
nombre algébrique.
2° Par définition on aura, aussi,

(4, By + (A, B)={A+ A, B4+B)
et
' (A, B)><(A’, B')=(AA'+ BB, AR+ BA").

De ces tléﬁniti.ons résulteront les définitions de la différence et du quotient de deux
nombres legé!n'xquos. On vérificrn quo les opdrations ainsi définios jouissent dos
fnﬂ,mes propriéiés que los opérations arithmétiques, On verra, ensuile, que, suns
introduire de contradiction, on pourra faire la convention . -

(A. U) pem=d A
Tout nombre algébrique (A, B) s'¢erira, alors,
(A, By==(A, 0) 4 (0, Bj==A + (0, B).
Les seuls nombres nouveaux & introduire seront les nombres de la forme
(0, A)

el, par la nouvelle convention de désigner le nombre (0, A} par le symbole — A, on
sera ramené & la notation ordinaire des nombres négatifs.

En 1902, dans un manuel de Terminale, ..
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FAISONS UN TOUR A LA BIBLIOTHEQUE DE L'I.R.E.M.

Pendant les vacances, la bibliothéque de I'IREM s'est considérablement

agrandie afin de mieux vous accueillir.

Vous y trouverez, outre les brochures des différents IREM, des ouvrages
concernant :
- la philosophie et la pédagogie générale, des réflexions sur
1'éducation et 1'école, la psychologie,
- la didactique, l'heuristique,
- la numération, l'algebre, la géométrie et l'analyse,
- les mathématiques appliquées,
- des recueils d'exercices,
- la maternelle et le primaire,
- l'histoire des mathématiques, des dictionnaires et des
bibliographies,
- des jeux, matériels divers (calculatrices électroniques),
des divertissements mathématiques,
- les calculettes, micro-ordinateurs et ordinateurs,
~ des compte-rendus de colloques, de séminaires, enquétes,
rapports,
- des théses,
- les brochures de I'A.P.M. (également en vente),
- l'astronomie,

- des manuels de la 6e a la Terminale (récents et plus anciens).
Sont également a votre disposition un grand nombre de revues trés variées.,

Les horaires d'ouverture sont les suivants :

~de 89302 12 P et de 140 5 170

du lundi aprés-midi au vendredi soir.

C'est avec plaisir que nous vous accueillerons et que nous répondrons a vos

questions.
Les bibliothécaires.
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UNE EXPOSITION SCIENTIFIQUE

A STRASBOURG

EN 1984

Du 28 avril au 6 mai 1984, a la foire de printemps
a Strasbourg, 1200 m? seront réservés a une exposition scientifique
patronnée par 1l'Association pour les musées des sciences de Strasbourg.
Astronomie, Géologie, Mécanique des fluides, Chimie ... et bien sfr

mathématiques seront proposés aux visiteurs.

De plus amples informations vous seront données ultérieu-

rement, mais retenez dés a présent ces dates.
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