SUR LES TRIANGLES DICPHANTIENS

\

Deux problemes de triangles dLoﬁmntiens (c'est-a-dire a c6tés entiers) sont

classiques,

1. Trouver tous les triangles rectangles diophantiens . Rappelons la solution

Les mesures des cOtés sont

2
a=k(n" + mz), b = k(n2 - mz), ¢ = 2knm

ot n et m sont des entiers arbitraires premiers entre eux, dont 1'un est

pair (n> m) etK ynfacteur entier quelconque.l1]

2. Quel est le nombre u de triangles diophantiens de périmétre n ? Dans [21.

on donne la solution sous la forme curieuse

_ n2 n n+2
oo il -1
ot figurent a la fois les notations {- -} de partie entiére et “ - fn d'en-

tier le plus proche. Dans [3], on trouve le résultat élégant

(2
4“Z.g._" si n est pair
u o= ,
n_+ 6n
48

“ sinon .

S

Mais pour arriver a cette formule condensée, Yaglom examine 1'un apres 1l'autre

12 cas, suivant les classes résiduelles de n modulo 12.

On va établir ce résultat simplement et automatiquement par notre "méthode

"
des polyedres [4}. Il est vrai qu'on s'appuiera implicitement sur trois

théorémes de [4), que le lecteur ignore sans doute; mais cela ne 1'empéchera
guere de comprendre le principe de la méthode.

On se servira de la notation de nombre périodique Ea1, Bys +ees ak]. Ce cro-

chet, fonction de n, est égal a celui des a; dont le rang i=n, modulo k.

Par exemple [a,b] vaut a si n est impair, b s'il est pair.
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Résolution du probléme 2. Soient par ordre de grandeur x,y,z les mesures

entiéres des cOtés du triangle. Alors,
X+y+z=n, 0€x &y &z<4x+y.

Donc u  compte les solutions entiéres du systéme a deux inconnues

(1) 0<x&€y , 2x + 2y > n , 2y + x& n.

Son domaine polygonal Dn dans le plan des x,y est le triangle semi-ouvert

(O,%) (%, %) 62, %J, obtenu en supprimant du triangle fermé le cOté fermé
n, ,n n
(O,E) (Z’ Z) . 2

. . n . .
L'aire de Dn étant 78 et les dénominateurs de ses sommets 2,3,4, on

sait [4] que u_ est de la forme :

48 u = n2 + [é,g}n + [;',b',cjf + [%",b",c"ﬁg_

Si s et c désignent le nombre de sommets et de cBtés du triangle supprimés

par les inéquations strictes de (1), on sait aussi [4] que

u =1-sg+c=1-2+1=0
)
Par suite, ¢' = 0 et
(2) 48u_ = n? + [a,b]n + [a',b'd + [a",b",c",é).
Soit v, le nombre de points entiers du "domaine réciproque" de Dn’ obtenu
en échangeant dans (1) les signes > et @ . D'aprés notre loi de réciproci-
té It v() = u(-n), de sorte que :

(3) 48 v = n2 - Ea,b}n + [B',a',d} + gb",b”,a”,g .

,%) & D (23 %), on constate pour n de 1 3 4 que

Dans le triangle (O 30 3

Pour déterminer les 7 inconnues a,b,a',b',a",b",c", on obtiént donc 7 équations
linéaires simples en écrivant (2) pour n de 1 3 3 et (3) pour n de 1 2 4.

La premiere de ces équations est par exemple

O=1+a+a' + a".
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On trouve ainsi sans peine le "polyndme arithmétique'.

@ u - n? + [6,00n - [16,16,Q + [9,12,21,0) .
n 48

Si dans [ﬁ}ion néglige les deux derniers nombres périodiques, l'erreur commise

. e s .1 ,
sur u_ est toujours inférieure a 5 en valeur absolue, de sorte que

n? [6,0]n “ .

48

u =|
n

1) Comme tout polyndme arithmétique de la forme n2+[a£an + [é’,b',c:] + [a",b",cﬁéﬁl

u vérifie la relation de récurrence linéaire (4).

Voici les premiéres valeurs de u

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

001 0 1 1 294 3 2 4 3

2) La méthode des polyedres donne de méme [ﬁ] le nombre de quadrilatéres convexes

inscriptibles diophantiens de périmétre n:

9, ©

n“ n? - [0,33n + {~7,20Q) u

96

NOTE HISTORIGUE

On sait bien que PYTHAGOKE connaissait le triangle rectangle (3,4,5). Dans notre
ére, DIOPHANTE (4e siécle) trouve les triangles & cdtés entiers (n2+ m2, nz - mz,
2 nm). BRAHMAGUPTA (6e siecle) signale le quadrilatére (25,52,60,39) & diagonales
perpendiculaires 56 et 63. PRAETORIUS (16e siécle) montre que pour le quadrilatére
inscriptible (116,105,87,106) les diagonales, 1'aire et le diamétre du cercle cir-

conscrits sont entiers (respectivement 143 et 144, 10296, 145).
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