LE THEOREME DES 12 COULEURS

Le théoréme des 4 couleurs démontré par Haken et Appel en 1200
heures d'ordinateurs en 1976 est susceptible de bien des générdiisations.
1°) Au lieu de travailler sur un plan, on travaille sur une surface

quelconque (voir Ouvert n®12 - Juin 1977).
2°) Au lieu de supposer les pays connexes (c'est-a-dire en un seul mor-
ceau), on suppose qu'ils ont au plus deux, trois, ..., 0 morceaux.
3°) En combinant les deux hypothéses précédentes on peut s¥intéresser
au coloriage de cartes comportant des pays non-connexes répartis
sur des surfaces quelconques, éventuellement non connexes.

Le plan et la sphére présentant les mémes caractéristiques pour ce
genre de probléme, imaginons que chaque pays (connexe) admette une
seule colonie (connexe). On peut imaginer les pays et les colonies sur
la méme planéte, ou bien sur deux planétes différentes. On peut aussi
imaginer un partage raisonnable pour l'exploitation des anneaux de Sa-
turne.

eesss Combien faut-il alors de couleurs ?

Théoréme. Si chaque pays d'une sphére a au plus une colonie coloriée de

[‘la méme facon que la métropole, alors il suffit de 12 couleurs.

Suivant une méthode habituelle dans ce genre de probléme, transfor-
mons la carte en un graphe de la fagon suivante:
Prenons un point dans chaque région (pays ou colonie); joignons deux points
s'ils correspondent & deux régions contiglies (ayant une frontiére commune).
Le graphe ainsi obtenu sera le graphe Cfqui est tracé sur la sphére.
Soit a son nombre d'arétes, s le nombre de sommets et f le nombre de "faces"
D'aprés le résultat d'Euler, on a @

s —a+f =2

* que l'on appelle aussi graphe colonial C
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Fabriquons maintenant un autre graphe que nous appellerons

graphe impérial G qui consiste & supposer que chaque pays et sa
colonie forment un seul et m&me empire,c'est-a~dire attribuons un seul
sommet & l'ensemble pays-~colonie. Cela revient & identifier dans C
les sommets correspondants au pays et & sa colonie., Le graphe G n'a

aucune raison de pouvoir E&tre tracé sur une sphére.

Exemple:

@
iq

35

la carte le graphe colonial le graphe impérial

Soit k le plus petit nombre de couleurs nécessaire pour colorier
G (on colorie les sommets et deux sommets de m&me couleur ne sont pas
joints par une aréte). Considérons alors un %7 . graphe G' de G nécessitant
égalemen? k couleurs pour son coloriage et tel que G' soit le plus petit
possible. _

Alors en chaque sommet de G' il arrive au moins k-1 arétes (car
si un sommet a moins de k-1 arftes, les autres peuvent &tre coloriés avec
k—1' couleurs et le graphe G' aussi puisqu'il suffira d'utiliser pour le
sommet provisoirement délaissé une des couleurs auxquelles il n'est pas
1ié).

Sowents! et a' le nombre de sommets et d'arftes de G'. On a
évidemment:

(k-1) s* €2 a!
puisqu'une aréte joint 2 sommets.

Mais d'aprés la construction de G', sous-graphe de G, lui-méme
construit a partir de C, on a:

a' La et s £2s'.



De plus pour C (tracé sur une sphére), il faut au moins
3 arétes pour limiter une "face! et 2 "faces" adjacentes définissent

une aréte donc:

3 £ 2a

Nous avons donc les relations:
s —-a+f =2
3 £ £ 2a
a' £ a
s <2 s
(k-1)s' < 2a?

qui conduisent a :
as 3s -6
a's a
s < 2gt
(k-1)s' € 2a°

puis &

al 63! - 6
(k-1)s' < 2a?
soit enfin, tout calcul fait:
(k-1)s' € 128" - 12
et en divisant par s' :
k-18 12 - l%—~< 12
s

ce qui prouve que

k€12 .

Autres résultats

1°) 83 au lieu d'avoir une seule colonie, chaque pays en a 2 Ou 3 .+...
on démontrer qu'il faut alors 18 ou 24 couleurs. Heawood a démon-
tré que si chaque pays admet au plus m composantes connexes, il
faut au plus 6 m couleurs.

2°) Dans le cas du tore, le probléme analogue est démontré pour toutes
les valeurs de m: Il faut et il suffit de ém + 1 couleurs.

3°) Dans le cas des 2§uanéhs ot chaque pays connexe d'une des planétes
a une colonie comnexe sur 1l'autre, il faut 9, 10, 11 ou 12 couleurs,

mais on n'en salt pas plus.
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