GROUPES FINIS *

La chasse est fermeée

Issue des travaux de A. Cauchy, E. Galois et C. Jordan,
la théorie des groupes finis s'est fortement développée A la fin
du 19éme siécle et au début du 20éme sidcle sous 1'impulsion de
W. Burnside, G. Frobenius, I. Schur et leurs éléves, pour connal-
tre ensuite une période de stagnation relative. Mais, & la suite
des travaux de R. Brauer, P. Hall et H. Zassenhaus, pour ne citer
qu'eux, cette théorie a connu depuis les années 50 un développe-
ment extraordinaire. Plusieurs problémes jugés en 1900 comme inac-
cessibles viennent de trouver une solution; tout récemment, en
1980, 1'un des plus importants dfentre eux, & savoir la détermi-
nation de tous les groupes finis simples, vient d'@tre résolu..Le
but des lignes qui suivent est de retracer briévement 1'histori-

que de cette découverte et de donner quelques références.

1. Groupes a dévisser et & étendre.

Tous les groupes dont il sera question sont finis. La

loi de composition d'un groupe sera notée multiplicativement et si

G est un groupe ou un ensemble fini, e désigne son cardinal. Rap-
pelons d'abord quelques définitions: si G est un groupe, un sous—
groupe H & G est dit distingué dans G si, pour tout g € G on a
§4Hg = H, ce qul signifie que §4hg e H quel que soit heH. Un grou-
pe G est dit simple si les seuls sous-~groupes distingués de G sont
les sous—groupes triviaux de G, c'est-a-dire G lui-méme et ﬂ=:§1} '
T désignant 1'élément neutre de G. Naturellement, si G est commuta-

tif (on dit aussi abélien), tout sous~groupe est distingué.
Voicl quelques exemples: 1) désignons par 33 le groupe des
permutations de {1, 2, 3k ; on a lS3i = 6 et 83 peut &tre décrit

par l'écriture en cycles de la maniére suivante:
s, =iid, (12), (13), (23), (123), (132)} . Par exemple
(13 2) est la permutation Ty33, 32, 2}31 tandis que (1 2) est la per-

% Voic.llarticle annoncé dans 1'Ouvert n°24
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mutation 1u2, 231, 353. I1 est alors facile de voir que
{ id, (123), (132 )} est un sous-groupe distingué de S,
tandis § ia, (12)} , §iq, (1 Y et {id, (2 3)§ sont des

sous—~groupes qui ne sont pas distingués dans 53.

2) Soit Q :i:t 1, £1i, £ j, £ k] 1le groupe des quaternions
avec ij = -ji = k, jk = ~kj = i, ki = -ik = j; il est facile
de vérifier que Q est un groupe non commutatif dont tous les
sous~-groupes sont distingués . Q est & ce titre un groupe assez

exceptionnel,

4
(12)(3 4), (14)(23), (13)(24), (1234), (143 2)}ntest

pas distingué; D4 est le groupe diédral d'ordre 8 et on peut se

le représenter comme le groupe des isométries planes qui inva-

3) Dans S, le groupe D4 défini par D, = {id, (13), (2 4),

rient globalement un carré.

Puisque 1l'ordre d'un sous—~groupe divise l'ordre d'un groupe
(théoréme de Lagrange), les groupes cycliques dtordre premier

sont évidemment simples. Il est trés facile de voir que ce sont
les seuls groupes simples comnutatifs; on obtient ainsi une pre-
miére série infinie de groupes finis gimples. Dans Sn’ groupe des
permutations de {1, 2y esey N } , le sous—groupea/n formé des per-
mutations paires est un sous~groupe distingué.

Disons tout de suite quearn est simple non abélien dés que np5.
Ce résultat pas tout & fait évident étant connu de Galois et c'est
parce quea 0 est simple, pour n>, 5, que l'équation générale de
degré n ne peut &tre résolue au moyen des seules opérations d'addi-
tion, de soustraction, de multiplication, de division et d'extrac-
tion de racines m iémes effectuées sur ces coefficients. Avec les
C]Jn(ner), on obtient donc une deuxiéme série infinie de groupes

simples.

Donnons maintenant 1'idée du dévissage d'un groupe: si G est
un groupe, ou bien G est simple ou bien il ne l'est pas: dans le pre-~

mier cas il n'y a rien & dire. Si G n'est pas simple, G posséde un
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sous—-groupe strict G, distingué, différent de 1 qu'on peut en outre

supposer maximal pou; ces propriétés. Dire qu'un sous-groupe H d'un
groupe G est distingué, ce qué l'on note HQ G, revient & dire que la
loi (gH)(g1H) = (gg,l)H munit 1'ensemble G/H des classes & gauche de G
modulo H d'une structure de groupe telle que l'application g pp gH
soit un homomorphisme surjectif de G sur G/H dont le noyau est préci-
sément H. Pour exprimer que H est distingué dans G et différent de G,
on écrit HQA G ou GPH. Revenons alors i notre groupe G et son sous-—

=

groupe distingué G dire que G , est maximal revient & dire que le

quotient G/G1 = H

11
] est simple.
On est donc dans la situation G = GOD"G1 avec Go/ G1 =WH1 simple et on

a une suite exacte Jl-9G1-9 GO—-> H1-?_']l. S5i maintenant G, est simple,

1

clest terminé, sinon il existe G, distingué maximal dans G1 et on a

2
G1 > G2 avec G,]/G2 = H,_ simple. Puis on recommence; comme G est fini

2
le processus s'arrte au bout d'un certain nombre de pas. Il est donc
clair qu'il existe une suite de sous-groupes emboftés:
G=GpG 6> ...»pG > G=1 avecH, = Gi_1/Gi simple pour
151 41(1. Une telle suite s'appelle une suite de Jordan-HOlder du grou-
pe G, I1 v a alors un théoréme (dit de Jordan——Hb'lder) qui affirme que

si on a une autre suite de Jordan-H8lder de G, soit:

G = G'OD G'1 > G'2b ...DG'm = J1, alors m =n et il existe une
permutation @~ dei Ty 2, eeey n} telle que H, = Gi-—1/ G, soit isomor-
phe & H'c'(i): G'O'(i)—1/G""(i)' I1 n'y 2 pas en général unicité de la
suite de Jordan-H8lder, mais l'ensemble des quotients simples succes-
sifs {Gi—T/Gi ‘1\/. ign}est lui essentiellement unique. Remarquons dés
a présent que le théoréme de Jordan-H8lder n'est pas un théoréme pro-
fond de la théorie des groupes finis. Par exemple, il y a 5 groupes non
isomorphes & 8 é&léments; ce sont, Ck désignant le groupe cyclique d'or-
chacun d'entre eux posséde une

dre Xk, CB’ C x 02, ng 02 b 4 C2, Q et D

4 47
suite de Jordan- H8lder du type G = GO|> G1>G2>G3 = JL avec

Gi—’l/ G, & C, quel que soit i, 14&143.

Donrions néanmoins une application pratique immédiate de ce théoréme:
soient G et G' deux groupes finis de méme ordre,

G = GODG1 D> e pGn = JI une suite de Jordan-H&lder de G et

G' = G'O> G‘1> ...DG'm = Jl une suite, non nécessairement maximale de
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sous—-groupes de G',

Si pour un j, 14j&m, G'j_1/G'j est un groupe simple qui n'est pas
isomorphe & aucun des Gi—1/,Gi (1 éi.érﬂ, alors on peut affirmer que G
et G' ne sont pas isomorphes. Cela résulte du fait qu'on peut toujours
plonger une suite de sous-groupes emboftés, comme pour G', dans une sui-

te maximale, c'est-a-dire de Jordan-H8lder.

La théorie de l'extension de 0. Schreier, jointe au théoréme de Jordan-
H&lder, permet du moins en théorie, de construire tous les groupes G
ayant un cardinal domné m dés que l'on comnalt tous les groupes simples.
En 1926, O. Schreier a résolu le probléme suivant: étant donnés deux
groupes N et H, trouver toué les groupes G tel que N soit un sous-—grou-
pe distingué de G vérifiant G/NE!H. Un tel groupe G s'appelle une exten—
sion de N par le facteur H. Par exemple, si m = 6, on trouve deux ex-

tensions de C3 par 02 & savoir C3 b4 02 ~ C6 et 83 et on trouve une

extension de C2 par C3 a savoir C3 x C3 o C6' I1 y a donc exactement,
& isomorphie prés, deux groupes a 6 éléments. Supposons que l'on connais-—
se la familie S de tous les groupes finis simples, soit m fixé et G un
groupe tel que ‘G' =m. I1 n'y a clairement qu'un nombre fini de possi-
bilités, compte tenu du fait qu'd cardinal donné, on a évidemment qu'un
nombre fini de groupes simples ayant ce cardinal, pour un dévissage de G
du style G = G BG BE>...> G, > G =1 o e;i_1/ai =5, est un
groupe simple puisé dans la famille S (qu'on est censé connaitre) pour
14i&r.

On aalors S =G _.<qG, _, etG, ,/G . & S .:la théorie de

1t'extension de Schreier nous donne alors tous les Gr possibles.

2
Puis on recommence:

- . C .
Gr_2<a Gr—B et Gr— /Gr_2 cgsr_z et on détermine tous les — pOSsi

bles etCess

3

Ceci peut &tre fait pour tous les p -uples (81, Sy eee Sr) ol
Sie,S, la condition étant que ‘81‘ % 'SZ‘ X o0s X ‘Srlz m. I1 est donc
clair que la connaissance de tous les groupes finis simples permet thé-

-

oriquement de déterminer tous les groupes finis: & ce titre les groupes

simples apparaissent comme les briques élémentaires 2 partir desquelles

on construit tous les groupes. Remarquons tout de m&me que la théorie de
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1'extension ne nous donne que la table de G et on ne connait pas a

ce jour de procédure simple générale qui permette de décider si,

deux tables étant données, elles correspondent & des groupes isomor-
phes ou non. Ce qui précéde est donc bien théorique et les groupes ne
se découvrent pas en général par ce procédé, Pour se convaincre de
cela, prenez par exemple la table de(l;s (groupe des permutations
paires &3%1, 2y 3, 4,f5} ) dressée de facon un peu sauvage et de-
mandez & quelqu'un qui connait suffisamment les groupes s'il recon-
nait 1a la table de(xJS... I1 n'en reste pas moins que la détermi-

nation de tous lesg groupes finis simples est un probléme central de

la théorie des groupes finis.

2. Des oprigines a 1955

Jusqu'd présent, on a rencontré deux familles de grou-
ples simpleg, les cycliques Cp(p premier} et les groupes alternés
Cl;n( nTyS). Donnons maintenant un troisiéme exemple de famille in-
finie qui sera en quelque sorte prototypique des groupes simples qui
proviennent des groupes linéaires classiques,

Soit X un corps fini; d'aprés un théoréme de Wedderburn ua tel corps
est nécessairement commutatif et il est facile de voir que \K\= p1n

ot p est un entier premier et r un entier}} 1« En outre, si q = pr est
un nombre de cette forme, il existe un et un seul corps fini noté

4 q élémentss c'est le corps de rupture du polynbme

X% = X de p[ XJ . Soit alors GL(n, q), e groupe de matrices carrées
inversibles n X m & coefficients dans Fq. LY'application "déterminant"
est un homomorphisme surjectif de GL (n, q) sur W*q dont le noyau est

L(n, q) lequel est donc un sous-groupe distingué de GL(n, q). Le centre

N W

de GL(n, q) est formé des matricese(ﬂn ol u(éi?*q.

Le groupe quotient GL(n, q)/Z se note PGL (n, q) et on désigne par
PSL(n, q) 1'image de SL(n, q) dans PGL(n, q). On a alors le résultat
suivant qui remonte & Jordan et Dickson: sauf sin = 2 etyq = 2 ou 3,
le groupe PSL (n, q) est simple non abélien d'ordre

(€-1)(a>1)e00(q%1) ot 4= pgealn, o-1).
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Il est facile de voir que PSL(2, 2)21‘§3, que PsL(2, 3) :5(21 et

SB et CLA ne sont pas simples. Remarquons en outre que si

(n, q) # (2, 2) ou (2, 3), PSL(n, q) est le seul facteur de Jor-
dan-H81lder de GL(n, q) qui soit simple et non cyclique.

Les autres groupes linéaires classiques s'obtiennent comme grou-
pes d'automorphismes de certaines formes bilinéaires ou hermitien-
nes non dégénérées définies sur le Fq - espace vectoriel

Vv = Eg (ny2). Il v a alors une procédure uniforme pour, partant
“d'un groupe linéaire classique, obtenir un groupe simple et ceci

2 un nombre fini d'exceptions prés: si G est un groupe linéaire
classique, soit G' le groupe dérivé, clest-3-dire le sous-groupe
de G engendré par les commutateuzf;ﬁx, vl = x_1y_1xy (x, ye;G).
Alors si Z' désigne le centre de G', sauf dans um nombre fini de
cas, le quotient G'/Z' est un groupe simple non abélien.

Par exemple GL(n, q)' = 5L(n, q) et 2Z' = centre de SL(n, q)

=z SL(n, q) od Z = centre de GL(n, q).

Certaines démonstrations de simplicité sont laborieuses et diffi-
ciles, particuliérement dans le cas orthogonal élucidé par Dieu-
donné, On obtient ainsi six nouvelles familles infinies de grou-
pes simples: la famille P5L(n, q); la famille symplectique (cor-
respondant A uns forme bilinéaire antisymétrique) notée

PSP (2n, q) (n)2); la famille unitaire (forme hermitienne) notée
PSU(n, q) (n) 3); les trois familles orthogonales (Fforme bilinéaire
synétrique), notées P (2a + 1,q) (n)3), Pu{2a, q, +) (ny 4) =t
P (20, q, "‘) (ny 4)-

Pour les ordres, on pourra consulter la table 1 placée & la fin.

Entre 1907 et 1908, L. Dickson découveit deux autres familles infi-
nies de groupes simples notés GQ(q) et E6(q): elles sont reliées

aux algébres de Lie simples complexes G2 a2t E6. Si on ajoute aux dix
familles infinies &numérées jusqu'a présent les cing groupes simples
isolés découverts en 1861 par E. Mathieu et baptisés groupes spora-

diques par W. Burnside, on obtient tous les groupes simples finis
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conaus au début de 1955. A cette épogue, les groupes de Mathieu
Etaient considérés comme des curiosités naturelles sans réelle
importance pour le probléme général de la classification des
groupes finis simples, mais dans les derniéres années, leurs r8-
les ont considérablement grandi. En 1955, la situation allait
&tre bouleversée par la parution de deux articles, l'ua de C.

Chevalley, l'autre de R. Brauer et X. Fowler.

3. La période des groupes de Chevalley et leurs variantes: 1955-1966

Chevalley donne une méthode générale pour construire, a par-
tir des algébres de Lie simples complexes, entiérement classés par
W.Xilling et E. Cartan au siécle dernier, des familles infinies de
groupes simples infiniz (appelés depuis groupes de Chevalley ou grou-
pes du type de Lie). Indiquons trés sommairement la méthode de
Chevalley:

Soit G un groupe de Lie complexe connexe et soit g son algébre de Lie,
si x € g, ad(x) est l'endomorphisme de g défini par ye—yad(x)(y) =l x,vl,
L, ] étant le crochet usue¥”des c%amps de vecteurs sur G. L'applica-

tion t —3 exp (t ad(x)) ==EE: %T (ad(x))m de ¢ dans Aut(g)S GL(g)
m=0 :
est un homomorphisme du groupe additif € sur un sous-groupe a un para-

métre de Aut(g) : ces sous-groupes engendrent un sous- groupe de Aut(g)
appelé groupe adjoint et d'ailleurs isomorphe & Q/Z oll Z est le centre
de G.

Si G est un groupe de Lie presque simple (c'est-a-dire si G ne contient
aucun sous-groupe distingué fermé non trivial de dimension -~ O), Cheval~
ley a montré qu'il existe une base de g dont certains éléments X, ont
la propriété que les sous-groupes a un paramétre Xr: t %—{}exp(tad(xr))
qui leur correspondent engendrent déja & eux seuls le groupe adjoint et

m
sont tels qu'en outre : 1) 1a matrice (ad(xr)) est nulle pour m assez

m
grand de sorte que Xr(t) = E iT— (ad(xr)) est une somme finie et
m=0 :
que donc Xr(t) est une matrice dont les coefficients sont en fait des

polynfmes en t et 2) en outre, ces polynSmes sont a coefficients

entiers.
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On peut alors, dans ces polyndmes, remplacer t par les &léments d'un

corps commutatif quelconque X et on obtient ainsi un groupe XT(K),

sous-groupe a un paramétre de GL(n,K) gi n=dim G = dim@g.

On montre alors qu'd quatre exceptions prés (A1(2), A1(3), 32(2), GZ(Q)),

le groupe Gkég GL(n,X) engendré par les Xr(K) est simple (et m@me dans

les cas non simples le groupe GK a un centre trivial). Prenant alors pour

X un corps fini ¥ q on obtient ainsi des séries de groupes finis sim-

ples.

Rapidement R.Ree montra que la méthode de Chevalley foummissait les fa-

milles infinies classiques duéZE, sauf pour les PSU(mn,q) et certains

groupes orthogonaux; il s'apercut ainsi que la méthode donnait éga-

lement les familles Gz(g) et E6(§) de Dickson, Chevalley lui-méme avait

montré que les familles infinies correspondant aux algébres de Lie sim-

ples exceptionnelles F4, E7 et E8 étaient nouvelles; on obtient donc ainsi

trois nouvelles familles infinies de groupes simples notées F4(U)’ E7(J)

et E8(§) qui étaient inconnues avant 1955. Des rafinements apportés a

la méthode de Chevalley permirent alers & R.Steinberg, J.Tits et D.

Hertzig non seulement de faire rentrer les familles PSU(n,ﬁ) et PQ(2n,q,~)

dans le cadre de Chevalley, mais encore de trouver deux nouvelles séries

notées 3D4(§) et 2E6(@). Ces rafinements sont basés sur des symétries de

diagrammes de Dynkin de certaines algébres de Lie simples complexes

(en 1'occurence A (1=2), Dl(124) et E6). Toutes ces procédures furent

unifiéeg par Tits.

En 1960, M. Suzuki trouve, en étudiant les groupes dits de Zassenhaus,

une nouvelle famille infinie de groupes simples de permutations, mais dés

1961, R.Ree s'apercut qu'on pouvait obtenir les groupes de Suzuki avec

une nouvelle variante de la méthode de Chevalley et en m€me temps il

construisait, toujours avec une adaptation de cette méthode, deux nouvelles

familles infinies de groupes simples: ces trois nouvelles familles infinies

(celle de Suzuki et les deux de Ree) sont notées 2B2(q), 2G2(§) et 2F4Q§).
En 1961, la technique de recherche de groupes finis simples, ba-

sée sur la théorie des groupes et algébres de Lie, avait donc permit d'a -

grandir l'ensemble des familles de groupes finis simples de 8 nouvelles

familles portant ainsi leur nombre a 18, lequel est resté inchangé jus-

qu'd ce jour. Bien des spécialistes des groupes finis crurent alors que

la classification des groupes simples finis était achevée.

L'autre résultat des années 55, du a R. Brauer et K. Fowler est le sud-

vant:
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Soit G un groupe fini simple et soit t une involution de G (c'est-a-dire
un élément d'ordre 2). Alors, si S = CG(t) =§x €6 Ixt = tx§ est le cen-
tralisateur de t dans G, on a [GI< (f?iz)! . I1 résulte immédiatement
de cela qu'il n'y a qu'un nombre fini de groupes simples admettant pour
centralisateur d'une involution un groupe donné. Les théoriciens des
groupes s'attaquérent alors au probléme suivant : étant donné un groupe

S contenant une involution dans son centre, trouver %tous les groupes sim-
ples G tel que S Q‘CG(t) pour une certaine involution t de G. Notems que
le théoréme de Brauver-Fowler, malgré son importance, n'est pas trés dif-
cile. I1 n'en va pas de méme du résultat suivant, établi en 1963 par

W. Feit et J.Thompson: tout groupe fini simple non abélien est d'ordre pair.

Ctest la plus longue démonstration actuellement connue en mathématiques
(environ 300 pages d'une revue). Un ancien résultat de Cauchy dit que si
un nombre premier p divise l'ordre dlun groupe fini G, alors G contient un
élément d'ordre p. Le théoréme de Feit et Thompson assure alors que tout
groupe fini simple non abélien contient une involution. Le probléme de la
détermination des groupes simples ayant pour centralisateur d'une involu-
tion un groupe donné s'en trouvait ainsi grandi et allait faire désormais

1ltobjet de recherches actives de la part des théoriciens des groupes.

4, La période des groupes sporadiques: 1966-1980

Soit G un groupe fini, p un nombre premier divisant l'ordre
de G et écrivons [G\= pam ou p ne divise pas m. Un sous-groupe P de G d'or-
dre pa stappelle un p-sous-groupe de Sylow de G; un célébre théoréme du a
Syvlow affirme alors que si p divise G 1) G posséde au moins un p-sSouS—
groupe de Sylow 2) tous les p-sous-~groupes de Sy-
low de G sont conjugués et 3) leur nombre est con%ru a1
modulo p et divise |Gl.

Un non moins célébre théoréme du & Burnside affirme que 1l'ordre d'un grou-
pe simple non abélien est divisible par au moins 3 nombres premiers dis-
tincts (c'est le mieux qu'on peut espérer, au moins nalvement car{}5 est
simple et(’ﬁa 5‘ = 23.3.5).

En 1966, coup de théftre: environ un siécle aprés les décou-
vertes de Mathieu, Z.Janko, en classifiant les groupes simples dont les 2
sous-groupes de Sylow sont abéliens, trouve un nouveau groupe simple qui ne
rentre dans aucune des 18 familles connues. Le groupe G est caractérisé par

@

les faits suivants: © G ne posséde pas de sous-groupe d'indice 2.

les 2 sous~groupes de Sylow de G sont abéliens
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(en fait ils sont isomorphes & C,xC,x Cz)

C>G posséde une involution dont le centralisa-

teur est isomorphe a C'XéjiS' Janko prouve d'abord qu'un tel groupe est

2
nécessairement simple; ensuite il montre son existence en le présentant

comme sous-groupe de GL (7, i3 11): ctest le sous-~groupe engendré par les

matrices. ~ - -
01006000 -3 2 ~-1-1-3-1-3
0010000 -2 1 1T 3 1 3 3
0001000 -1 -1-3-1-3-3 2

A= 1lo0o000100 B = -1 -3 -1 -3 -3 2 -1
0000010 -3 -1-3-3 2 -1 -1
00000OC T3 3-2 1 1 3
17000000 3 3 2 1 1 3 1

A et B sont des matrices & coefficients dans le corps fini 11=iZ/11Z;
d'ordres 7 et 5 respectivement. Ce groupe, le premier sporadique décou-
vert par Janko, est généralement désigné par J ou Ja ou encore J1. Son

ordre est |J1)] = 22.3.5.7.11.19 = 175.560.

Désormais la chasse aux groupes gporadiques est commencée et elle va
B8tre fructueuse puisque entre 1967 et 1980, 20 autres groupes sporadi-
ques, outre les 5 groupes de Mathieu et le groupe de Janko J1, vont &tre
découverts. Les méthodes utilisées sont variées et complexes et souvent
l'existence est prouvée par un ou plusieurs autres théoriciens des grou-
pes que celui ou ceux qui proposérent la possibilité du groupe avec sa

caractérisation. On renvoie le lecteur & la table 2 située a la fin.

Signalons quand méme un résultat important obtenu par J.Thompson en 19683
discns qu'un groupe simple non abélien est minimal s'il ne contient stric-
tement aucun autre groupe simple non sbélien. Puisqu'un groupe d'ordre < 60
n'est pas simple non abélien,(}iB est clairement simple minimal et c'est le
seul groupe alterné simple minimal. Thompson a déterminé tous les groupes
simples minimaux; de facon précise, soit G un groupe simple non abélien,

alors G contient l'un des groupes suivants : PSL (3,3),PSL(2,p) (p premier > 3
et p2+1 2 0 moa 5), PSL (2,2F) , PsL (2,3°) (p premier impair) ou

°p,(2°)

Pour terminer ce paragraphe, on peut faire la remarque sulvante: les 26

sz(2F) (p premier impair).

groupes sporadiques ne sont pas 26 entités isolées. Il y a entre eux des
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liens et onr peut les grouper selon la du les techniques qui ont permis de

les "détecter" puis d'établir leur existence., Disons en gros que les 5 grou-
pes de Mathieu peuvent &tre obtenus comme extensions de groupes multitransi-
tifs; il en va de m8me pour les groupes de Higman-Sims et de McLaughlin,

(les groupes de Mathieu peuvent aussi s'obtenir comme groupes d'automorphis—
mes de systéme de Steiner appropriés). Les groupes de Higman-Sims, de McLeaugh-
lin, de Suzuki, de Hall-Janko ainsi que les 3 groupes de Fischer peuvent se
caractériser comme groupes dlautomorphismes de graphes convenables, tandis

que les 3 groupes de Conway sont issug de 1l'étude du réseau de Leech dans

R 24. C'est en cherchant & caractériser les centralisateurs d'invelutions

(cf §§ 3) qu'on a découvert les groupes de Janko, de Hall-Janko, de Higes ==
Janke—McKay, de Held-Higmen-McKay, de Lyons-Sims ainsi que le J4 (le dernier
sporadique découvert).

Les groupes de Harada-Norton, de Thompson-Smith, de O'Nan et de Rudvalis sont
issus de problémes de classification; enfin le BE&LEé Monstre B et le Monstre M
furent découverts lorsque B.Fischer s'attaqua au probiéme de la classification
des groupes engendrés par une classe de conjugaison d'involutions dont le pro-

duit de deux quelconques d'entre elles est d'ordre < 4.

5. LYachévement

Fin 1979, les experts estimaient qu'il n'existait que 26 groupes
sporadiques, mais ils n'en cornnzissaient effectivement que 24: il leur en
manquait donc deux, & savoir le "monstre" M = F1 et le groupe J4. Le groupe

3.5.7.113.23.29.31.37.43 dont lYexistence avait

2
J4 est un groupe dl'ordre 2 1.3
&té conjecturée dés 1973 par Zvonimir Janko (Université de Heidelberg). Pcur
ce qui est du groupe F1, c'est un groupe d'ordre

246 320 5% 20 142 133.17.19.23.29.31.41.47.59.71

Ce nombre est de l'ordre 1054: a titre de comparaison, disons qulon estime

que le nombre total de protons et de neutrons de la Terre est de l'ordre de

4 x 1051. L'existence du groupe F1 avalt été prédite en 1972 par Bernd Fischer
(Université de Bielefeld) et Robert Griess (Université du Michigan); c'est
Johr Conway (Université de Cambridge) qui 1'a baptisé le "monstre" vu son
cardinal. En janvier 1980, R. Griess annon¢ait qu'il avait construit le mons-
tre & la main, c'est-2-dire sang ordinateur: la construction utilise un grou-~
pe de symétries dans un espace de dimension 196.833. Ceci est d'autant plus

surprenant que le monstre "ccontient" d'une certaine fagon (voir plus 1oin)
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nombre de sporadiques dont les existences ne peuvent &tre établies qu'a
l1'aide de l'ordinateur. D'autre pert, le 20 février 1980, D. Bensgon, J.
Conway, S. Norton, R.Parker et J.Thackray (Uriversité de Cambridge),
annoncérent l'existence, prouvée par des techniques d'ordinateurs, du grou-
re J4.

Disons qu'un groupe H intervient dans un groupe G si G posséde deux sous—
groupes K et L tels que L soit distingué dans X et tels que K/L soit iso-
morphes & H. Clairement si H intervient dans G, |H|divise lat. Puiscque

37 divise {74l et ne divise pas £F1L J4 "nlintervient pas dans F1; néan-
moine 20 des 26 groupes sporadiques interviennent dans le monstre F1.
(R.Griess parle de "he and his happy family").

Tout récemment (octobre 1980), on vient d'apprendre que des théoriciens
des groupes (on pense généralement & M. Ashbacher (Uriversité de Califor-
nie), J. Conway et D.Gorenstein (Université Rutgens)) auraient démontré
qu'il n'existe pas d'autre groupe sporadique que les 26 conrus.

Moralité: on connait tous -les groupes simples finis. Jusqu'ad présent, au~
cun article (& la conraisssnce du rédacteur) n'a encore été publié au su-
jet de l'existence de J4 et F1 ou du fait qu'il y a exactement 26 groupes

sporadiques.

6. Quelques conséguences

La classification de tous les groupes finis simples va per-
mettre d'apporter une réponse & plusieurs vieilles conjectures ou problé-
mes. Signalons entre autres @

a) la ccnjecture de Schreier: si G est un groupe simple ExtG = Aut G/Int G
est urn groupe résoluble. La réponse sera ouil.

b) la conjecture de Frobenius : soit G un groupe fini et scit m un diviseur
de |Gl : ¢i dans G, 1%'équation X = 1 posséde exactement m solutions, celles~
ci forment un sous-groupe (alors nécessairement distingué) de G.

Réponse : oui. B

c) il n'existe pas de groupes G —transitifs autres que:%?n( nz 6) etgln(nZS).
La réponse sera ouil.

d) un groupe simple est engendré par deux éléments.

e) la détermination de tous les groupes 2-trancsitifs, voire primitifs.

2



Pour terminer, signalons un fait surprenant: si G est un groupe, une

représentation linéaire (ordinaire) de G est un homomorphisme

R: G > GL(V) ot V est un € - espace vectoriel de dimension finie.

R est irréductible g'il n'existe pas de sous-espace 0 < W < V stable

par toutes les opérations R(g) (pour g € G) et le caractére d'une re-
présentation n'est rien d'autre que l‘tapplication g%——?'x(g) = Trace de
R(g) de G dans € . Il est assez facile de montrer que le nombre de repré-
sentations irréductibles d'un groupe G (non isomorphes entre elles) est
égal au rnombre de classes de conjugaison de G et manifestement un carac-
tére est constant sur une classe de conjugaison. On peut donc parler de
la table (carrée) des caractéres irréductibles d'un groupe G. I1 se
trouve que lesg ccefficients de la table des caractéres irréductibles du
monstre F 1 (c'est ure table 194x194) sont intimement reliés aux premiers
coefficients de la série de la fonction modulaire elliptique (q=e2niz)

3(z) = ¢+ 744 + 196884 q + 21493760 q© + ...

Cette numérologie pour le moing étrange a été découverte et étudiée par

J.McKay, J.G.Thompson, J.H. Conway, S.P.Norton.
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