COURBES REMARQUABLES

] ] "
"Le proximal de n points et leurs focales *

On va étudier - élémentairement - une famille de courbes planes,
qui ont une définition géométrique simple. Puis on étendra les résul-
tats &4 des surfaces semblablement définies. Comme epplication essentiel-~

le, on trouvera le proximal de n points du plan ou de l'espace, problé-

(0

me posé jadis par Fermat pour n = 3.
Définitions : Nous appelons focale, le lieu des points du plan dont la
somme s des distances & n points fixes est constante. Nous dirons que

ces derniers sont les foyers de la courbe et cue s est sa somme focale.

LS

A part l'ellipse, nos focales ntont pas de propriété optique, con-
P P § = b £ ?

trairvement aux classiques focales de Darboux .

I, Nature analvtique de la focale.

Toujours & part l'ellipse, 1'étude de la focale semble

inabordable par son &quation cartésienne, tant elle est complexe.

Th&oréme 1. Une n-focale est une branche d'une courbe algébrique, qui

;A1 sz
est de degré 2 en général .

Les rayons focaux r. du. point courant (x,y) de la focale

vérifient 1'équation multipolaire

oy ” _
) I‘1+12+.,. +I‘n—S~O.

La focale est une branche de la courbe d'équation
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ot les €. = £ 1 présentent toutes les 27 combinaisons de signes pOsSsl-

i

bles. Le produit Il est invariant si on y change r, en —rs . Dans 11 effec~
Ao

tué, tout r, re figure donc que par son carré. Comme (A) est de degré

n ~ -~ . SN
27 par rappert aux Toy elle est de degré 2 au plus en %, V.

¥ Conférence faite 3 la Régionale de Strasbourg en mai 1981
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Quelaques propriétés de la courbe A

1) Ltellipse est l= seul cas remarquable d'abaisgsement du degré de
I

% »

lf*équation. En effet:

(1) L o=(r+ rts) (~r-r'-s)(r-r'-s)(-r+r'-s) =0
est du second degré seulement en x, y.(Les termes du quatriéme degré
en r, sont (r2 - r'g)z= (2cx)2, ol ¢ dkgela distance focale). Le de-
gré de 1'&quation peut amssi s'abaisser s'il y a des foyers multi-

ples.

. 7 . . .
2) La courbe A se compose de 2 branches, dont certaines sont imagi-
naires*e

En effet, toute combinaison de signes dans

(2) €1r1 + €2r2 O eﬂrn = g

donne une branche. Mais si, par exemple, tous les €., sont négatifs, la

i
branche correspondante est manifestement imaginaire. Pour (1),seul le
facteur » + r' - s domne une branche réelle, si s est supérieur a sa

valeur minimale So = Ce

3) Pour tout point intérieur A la focale £ (on verra qu'elle est con-

vexe et fermée)
Ze,r, < Ir, < s.
i%i i

Donc_aucun point de A n'est intérieur a f.

"~

4) Pour n = 3, le produit I, a buit facteurs, mais A3 ne comporte poeur

3
g 7 s, que 4 branches réelles, car aux facteurs qul ont deux ou trois

€. négatifs, correspondent des branches imaginaires. Si par exemple,

les foyers sont les sommets dfun triengle équilatéral de cBté a et que
s= 2a, chacune des trois branches réelles, autres que la focale, a la

forme d'm coeur gui entoure £, et la rosace A3 est effectivement du

8e degré (voir la figure qui précdde 1'article).

. . . . . . e s . b . .
* Le mot imaginaire signifie ici inexistant et non ayant une équation

P i
vérifiée par des nombres complexes x, y.€
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-\ o . o 3 . r
5) Montrons que pour s =~ Sy la courbe A n'a pas de point a4 l'infini. Une

branche réelle ne pourrait aveir un tel point, que si dans (2) il y avait
axtant de signes (+) que (-), car pour un point & 1'infini, les rayons
focaux ne différent que de quantités finies. Supposons par exemple

&i = 1 pour 1 € %’= ky; les autres € étant négatifs, et coient AT’ A2, ceey
Ak et A'1 A'2 oee A'k les foyers cocrrespondants. Alors en sommant en

un peint M du plan pour 1 de 1 &

!

Jr. - 2r'. < Sl

ou s est la somme focale de f. Donc pour ces € la relation (2) ne sera

-t 1 5, r <
iy i}<25Ai A : [

i

satisfaite pour aucun point du plan. Ainsi l'existence d'une ellipse

(F, F',2a) exclut la coexistence dfune hyperbole (F, F!', 2a).

6) Pour une quadrifocale par exemple, en plus de £, la courbe A du 16e
degri ne comporte que quatre branches réelles. Elles entourent £ et cor-

respondent aux facteurs du type r' + r'' + 1 ' - pr - 5 de HA.

Remarque. Toute courbe définie par une relaticn Zairi = g, ol les 2y sont

des entiers positifs,; est une courbe focale dont les foyers multiples sont

dfordre e En particulier, les ovales de Degcartes.

ar + br' = s (a, byentiers positifs)

sont des focales,

IT.~ Construction par f£fil d'une focale,

Par f£il, on peut facilement tracer une focale avec précision, en générali-
¥ p H
sant la construction de 1'ellipse par la '"méthode des jardiniers".
Neus nous corntenterons d'exposer la méthode pour n=3, n=4 et un

ovale de Degcartes n=5,

34



Y . .
1) Comnstruction de la trifocale

,ﬂ C @'—Vj_// 77 11727 220 LI ZEny

G “ &
Un bixela feuille 2 1la planche & dessin par trois punaises,

plantées aux foyers donnés A, B, C. Les extrémités d'un fil de longueur ¥
sont aliehees 1 tune en A, 1'autre & la pointe M du crayon. Le fil contourne

le segment BC, et il est tendu en M par le crayon. Alors:

MA + MA + MC = £ - BC

est bien constant.

Traceur : plutdt qu'un crayon, il est pratique d'employer un traceur, obte-
nu en enfongant une grosse alguille dans un porte-plume. Le f£il est attaché
au bout M du chas et y repasse pour former le lacet variable MBC. On repas-

se a l'encre la trace gravée sur la feuille par la pointe M.

2) Construction de la quadrifocale .

La figure ci-contre montre comment le f£il
fixé en A et en B et contournant le tri-
angle MDC, assure la constance de la som- !

me focale.
p

3) Construction de 1'ovale de Descartes 2r + 3r' = s ,

Partant du foyer d'attache B, le fil contourne successivement M, B, M et A pour

revenir au point mobile M, second point d'attache du f£il.

wr
™M
| /\
A 8
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Application. Trouver :ur une droite A le point tel que la somme de ses
distances & trois points donnés A, B, C soit ninimale.

On régle la longueur ¥ du £il de maniére que la trifocale
(A, B, C, X ) soit tangente & A. Le point de contact est le point cher-
ché.(On admet iei implicitement que la trifocale est une courbs convexe

fermée, ce qu'on démontrera par la suite).

ITI.- Construction de la tangente en un point d'une focale »

On sait qu'on peut construire avec régle et compas la tan-
gente au point courant d'une focale. Mais au lieu de Jjustifier cette
construction par le gradient, nous 1'établirons plus élémentairement par

la cinématique.

s os . puc 4 e s .
Théoréme 2. 1) La résultante R des vecteurs unitaires, dirigés d!'un point

d'une focale vers ses foyers, est la normale 3 la courbe.

2) S5i la courbe passe par un foyer F, ce point est anguleux.

-5
Soit R' 1a résultante des vecteurs unitaires dirigés de F vers les autres

=
foyers. Alors R! bissecte 1l'angle 2o deg demi-tangentes en F et

: .
%, %, si F_est foyer multiple d'ordre k). (Par définition R'= R )

cos & =

-~
Focale-point. 1) si en un point du plan R = 0,i1l n'y passe pas de focale,

ou plutét la focale se réduit 3 ce point.

2) si en un foyer F 1le R' <](ou R' < k si le foyer est d'or-

dre k), il ne passe pas de focale par F, ou plutdét la focale se réduit 4 ce
point (car on aurait cos @ 2 1).
On reviendra sur ces deux cas.

Démontrons & présent le théoréme 2.

e 4 . . C s s
9Soit MV le vecteur vitesse du point M qul décrit la
focale de foyers A, B, ..; C. Projetons V en A' sur
= — .
1'axe dirigé per AM. Comme MA' est la dérivée de AM

par rapport au temps; la constance de

AM + BM + ... + CM entralne

MA? +.ﬁ%' + ees + ﬁE' =V Ccos U + Veos B + ...+ v cosY =0
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ou

(3) COS & + cOS B + «ua + cOs ¥ =0

- >
@ étant 1'angle orienté (A, MV).
—
La relation (3) exprime que la projection de R sur la

J_%.
tangente MV ect nulle: R est normale & la courbe.

et un point voisin M, et soient
’_i_ 1 .. -'7\ n ‘->
Ui les vecteurs unitaires dirigés de M wvers les foyers et_ﬁ = v1+§gi
. [ X

2) Soient sur une focale un foyer F

la résultante des 5;,

.",.?, .
S £ normale & la courbe en
4
M M. Quand M tend vers F1
sur la courbe, U tend
1
DL, vers le vecteur unitaire
A 2y

: /16 U, qui prolonge la demi-

—
tangente £ en F1 a 1ltarc

BN -

n ~ =5
FM de la focale, et X Ui tend vers R', de sorte que R tend vers un vec-
— el

teur U +'R*, normel & 1'arc FTM en F . Par suite
3 - -
U(U+R') = 1-R'cos(f,R') = O

= 3 1

et cos(t, R') = e

Si F1 est foyer d'ordre k, k vecteurs unitaires visent de M vers F1e
k

On trouve alors de méme que cos(t, R') =R

Remarques. 1) Le théoréme s'étend A la courbe, lieu des points dont la
somme algébrique s des distances & n points fixes est constante, le vec-
Sy

a4
teur unitaire issu de M ayant alors le sens de AM, si la distance AM fi-

gure négativement dans s (exemple: une branche dthyperbole).

-

E)Q}n point également attiré par les fovers et astreint A se

0

déplacer sans frottement sur une focale ne passant par aucun d'eux, a un

mouvement uniforme (car la résultante des forces est normale 2 la courbe).
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IV.— Forme des focales.

I1 est d'abord clair que si la somme focale est assez

grande par rapport & toute distance entre deux foyers, la courbe est

presgue circulaire .

Définitions. Une courbe convexe fermée est un ovale.Nous dirons qu'il

e

st lisse, s'il n'a pas de point anguleux, et n-latére si sa courbure

passe Jjuste par n maxima.

Voici alors un résultat court, simple, générial et non évident :

Théoréme 3. Toute focale est ovale. 5i elle ne passe pas par un foyer,

elle est lisse.

Remargues. 1) Wous verrons que si ses foyers sont alignés, elle peut

dégénérer en un segment de droite.

2) Une focale régulidre (foyers aux sommets dfun polygtne

régulier) ast presque circulairve, si sa somme focale est trés prés

de sa valeur minimale So.

I1 est presque évident que 1la courbe est fermée. Pour démon-
trer quiune focale lisse est convexe, il suffit de montrer qulelle n'ia

pas de tangente double.

-
Soit UA le vecteur unitaire dirigé d'un

b
7*A point M d'un axe tangent t vers le foyer
’ ~—3 >
(A' P A et soit MA' sa projection sur t. Quand
A \ -~ —_—
! 2?\7 M parcourt t dans le sens de cet axe,; MA?
M Al 7 décroft constamment de 1 & -1. Il en est

de méme pour MB', .. , MC?, obtenus en rem-

placant A par les sutres foyers B, .., C. Par suite, la somme

MA' + MB' + ,, + MC?
décroft de n 3 -n et passe une seule fois par la valeur zéro:wg est tan-

gente simple.,

L. 2 — . 5 s
Cela est encore vrai si A est sur t, car alers MA' est égal a 1 ou a -1,
“)‘ g » - i
suivant que sur t le point M précéde A ou le suit. Le théoréme s®applique

A

aussi & une focale non lisse, comme limite d'une homofocale lisse.
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Application. Sur une droite, 1l v a au plus deux points dont la somme

des distances & n points donnés a une valeur donnfe.

Conjecture. Une n-focale lisse est au plus n-latére.

Cette conjecture nous semble probable parce qu'elle est vraie
pour l'ellipse et les nombreuses trifocales que nous avouns tracées, et

qutelle est presque é&vidente pour les focales réguliéres.

Application. Il en résulterait que sur un cercle, on peut avoir de O &
& points, qui ont une sorme de distances donnée 3 trois points donnés.
Car si la trifocale correspondante est au plus trilatére, elle coupe le

cercle en 6 points au plus.

Ve— Proximal de n points du plane

Comme application essentielle du précédant, wnous allons

régoudre pour tout n un probléme de minimum, Important en mathématiques

appliquées, traité jadis par Fermat, pour n=3. Il se pose quand on
cherche le meilleur emplacement d'une centrale pour un ensemble donné de
stations, routiéres, ferroviaires, &lectriques ou adductives ("probléme
du ch8teau d'eau").

Définitions. On appelle proximal de n points Ai dv. plan, le point (s'il

o

. o Ir - B
est unique) dont la distence moyenne “;* aux A, est minimale. On appelle

[

point de Torricelli des Ai le point T (stil existe) tel que la résultante

P

des vecteurs unitaires dirigés de T vers les Ai soit nulle.
On désigne par R' la longueur de la résultante des vecteurs unitaires diri-

é
gés d'un des points donnés vers les autres,

Voici alors un résultat essentiel?

Théoréme 4. Pour n points non alignés du plan, il existe juste un proximal O

Si leur point de Torricelli existe, O est ce point; sinon O est un des points

dormés (celui pour lequel R'< 1, ou R' < k gi 1le point donné est multiple

d%wﬂekg

Nous distinguerons trols cas.

1) Les points donnés A, sont alignés. Si les Ai sont distincts, on voit faci-~
e
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lement que O est un de ces poirts gi n est impair, et qu'il est indé-
terminé sur un segment fermé (0) si n est pair. Il y a le mfme nombre
de points donnés de part et d'autre de O, respectivement de (O); 0 est

le "point médian" des points donnés, (0) est leur "segment médian".

0 (0) (0)
YooK s Xe = - X X
A A’Z A_'I A,’ Al A1 AZ A} Af

1
Il en est de m&me s'il v a des Ai multiples, avec la convention sui-

vantes
on numérote toug les points dans leur ordre de succession sur leur droi-

say An); 0 ou (0) sont

te-support (par exemple By Ayy By = Ay = Agy Agy

3 4
alors "médians" pour le numérotajge.

0
? N

/9'1 MEA A A=A, Az Azp, M Ay As A

2) Les points donnés sont les sommets d'un triangle

Le probléme est alors classique. Dans la premidre moitié
du 17&me siécle, d'éminents mathématiciens 1l'ont traité, notamment Torri-

celli, Cavalieri* et Feymat. Il ¥y a deux cas & distinguer *¥* :

a) les angles du triangle sont inférieurs & 120°. On montre que O est le

point d'om l'on voit les trois c8tés sous le mBme angle: O est donc le

point de Torricelli des sommets.

b) sinon, on montre que O est le sommet de l'angle obtus du triangle,

3) Cas général (n points A, mnon alignés).

* Cavélieri, Exercitationes geometricae (1647)
#%Jean de Biasi, Quelques problémes d'extremum, Bulletin 326 de 1'APMEP
(décembre 1980)
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La focale, lien des points du plan tels que

T, + T, + eee +tr =g
1 2 n

a les points donnés pour foyers. Si s varie, on obtient une famille
d'ovales embattes, car deux homofoczles ne peuvent se couper (un point
du plan détermine un seul s). Ces ovales sont aussi reserrés qu'on
veut.

Si les points donnés ont un point de Torricelli T, la vi-
tesse en ce point n'a aucune direction d'aprés le théoréme 2: la fo-
cale passant par T se réduit nécessairement & ce point, qui est donc
0. 8i T n'existe pas, les seuls points ol la construction par le thé-
oréme 2 pourrait ne pas donner de tangente sont les foyers. Le proxi-
mal O ne peut donc &tre un point autre qu'un foyver (celui pour lequel

R'< 1, ou R' < k si le foyer est d'ordre k).

Construction approchée du proximal.

Les n points non alignés Ai étant donnés, leur proximal est le point
d'évanouissement des homofocales £ qui les ont pour foyers. On dessi-
riera donc avec le traceur des £ de plus en plus petites, en diminuvant

progressivement la longueur du f£fil.

Détermination mécanique du proximal.

= . .
En associant & tout point du plan la résulitante R des attractions uni-
taires sxercées sur lul par n points donnés Ai’ on crée un champ de for-
ceg défini partout, sauf

- aux points Ai, ot R est indéterminé,

. 2
- a1 point de Torricelli des A, (s'il existe), ol R est nulle.

i
On peut déterminer expérimentalement le proximal O des Ai’
par un dispositif de poids égaux facile & imaginer, car si O est uni-

que, il est en équilibre steble dans le champ, et si O est indéterminé

sur un segment (0) (ce qui peut arriver si les Ai sont alignés), il est
en équilibre indifférent sur (0).

Notons que les homofocales de foyers Ai sont les trajectoires

orthogonales des lignes de force du champ, qui concourent d'ailleurs en O.
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VI.- Proximal et surfaces focales de n points de 1:e3pace.

Etendons rapidement 1'étude précédante & 1l'espace.

Définitions.

£y

Soit s la somme des distances d'un point M & n points donnés Ai de 1l'es-
paze. On appelle encore focale, le lieu des M pour s constant. Le lieu

. . ; .
des M d'un plan a s constant est dit focale plane. Les Ai sont les foyers

de la surface focale ou de la focale plane. Le proximal e& le point de
Torricelli sont définis comme pour des Ai coplanaires. On appelle ovoiIde

toute surface convexe fermée.lestdik lisse s'il n'a pas de point conique.

Théoréme 6. Une n-focale dst une nappe d'une surface algébrique, de degré

1 r x
2 en général.

La démonstration du théoréme 1 s'applique ici identiquement.

Théoréme 7. La normale en un point d'une surface focale est la résultante

des vecteurs unitaires, dirigés du point vers les foyers. (on suppose que

le point ntest pas un foyer).
On le démontre aisément a partir de 1l'équation multipolaire.
r, + T, t eee + 1 =5
1 2 n
Notons qu'ici encore la résultante des vecteurs unitaires est nulle au

point de Torricelli, s'il existe, et indéterminée en un Foyer.

Théoréme 8, Si une surface focale passe par un foyer F, on considére la

-3
résultante R' des vecteurs unitaires dirigés de F vers les autres foyers.

Le cBne des demi-tangentes en F est de révolution; son axe est R' et sa

. . k . .
demi-ouverture ¢ est donnée par cos & = %,( ) si F est foyer multiple

d'ordre k).

Théoréme 9. Toute surface focale est oveIde, toute focale plane est

ovale. Si elles ne passent pas par un fover, elles sont lisses,

Comme au théoréme 3, on démontre que la surface focale lisse n'a pas de
tangente double. Une focale plane est ovale, comme intersection d'un plan

et d'un ovolde de mBmes fovers et somme focale que la courbe.
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L'ovoIde focal ne peut dégénérer en segment de droite, que si sa somme
focale est minimale et que les foyers sont alignés et en nombre pair.
Or montre aussi ceci :

Le proximal de n points non alignés est le point d'évanouissement des

ovoIdes homofocaux emboftés, dont ces points sont les foyers. Soumis

& des attractions égales par les fovers, il est en &quilibre stable.

Mais surtout, on démontre comme le théoréme 4, le résultat

LS

capital suivant, inédit & ma connaissance @

Théoréme fondamental 10, Le proximal de n points non alignés du

- plan ou de 1l'espace est leur point de Torricelli, s'il existe;

sinon il est 1'un des points donnés (celui dont R'< 1, ou R'< k

si_le point est multiple d'ordreiQ,

Ce théoréme s'applique sans doute dans l'espace de dimension

quelconque.

VIII.- L'oeuf de poule moyen -

Terminons sur une note un peu plaisante. Si 1l'on dit "ils se
ressemblent comme deux oeufs", on sous-entend que l'oeuf a une forme bien
déterminée, donc géométrique. C'est ce que nous allons justifier.

Dans 1l'Information scientifique , le naturaliste Sire a tracé le

profil moyen statistique de l'oeuf de poule. Dans une note parue dans la
méme revue (décembre 1957) intitulée "L'oeu? de poule a-t-il une forme
géométrique?", nous avons montré que ce profil cofncide (& 1'épaisseur du
trait de crayon prés), avec une trifocale pourun choix convenable de trois

foyers alignés et de la somme focale. L'oeuf moyen a donc une surface trifo-

cale, & l'épaisseur de la coque prés.
I1 se trouve que gi l'on désigne par h la hauteur de cet oeuf, par p
le périmétre de son profil et par e la base des logarithmes naturels, on

a avec une bonne approximation

p = ¢eh

analogue & p = Th pour la sphére.
E. EHRHART, Strasbourg.
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