L’explication de la regle

du paralléelogramme

Si la loi de composition des forces paralléles a été é&lucidée
par Archiméde, celle des forces concourantes fut beaucoup plus diffici-
le & découvrir. Il fallut attendre le XVIe siécle pour que Simon
STEVIN (1548 - 1620) en donne une formulation claire. C'est dire que
ltintervention du parallélogramme en Statique est loin d'@tre évidente.

Plus tard, de nombreux savants -notamment Newton, Varignon,

Daniel Bernouilli -~ tentérent de démontrer la régle du parallélogramme,

clest-a-dire de la déduire de quelques principes plus faciles & admettre.
Leurs efforts ne furent pas trés convaincants,.

En 1875, Gaston Darboux (Bull. des Sciences Math. Tome IX)
parvient enfin & caractériser l'addition des vecteurs par les quatre

axiomes suivants :

Axiomes de Darboux

I L'addition des vecteurs est associative et commutative.
II Elle est continue.
IITI Lorsqu'on la restreint aux vecteurs d'une droite, elle se réduit
& 1'addition algébrique usuelle.
IV L'addition des vecteurs est invariante par toute isométrie de

1l'espace euclidien (on dit que l'addition est isotrope}.

Dans la suite, nous appellerons résultante de deux vecteurs
- > > . . L.
P et Eﬁ le vecteur P@ Q obtenu en appliquant une loi de composition
satisfaisant aux axiomes de Darboux.
‘ , ¥
Nous réserverons l'appellation somme (vectorielle) au vecteurﬁg + G
obteru par la régle du parallélogramme.

Le théoréme de Darboux affirme don¢ que pour tout couple de

i B
vecteurs P et Q
—y
P



Voici d'abord quelques conséquences immédiates des axiomes 3

L. - e A4
Proposition I Pour tout vecteur P , P@&0C =P

> > 2 \
et P® (-P) = 0 (conséquences de 1l'axiome III)

Proposition II Pour tout couple de vecteurs ’ﬁ, 3 non colinéaires

V -
Te 8 appartient au plan II d&fini par P et 5

- 5 vl - ~ . » P .
En effet P ¥ § doit &tre invariant par la symétrie.

orthogonale par rapport & I {axiome IV)

- . g = . R g ¢
Proposition III Si P et Q ne sont pas colinéaires, P& Q n'est

paralléle ni & B, ni & Q.

Car s'il n'en était pas ainsi, il existerait deux
vecteur -I?et get un scalaire A tels que

?%‘:5\'» 7\8 . Dans ces conditions, on aurait
Fede (B =0-18=F+@-9 =%

- ~3r
ce qul contredit l'indépendance linéaire de P et Q.

>
Proposition IV Etant donné un vecteur P non nul, et un vecteur unitaire

-3 -
4 orthogonal a P, il existe deux scalaires « et P

non nuls, ne dépendant que de “E’l , tels que

- 2>
PO mo{g_+8?

P

Ltexistence de tels scalaires non nuls résulte des propositions II
-
et III. Ces scalaires ne dépendent que de fiP| , car si 1l'on choisit un
e - -
autre couple P, u' avec [Pl = WPlI , il existe une isométrie qui
- = > -
applique P sur P', u sur ut.

. = (1)
Darboux pose P = :
Flien BB

La démonstration qui suit sera essentiellement une étude de

cette fonction x —3 3?(x) (définie sur ﬁ%+>.

3 N ,
Démonstration du théoréme, lére étape Soit P et Q deux vecteurs indépendants,

-3 . . e P - 2
et u un vecteur unitaire normzal au plan (P,Q}. Le repére( P, G, u} est
£
t

- 3
‘s . . . g 57 LR il
unitaire (mais non nécessairement orthogonal, si P et ne le sont pas) .
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Soient X, Y, Z les composantes du vecteur

e i e
V=u®P®Q - par rapport & ce repére.
- e = g =+
V=u®PrPr®Q=X5+Y¥=+7

Alors u®w PwQ BT Y“ A

Le vecteur V est porté par l'intersection de trois plans 631,632,6%

. . - - - > i e . %
engendrés respectivement par Q et u D P, P et u® Q, et enfin u et P @ Q.

-2 - >
Donc la trace decf1 sur le plan (.u->, P) porte le vecteur u @ p,

ce qui s'exprime par
-
F (H?H-) _oa(pn) X

B (IF)) =z

et par conséquent

N

De méme f (ian) =

¥ il Teq
= = £—§——%— . Cette égalité exprime que le vecteur P @ Q

x £ O
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- >
(porté pur la trace dei? sur le plan (P,Q) ) est colinéaire au vecteur

2L S 4 030y -

11 €x15fe dgnc un scalamre A tel que

i 4, 2ed
(1) (F) ;{g(nen o Nwesi

-
Seconde &tape. Posons alors - R =

- = P - - - . -
On a alors PHQ@®R =0, et -P = QD R,

)

-
Nous allons appliquer le résultat (T), en remplagant P par

il ex1stera donc un autre scalalrefi tel que @

lP f + A =0
fa £ (ian ) 7
z £.2
—e-- + (uQr lel)“:; =
HPH g na b iRl
et par soustraction
> ’? - fi3 ‘R’
(¢(upv) ../L) =5+ HRI)= =
¥ NP{; {Ru

Comme P et R sont indépendants {prop. II1),
-
A 5( B @e(uP‘cém)
En portant cette valeur dans (1), on obtient 1l'identité.

(2\5 (B )«-i» +§(n??& = {0 ”“gxx@fi@g

]l Qll Weewql

Troisiéme étape. L'identité (2) vient d'@tre

. . e Sl & . s Yy

démontrée pour tout couple (F, Q) de vecteurs linéairement indépendants .

Mais par continuité (Axiome IT), elle s'étend a tous les couples de vec-
- -

teurs, et plus particuliérement aux cas ol P et Q ont méme direction et

méme sens.

- = - - —>
Dans ce cas WP © QM ;ﬂ’?ﬁ + gl W&Pil + ot .
Et sachant qu'alors j%; #zé% 7;§%y72‘s 1'identité (2) devient
VB uioh 1P @ ol

Quatriéme étape. On sait que toutes les

solutions continues de lféquation fonctionnelle

g(l:ﬁﬂyﬂ f(ix g,(y!

sont données par (&xl} ”X?<11 . ix| (4)
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(En effet, ce résultat classique se démontre immédiatement pour x

entier ou rationnel, puls en prolongeant par continuité, pour tout

% réel., )
Portant cette valeur (4)dans 1'identité (2), on obtient

aprés simplification @
i - -3
P - P ®Q

+ C-QoFth

Remarque finale I1 existe une caractérisation beaucoup plus

simple de l'addition vectorielle, reposant essentiellement sur

ltaxiome :

La loi dtaddition des vecteurs est invariante par toute projection

(parallélement & une direction).

En fait, Simon STEVIN était parvenu & deviner la régle du parallélo-

. #

gramme, & partir d'un raisonnement s'appuyant sur 1l'impossibilité

du mouvement perpétuel.

Il raisonnait sur le dispositif suivant ¢

et aboutissait & une décomposition du poids de chaque élément de la
chafne, selon deux directions orthogonales.

Mais, il est vraiment téméraire de prétendre
que l'invariance de la composition des forces, par tcute projection

(non nécessairement orthogonale) est une vérité d'intuition.

G. GLAESER.
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