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remarquables, plus ou moins récents, sur les suites Fr de Fibonacci e
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dfobtenir automatiquement une foule de relations entre les fongtions F

et L_.
I

les suites de Fibonacci et de lLucars

Aprés un bref apergu hisforique, on signale quelques résultats
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Lucas. Puis on expcse une méthode simple et nouvelle, qui permet
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nfin, on étend cette méthode plus générales,

I.- Apercu historique

Veici elques dates marquantes arrondies, qui montrent que
queldq q ' g

Jusqu'a la fin du 19e siécle on ne s'est occupé de la suite de Fibonacei

que trés sporadigquement.

1200 -
1600 -~

Fibonacci tombe sur sa suite & propos d'un probléme de population

\l)

de lapins. Ce mathématicien, le plus illustre du Moyen-Age, est
mieux conru sous le nom de Licnard de Pise. On lui doit entre autre

l'introduction de la numération décimale en Burope. Aprés lui, la

suite va dormir pendant quatre sidcles.
L'astronome Képler rencontre la suite dans 1'étude de sposition

des feuilles sur la tige d'une plante, racines lointaines de la

moderne phyllotaxie L11.

Robert Simson déduit de la relation de récurrence Fﬂ+1 = Fr + P 1
s
e n . . .
la formule F +1Fn ;- Pu = (-1), qui relie &galement trois t(r es
- }‘ N

consécutifs de la suite de Fibonacci.
Binet montre comment on peut calculer un terme de la sulte connais-
sant son rang.

Lucas introduit sa suite, qui vérifie la mBme loi de récurrence li-

. Py ) ) o e r .
y mals difféere par les valeurs initiasles 2], I1 est d'ailleurs

s

le premier & employer la dénomination actuslle "suite de Fibcnacci!
On va voir que le jumelage des deux suites dépasse de loin en inté-
r&t cette derniére seule, qui devient dés lors aussi prolifique que
des lapins.

Le "Fibonaeci Quarterly" est créé, revae américaine consacrée essen—
tiellement & ces suites jumelles. Depuis ce temps 17 gros volures

ont déja paru!
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Conférerce falte A4 1la ¥

ionale de Strasbourg en octobre 1980,



De nos jours, la suite de Fibonacci a trouvé des applications
inattendues dans des domaines aussi variés que la composition musicale
et la distribution électrique, la génétique et la théorie d'optimisa-

tion ou la combinatoire.

-

Formons une suite dont chaque terme 3 partir du troisiéme est
la somme des deux précédents, en prenant pour valeurs initiales d'abord

T et 1, puis 1 et 3

n |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 2 ...
F |1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 ...
L |1 3 4 7 1M 18 29 47 76 123 199 322 ..,

Les suites Fn de Fibonaeci et Ln de Lucas sont donc définies par
la récurrence

By = P Y o Fo=F_ =1

L,=L . +L . L, =1, L, =3

Voyons d'abord quelques relations de voisinage entre les deux suites,

relations linéaires dans lésquelles n'interviennent que les termes Fn, Ln et

leurs voisins directs. Leurs schémas 2
- -+~
] >~ ><
se lisent respectivement

L +F = 2F L - F =2F F + F = L
n n n+1 , n n n-1 , n-1 n+1 n,

Pact ¢+ Tpeg™ 0 o, L +F =1 -F =3F

Naturellement il existe aussi des relations de voisinage non linéaires.

Par exemple:

2 2 2 2 2 2

by -y =4 P P+ R by vF, =2 (Fn—1+ Fn+1)’
R [ oF° 4 (<1)" ] 2,
n-1 n n+1 n

Remarquons que les deux premiéres de ces huit formules entratnent
immédiatement la troisiéme et celles du second degré.
Notons que Fn et Ln sont de méme parité, et que leurs valeurs paires

se suivent de 3 en 3. Ceci est un cas particulier d'un beau théoréme é&tabli

par Carmicael wvers 1900%



Toute suite d'entiers vérifiant une relation de récurrence linéaire

u = a.u + a.u + ... t au
n 1 n-1 2 n-2 T n-r

est périodique modulo k, si k est premier avec a .
T

Pour la suite de Fibonacci  on peut méme énoncer:

Fn est divisible par un entier k si et seulement si n est

divisible par'grﬂﬁ; &tant le plus peffg nombre de Fibonacci divisiblé_gar k.

Par exemple le plus petit Fn divisible par 13 étant F les

F

77
multiples de 13 de la suite sont F7, F14, 5t v

. . . 2 .
On sait d'ailleurs qu'au moing un des k-1 premiers nombres

de Fibonacci est divisible par k.

Citons encore le remarquable théoréme de Zeckendorf:

Tout entier est, de maniére unique, une somme de nombres de Filonacci ., tels

que deux quelconques soient non consécutifs et distincts.

Au cours des quinze derniéres années, on a montré que la suilte
F e présente que deux carrés (1 et 144) et deux cubes (1 et 8). Le seul
cube de la suite Ln est 1.

Question ouverte: on ne sait si la suite Fn présente une infi-
nité de nombres premiers. Mais on a démontré (ce qui semble & priori plus

difficile) qu'un entier voisin d'un nombre de Fibonacci supérieur & 8 n'est

. . . < . + -
jamais premier (c'est-a-dire Fn - 1 est composé pour n > 6).

Autre question ouverte: on voit facilement que la série de terme
général 1/? converge. Mais on ne connalt pas la valeur exacte de sa
n

somme; on ne sait méme pas si elle est rationnelle ou non.

z . -

FF

s
n mn+<

Par contre, on salt que

fos]
n=1

*
Tout repose ici essentiellement sur une notation simple , mais

non courante: . . .
A si n est impailr

[A’Bjn ~ ) B si n est pair.

Plus généralement EUT’ Upseees up] désigne le terme courant u, d'une suite
de périodes p, égal au us du crochet tel que i = n, mod p (E. EHRHART , Foly-

nbmes arithmétiques et méthode des polyddres en combinatoire, Birkhatliser,

Bale, 1977). @



Les fonctions " fibonacciennes" (c'est-a-dire F et Ln) sont

données par les formules de Binet

_oat - p? L =at+b
h= 2 - b "
a-b

F

ol a et b sont les racines de 1l'équation

X2 -X-1=0

Dans le bulletin de 1'APMEP (septembre 1980), nous avons montré que si

1'on pose
log a = @, on = x, om = vy
on obtient
=1 =1

) J ch kx 2[/'5Fkn, Lkn]kn sh kx 2[Lkn, /EFkn]kn

i

| -1 . =1

L cn(xty) = 2E/§Fn+m’ Ln+mjn+m sh(x+y) = 2ELn+m7 /EFn+m n+m.

Les formules de la derniére ligne subsistent si on y remplace partout
le signe (+) par (-).
D'ous

Théoréme 1. La subsistution (1) associe & toute identité hyperbolique, qui

ne présemte que des arguments de la forme kx * k'y, une ou plusieurs identités

entre fonctions fibonacciennes .

Trois exemples suffiront pour montrer 1l'efficacité et l'aisance de notre mé-

thode.
Exemple 1.
La substitution (1) donne 5 5
. . 5F L
n impair: n_ono_ 1
4 4
)
LZ 5F°
n pair n o_ " n_ ;
4 4
Donc pour tout ns
2 2 n
(2) L - SF = 4(-1)".

Application. Soit a résoudre en entiers positifs 1'équation diophantienne

X% - 5% = 4.



D'aprés (2) conviennent

X
X =1L Y =F (n>0).

2n, 2n A )
On montre qu'on obtient ainsi toutes les solutiocns.

Exemple 2. ch(x + y) + ch(x - y) = 2chxchy

il

sh(x + y) + sh(x - y) = 2shxchy.

En examinant quatre cas, suivant les parités de n et m, on obtient

firalement
L +1L “[srr 11
n+m n-m nm, mmmn
-
F + F = [L F FL J
n+m n-m nm, nm m.

Pour m = 1, on trouve les relations de voisinage

Ln+1 * Ln~1 - SFn

Fn+1 * Fn-1 - Ln

On établit de méme
L = ESF F L L ]
nom nm m-1

1L -
n+m n-m ’

oy

F - F [L F FL 4
n+m n-m n m, nmm-1.

De ce qui précéde on déduit sans peine

2F =FL +LF
n+m nm nom

2L =LL + 5FF
n-+m nm nm

En portant m = £ 1 dans 1l'avant-derniére identité, on trouve les relations
de voisinage

2F =F + L
n+1 n n

2F =L - F
n-1 n n.

Exemple 3.

sh(x + y) sh(x - y) = chx - shgy
ch(x + y) ch(x - y) = ch’x + Shzy.

Selon les parités de n et m, la substitution (1) fournit quatre expressions

pour F et autant pour Ln L . En tenant compte de (2), on peut con-

F
n+m ~n-m +m n-m

denser les résultats dans deux identités:
2 (_1)n+m+1F2

— F =
n+m n-m m

n
2 n+m_2 n
- L = (-1) L - 4(-1)".

(1)

L
n+m n-m



La premiére est la formule de Catalan qui date de 1886, la seconde est

sans doute inédite.
En portant dans ces deux relations d'abord m = 1 puis m = 2,

on trouve les identités

2 n 2 n+1
_E‘ g —- —_— ool ——-
Fn+1Fn—1 ‘n (-1) Fn+2Fn—2 Fn (-1)
2 n+1 2 \n
Lyoilp g = Ln = 5(-1) paoly o = b = 5(-1)".

Dans la premiére on reconnait la formule de Simson, mentionnée au début.

Soit s uwn entier positif et a et b les racines de l'équation

X2 - sX - 1 = 0.

Nous appellerons " fonctions fibonacciennes généralisées" les entiers

' n n
fﬁ_zé__:__b_ cf:an+bn.

a-b f
Nous désignerons encore ces égalités par "formules de Binet".

8i on pose

A= 2 4 4, @ = log a, an = x, am = vy,

on trouve, en opérant comme pour les fonctions fibonaeciennes ordinaires,

e = 28 £ 4] il p ]
(3) chox = 31/8 }Jkn{*'knjkn ch(x +y) =3 Afn+m,“& m+mJn+m
»J/ bt o oy
= 13 = 1],
shicx = ZLikn, /zmknjkn sh(x + ) 2L{£+m, /Z};+mjn+m.

Dot

Théoréme 2. La substitution (3) associe a toute identité hyperbolique, qui

ne présente que des arguments de la forme kx  k'y, une ou plusieurs iden-

tités entre fonctions fibomacciennes généralisées,

Souligons que ce sont les m8mes qu'entre fonctions fibonacciennes

ordinaires, a cela prés qu'un éventuel facteur 5 ou /5 est remplacé par A

ou V4.
Par exemple
' L ¢ 2 2 an
j[én _jfﬁf; iim._ éf; = 4(-1)".
Les relations de voisinage sont en général modifiées (quand dans
leur démonstration intervient A\ OuJ€1 = S). Mais si dans 1l'identité
. - P WM
(4) &]Cner +£1—m - lafn{nﬂ(néfm_!m
on met m = 1, on voit, en tenant compte de;{% = 1, que subsiste

(5) ;ﬁn+1 ﬁié—Tzzi;J



Application. S8i 1l'on pose

n+m=a, n-m=D»

la formule (4) devient

foofy - fapfat o fapdar

2

a-b

2

qui exige que a-b soit pair, pour que les indices soient entiers. D'ou:

Théoréme. Un nombre . +-&b n'est pas premier, si a - b est pair autre
a

ltest.(5)

. V)
que 2. Quant A %~ + - il est premier juste sicl\
Qe 2. Qua da s Jav2 ! : J at1

Car }/a +jrb :f}a+é£%51 a~-b=4, etsia~-b>41il n'y a
I 2 " ' lI’
pas de facteur.}1 = 1 ou To = g s = 1 dans le crocheat.

. N
Remarquess. 1) Dans les mémes comditions;fﬁ ioLb ntest pas premier; si
=
a - b est pair autre qua 2 ou 4’:;a —}jb n'est pas premier.

2) On comprend maintenant pourquoi un entier voisin direct

d'un  nombre de Fibonacci supérieur & 8 n'est jamais

premier.
I1 suffit de considérer Fa £ 1 comme Fa + F1 si a est

impair, comme Fa + F si a est pair, et de noter que

2
a~-1et a- 2 dépassent 4 si a > 6.

Récurrence. On peut aussi définirl}.n etét.n par la récurrence

N,

i g ‘ f )
+n+1 - Sj'n +J[1’1—1 "j"nﬂ = s«_xf_,n Jm]:m_1

-.[0:01§1:1 ,iOZZ,\’f = 8

J 1
que l'on déduit sans peine des formules de Binet.

E. EHRHART,

Strasbourg.

(1] 7. Steltz, Quelques problémes posés par la phyllotaxie, L'Ouvert, 18, (1979).
[2] Lucas, Note sur le triangle de Paseal et la série de Lamé, Nouvelle Corresp.
Math., 2, 74, (1876) et Théorie des fonctions numériques périodiques,
Am.J. Math., 1, 184-220, (1878).



