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Depuis Euler qui avait calculé les valeurs de g (2k) = Ok bien des
n=1 n

gens se sont attaqués, sans succes, au probléme du calcul de la somme des puissances

L=
impaires des entiers((; (Zk+1) = }M —ﬁ > , et ce n'est pas sans scepticisme
n=1 n

que les spécialistes accueil!ir&nt les rumeurs selon lesquelles R. Apéry avait démontré
1

3

"irrationnalité de E;‘ (3) = Z-
n=1 n

de R. Apéry laissait a penser a un canular. Cette appréhension sembla fondée aux
participants des journées arithmétiques de Luminy quant Apéry présenta sa démonstration
en écrivant au tableau une suite infinie de termes tous infinis. C'était provoquer délibé—
rément le chahut de I'assistance en reprenant une écriture trés prisée d'Euler mais
qu'aucun mathématicien actuel, méme le moins rigoureux ne peut accepter. Et pourtant !...
Il avait trouvé |'essentiel de la démonstration qui fut mise en forme par d'autres comme
Cohen, Van der Poorten ...

M. Mignotte présente ici, aprés un rappel sur la fonction g et sur les techniques
relatives & |'irrationalité, les principales étapes conduisant au résultat sur g’ (3).

, d'autant plus que la personnalité originale

L'"OUVERT
I Quelques formules sur la fonction 2: de Riemann
Pour s > 1, on pose
% (s) = Z L.
s
Nn=1 n
D'ou, en particulier, ol
5. tw=2 L.
€ (2) - 2’ 3
n=1 n n=1 n

D'autre part, la définition précédente de § est valable pour s complexe vérifiant
P
Re(s) > 1. En comparant la série définissant 4(; avec ['intégrale /QL on voit que
. ] . S
la fonction g (s) - — est prolongeable en une fonction holo- Tt

1
morphe pour Re(s))s» 0.

Riemann a démontré la célébre équation fonctionnelle de (g que l'on peut exprimer ainsi :
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la fonction

(g(s):i(l-;i)— P(%)‘T“S/Z 3;(5)

est une fonction entiére invariante par la transformation s,y 1-s, [ désignant la

fonction d'Euler (prolongeant la notion de factorielle : [ (n) = (n=1)1).

On définit les nombres de Bernouilli par la formule
n
«© B x
X B n
e -1 nh=0  n!
ainsi
BO =1 R B] =-1/2
B2 =1/6 s 83 =0
84:—1/30 y 85:0
On démontre que <g vérifie, pour n > 0,
n BnH
<g<-.n):(—1> (=0 sin=-2, -4, =6, ...)
n+1

Grace a |'équation fonctionnelle, on en déduit

Ccom™t ey B

‘g(Zn): 2n ,
2. (2!
ainsi 2 4
10 T
¢c2-% , Lw=- g5 ...,

ce gui montre que ; (2), ? (4) ... sont des nombres transcendants.
Malheureusement cette technique ne fournit aucune information sur les valeurs de ;
aux entiers positifs impairs : pour étudier t (2n + 1) on aboutit a ‘g (-2n) = 0 tandis

que r‘(%) a un pdle pour x = ~2n.

Remarques
1. En plus des zéros "triviaux'" -2, -4, ... on sait que la fonction g possede une
infinité de zéros dans la bande 0 (Re(s) ¢ 1. L'hypothése de Riemann, non démontrée

a ce jour, affirme que ces zéros sont sur la droite Re(s) = 1/2.

2. Sionnoted lep.p.c.m. des entiers 1, 2, ..., n le fait que (s) ne s'annule
n
pas pour Re(s) = 1 permet de démontrer |'estimation

Log dnr\) n.



. Remarques générales sur l'irrationalité

Pour démontrer I'irrationalité d'un nombre, il faut en trouver une "bonne'' définition.

Par exemple, si on pose

1\"
e = lim (1+—) ,
n
N>

on ne sait pas utiliser directement cette formule pour démontrer |'irrationalité de e.

Autre exemple, on ignore si la constante d'Euler définie par

. 1 1
¥ = lim (1+§+...+;—Logn)

N oo

est irrationnelle ou non.

Le résultat trés simple suivant caractérise les nombres rationnels

CRITERE DE RATIONALITE : soit g un nombre réel, on a

f € Q& Jc) 0 tel que p/q =& g implique
¢ ne dépend que de ?

Preuve :

= Si ? :a/betp/q_r—’/:t; , ona

a_p /b,
b ql> q

e LOrsque % est irrationnel on sait méme {par la théorie des fractions continues
ougrdce au principe des tiroirs de Dirichlet)qu'il existe une infinité de ration-

nels p/q tels que

£t <

Appliquons ce résultat au nombre e. On connaft la formule
T N 1 )
e = FAT T AT e e
elle conduit a 'estimation

0 < le-(1+71—!-+...+£—!)\<

LI
n " n!”’

ol le nombre entre parenthéses est un rationnel qui admet n! comme dénominateur et
dont te numérateur sera noté a_- On a donc
a
A < 1 1
€ - o7 n " ni’
n n n!

0<

ce qui permet d'appliquer le critére et donc de prouver |'irrationalité de e.
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Sachant qu'un nombre est irrationnel il est trés intéressant de déterminer une

fonction f telle que pour tout rationnel p/q on ait

& -2
q
une telle fonction est appelée une mesure d'irrationalité, elle vérifie nécessairement
-2
fla) € g

Considérons a nouveau le nombre e, et un rationnel p/q quelconque, g > 0. Pour tout

> flal,

entier n, avec les notations ci~dessus, on a

p( an p aﬂ an p[ 1
i L4 ErE- T oyt R o ,
! ! ! noont
si an/n!;é: p/q ceci implique
e-B | > L 1
q q.n! n.n!

Prenons n=q + 1 ouq + 2, afin que la condition an/n! 74: p/q soit réalisée, on obtient :

2
(q+ 2. (q+2)

Cette estimation est trés médiocre ! On sait que e posséde le développement en fraction

.

e—B} >
q

continue suivant
e= [2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...] ,

ce qui signifie que

e =2+

4

A+

44

L{%_

et on en déduit (exercice de calcul assez pénible) qu'il existe une constante positive ¢

telle que
Loglog g

q2L09q

résultat optimal en ce sens que cette inégalité est fausse pour ¢ ¢ 1/2.

En conclusion, pour obtenir une bonne mesure d'irrationalité il faut posséder une "trés
bonne'" formule définissant le nombre considéré.

Par exemple, on ne connaft pas la meilleure mesure d'irrationalité de T .

I, La démonstration d'Apéry

En juin 1978, au cours des Journées Arithmétiques qui se déroulaient a Luminy,

R. Apéry donna des éléments de preuve de I'irrationalité de ‘g (3).
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Le principe de cette preuve réside dans la formule

€ - —

......

340> — 512 4 270 - 5 - (06 )

Voici quelles étaient les étapes indiquées, dont une preuve a été écrite par H. Cohen,

Van der Poorten et D. Zagier.

ler pas :
> o n n+k 2
= 2 (k) (k )
0
et n k m-+ 1
n 2 1 (-1)
k N - _
bnz 2 (E) (n;: ) “nk’ °Y i Z]: m3 i r§1 3 (M) (n+m
0 o 2m (m)(m
alors les suites (an) et (bn) vérifient la relation
3
n3u —(34n3—5]n2+27n—5)u +(n~-1) u = 0.
n n-1 n-2

Zem pas :
Contrairement au précédent, celui~ci est trés facile. Pour 0 Skgn,ona
2
_ ( £
¢® “nok | Y T2

n

On en déduit que

i;(3):nmb/a,
N n

ainsi que la fraction continue ci-dessus et la formule

n—1
S;(3): Z (Cn n~Cn-1,n——1) - 3 Z NI

2 3 [2n
nyl ’ nyl n (n )
3em pas
3
Si dn désigne le p.p.c.m. des entiers 1, ..., n alors les nombres Zdn bn et a sont
entiers.

La démonstration, assez facile, utilise le fait connu que (s) divise dr'



4em pas :
Conclusion.

On vérifie par récurrence que l'on a

R B

a  a -3

n n-1

n n-1
D'ou

b 2 .
n 6 c

o(‘@@)-a—: }: 5 < 5
n k=n+] k=1 a4h

On démontre aussi |'estimation

n
a ry C 2%~72——,0L‘Jo(:(1+\/*2)4(donco()e3).

n
n
P n = 2d 3b = 2d 3a alors, d'apreées le 3e as et sont des entiers
0s0 Spn— n °n’ qnﬁ n %n’ S, p p ’pn qn .
Des estimations ci-dessus et de
Log dn N,

On déduit que pour tout & > 0 il existe une constante C( £ ) telle que I'on ait

p
R L e
n q
n
ol
_2Llog & > (car o S e3).

" =33log o

En choisissant & tel que r -~ £ > 1 le critére montre que f (3) est irrationnel.

On peut méme déduire de la formule précédente une bonne mesure d'irrationalité

de ‘g (3). Pour ce faire, on utilise le lemme suivant dont la démonstration est élémen—

taire.

Lemme 1 : Si un nombre g admet une infinité d'approximations rationnelles distinctes
pn/qn qui vemﬁe;t
n
f———(——-— avecba>1,q > 0,
q & n
n qa,

q < €145 <4 constante,

n+1

alors pour tout rationnel p/q on a

¢ 82—
-1

pour une certaine constante positive c

o



lci on obtient
P )
| f(3> - at > RERY

Remarque : Pour <§ (2), Apéry a obtenu la formule

§<2>=3+ ?4

Hn2+11n+3+

qui permet de démontrer |'irrationalité de f (2) (et donc de T ) ainsi que la mesure

}f(r/:)-g

Auparavant, le meilleur résultat connu était (voir [M] )

C

4

> T8
g

> q] i ,36 (c3 constante).

v

Pour T on sait seulement que I'on a
C

i T-B > 5
q 20
q
V. La preuve de Beukers

Elle repose sur le résultat élémentaire suivant

Lemme 2 : Soientr » s » 0 des entiers. On considere les intégrales

1 1 r s
= f / Y dxdy, J__ = / / ]Lofy(xy x"y" dxdy.

r,s 0 0 T -xy r,s

Alors, sir » son a

a)dr Ir,s € Z, (oudP:p.p.c.m. (1,2,...,r)
3
bd . € Z,
tandis que
] 1
)l .= f(z)-—z--...- —
1 r
1 ]
A =2 ‘§(3)-—§-...~ :3).

Démonstration

Pour o » 0, en développant (1 -—xy)4 en série on obtient la formule



1 1 -
oSS T2 )

T - xy k%0 (ktr+a + 1)(k+s+0 +1)
Pour r » s cette derniére expression vaut
oo

i 1 1 ] i 1
kZ'O r-s (k+s+ir+1 T okar+ e +1 ) - (S+1+<F Tt e )

En faisant "= 0 on obtient {'assertion a).

En dérivant par rapport a 9, pour d = 0 on trouve

-1 1 1
—Jr‘ «T Tls oot et T ,
’ (s+1) r

d'ol la propriété b).

Pour obtenir c) on fait r = s et @ = 0 dans (1).

Lorsque r = s, en dérivant (1) par rapport & ¢ et en prenant = 0 on obtient d).

Démontrons d'abord I'irrationalité de f (2).

Théoreme 1 : f(Z) est irrationnel
Démonstration :
Considérons la quantité

1 1 (1=y)" Pn(X)
—  dx dy

G G 1 - xy
ot P (x) = 1 (i)n (xn(%x)m est le polyndme de Legendre {(qui est a coefficients
n nt dx ) 9

entiers). Grace au lemme 2 on montre que In est de la forme

-2
ln:(AnJan fm) 475 A etB £ Z.

En intégrant par parties relativement & x, on obtient |'expression

1 1 n n
Lo )" y (1=y) x (1-x
n O/ (5/ (1-xy)n+1

On vérifie assez facilement la majoration

)n >ﬂ

dx dy.

5
y(1=y) x(1-x)  AV5 -1
0«g — N pour 0 & x,y K 1.
Ceci conduit a 'estimation

o< 1< A" €@, on A= (\—f—%-—]-)s

@



Ainsi, on a
2 n
oA +B €@ <@ B L@,
2 ~ s
et commegc < 1 et Log dn ~J n, on conclut, grace au critere, que

irrationnel.

Nous arrivons au terme de notre route.
Théoréme 2 : t (3) est irrationnel
Démonstration :

Considérons cette fois I'intégrale

1
- —Log xy
J = o/ O/ Ty a0 PLy) dxdy.

Le lemme 2 permet de démontrer que Jn est de la forme
J =(A'" +B (I; (3)d -3 avec A' |, B' entiers.
n n n n ’ n’” T on

On vérifie aisément la relation

1
_Logxy _ R
T - xy O/‘ 1-(1=-xy)z dz ,

qui permet d'écrire

1 1 T PGP (y)

J=f ——=—=—  dx dy dz.
NG g 5 1 -(1-xy)z
En intégrant n fois par parties relativement a x, il vient
. 1 1 1 (xyz)n“—x)npn {y)
=0 S/ ———  dx dy dz.
0 0 0 (1-(1=xy)z)
Posons
1- _ -
W= 1—(lz—xy)z ou ‘= 1—(11—\/\;<y)w et dz= o 2
(1=(T=xy)w)
alors J s'écrit
n
n 1 1 ] R " Pn(y)
Jo= D 0/ ()f O/ (1-x) (1-w) oW dx dy dw.

f (2) est

Intégrons maintenant n fois par parties par rapport a la variable y, on obtient

1 xn“_x)n ynU-y)n wnU—-w)n

n+1

1o
o=/ ) dx dy dw.
0 o0 0 (1-(1=xy)w)

On vérifie que

@)



- - - 4
MU ¢ (V7= 1 pour 0§ xyaw € 1.

D'od 'encadrement
n ] ] dx dy dw 1 -Log xy n
0 < U l<u Of S S e et S { T dxdy = 24" £,

ol of = ( V72 - 1)4.
FPar conséquent, on a

o [ +B € @] < k(dn3c>1\)n. 2 @(3).

Comme o £ 8_3, le critére s'applique encore et on constate que § (3) est irrationnel.
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