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A propos de la couverture
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Les pavages rédguliers périodigues du plan sont clessiques, Ils

peuvent &tre clas: suivant 17 groupes différents d'icomdtries ; (cf. La
athématigue et ses sppliecations ¢ Galion cher Cedie J. Un exemple en avait
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couverture de 1'Wuvert ne 4,

Tei i1 s'sgit dlun pavage rnon rég lier pfriodigue ern ce sens que

ce pavage sous~tend un groupe qui est dare le cas prdsent
otation de TT/Q et une homoihétie de rapport 2,5 |, ees deur transformations
ayant méme centre. Ce n'est

sent les mots

Pour revenir au dessin de la couverture, il est fsoeile de mettre

n évidence des spirales logarithuirues gul sont matérinlisdes par les "épi-
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nes dorszles” des poissons (3 1'excepti n des nuatre extérieurs). Le propri-
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Hypocrirsie

de dénoncer

sentielle est pédagogique ! Il sersit intdre
au bout, Quelle édconomie gue de supprimer tou
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gouvernen

concerne, donnons guel-
de seconde pour
journauy oue la raison es-

sey le rsisonnement

cant de pous

Jusau'

ne dirait plus que la sélection & 1%4école se fsait sur D osur 1L'large
bien slr, comme pour les dcoles de musicue par evemple !

¥ Aprés avolir gquesiment supprimé les IREN, on peut lire dans les "(Ubjectifs de 1'ten-
seigniement des mathématiques dans les lycdes”, texte dmanant de 1'inspection gdénérale
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continue,

psuryaz continuer,

1'0eil du voisin et je crois que

clest un evercic

tie. Cela ne doif pss nous empdcher de news demander 811 n'yv o pas une poulre dsns le

ndtre 7 Cela ne donners que plus de forces i nos critigues,

£ Un proclsame haut et fort aufon est contre les heures supplémentsires et on va en

réclamer, en douce, au chef d'étshliscement pour jurer plus tard gqu'elles ont 44
re fait pes d'heures supplémentaires, on donne des cours de promotion

rheures de colles,

# OUn se plaint de 1n paecivitd des Aléves el on est les preniers b refuser le bLénd-

volat , aui ohligent & modifier le coul
ArrBtons la. 4 gquoi me sert-il de critiguer 7 Ne dois-le pas, mol sussi

balayer devant ma porite 7 A llsvenir je laisse cette poge 5 ceux oui 1z veulent

Jean Lefort
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Le cube magique hongrois

Le "cube magique" a été inventé par up ingdnieur rculpteur hongrois, le
professeur Lrnd Rubik, qui a vendu tous ses droits de reproduction 3 1'industrie. Les
deux spécimens que 1l'on peut emprunter & la bibliothéque irem proviennent de Hongrie.
11 est tres difficile de s'en procurer cer la demande dépasse largement 1'offre actuel-
lement (%).

Pour ceux qui pensent que le mode d'emploi est donné en hongrois sur 1'embal~

lage, nous les détrompons immédiatement en domnant une traduction du texte :

CUBE MAGIQUE

jeu spatial et logiave,

‘ Olit e:c hn i ka Coopérative

A I1PARI §ZOVETKEZET Politechniksa.

distribué par : THIAL

Ceci est un jeu pour enfants et adultes, ddve-

B jétél a‘gyermakelc o teindilek ogitus gondolico-
Canat, deslatasat teflesah

Yloppant 1a pensée logigue et la visuslisation
spatiale, Tl y a 26 petits cubes de couleur
attachés les uns aux autres. En les tournant,
ils peuvent prendre pratiquement une infinité
de positiors relatives. Sur chague face, les siw
couleurs peuvent Btre mélangées de plusieurs
fagons. Le but du jeu est de rendre chaque face
unicolore, L'obtenir sur plusieurs faces est
trés difficile, Cela n'est possible qu'd 1'aide
; o des connaissances des régles de rotation. let-
R = tre 15 & 20 winutes pour colorier uniformdment
une seule face est un bon score et démontre une

Cer :
{1 oldul il mind o Hal old
Egyideiiiog
“enak a Torgidds Hreinysiontis
oldhated meg. Bgy otdalhok 1520 pnrd o
zése mar igen figyelente melto aredmiény: 68 {0
" togiat kesrséyre vall it

Figyt:ije mag. kiGnbBid irdnyt dorgs Sokral
07 eyyes eleniek helyiutinek wAltH, i, g iy fele
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grande aptitude & lao réeolution des problimes logiques, Regardez les e

i

fets des rota-
tions dans chaque direction sur la position de chacun des éldéments, Les régles que
vous pourrez ainsi découvrir vous conduiront k la solution.

Brevet Hongrois n? 170,062

Matérizux :

TAJEKOZTATO

Anyaga: Utésalld sztirol

Matiere : Styrol anti-choc

Propriétés + s'amollit A 1la
chaieur ; peu fragile,

Entretien : lavsge en eau tiéde
légérenent savoneuse,

Jellemzdi: Hire lagyuls, kevéshé tirékeny

Kerzelese: Langyos, szappanos vizben moshnté

Quelgues yemarques a) Le mode d'emplol se complait en géndralitéset en banalités.Quand
il annonce qu'il y a une infinité de positions relatives des couleurs, il n'exagére
pour ainsi dire pas car nous démontrerons ci-dessous qu'il v en a 43,25 milliards de
milliards,soit & raison d'une position par microseconde (ce qui est rapide, mBme pour
un ordinateur) 1, 370 million d'années !

b) Comne il est indiqué, s'il est prescue facile de colorier une
seule face, c'est un tout aufre probléme de colorier correctement les six faces du
cube, ¥ passer ses loisirs pendant une dizaine de jours semble &tre une bonne moyenne
a condition d'svoir quelques connaissances des rotations dans 1'espace et de théorie

des groupes,

I~ REALTSATION BT CONSTRUCTION

Une des premiéres guestions qui vient
i l'esprit dés que 1l'on o tourné les trois
faces indiqudes ci-contre, c'est comment
sont acerochés les cubes les uns aux aulres,
en particulier ceux des sommels 7 Comment
fonctionne mécaniquement le cube magique 7
Pour le comprendre le plus simple est de

le d¢émonter, Maie par oh commencer 7 Aucune

visg, aucun trou apparent ... Bt pourtant il

a bien du Btre nontd en usine ! En réalitd

le dernier petit cube introduit 1'sz été en

force et il feaut tres 1légerement forcerpour
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assembiqse de que{ques cubes sans le Frizdre
cenbral - ’

centres des Pace.s Pn/o\-an}‘ autour de levr oxe |



1'dter, 4 condition de choicir 1'angle convenahle.

Tourner 1s face supérieure du cube d'environ 15 & 20¢ de facon & amener un
petit cube médian (hachurer ci-dessus) 3 1a hauteur de la séparation vertitale de deux
petits cubes des étages inférieurs. kn s'sidant d'un tournevis ou @'une lame, soulever
le cube médian en le basculant vers le centre. Le cube mogique se démonte slors sans
difficultés et lsisse apparaltre un mécanisme d'une simplicité 4tonnante (voir page

hors texte). Le remontage n'est pas plus difficile, le dernier petit cube médisn

Attention : Pour des raisons qui vont apparaftre su paragrapbe suivant, 11 faut re-~
monter le cube magique dans 1z position acheviée (c-b~d avec toutes les faces unicolores).

C'est ainsi une facon (peu ¢élégante) de résoudre le problene !

11 ~ GENERALITES SUR  LES MOUVEMENTS

I1 est clair qu'un cube de coin recte toviouis un cube de coin et gu'un cube
médian veste médian av cours d'un déplacement quelconque. On peut toujours supposer
que lec centres des faces sont fixes (en réalitd ilc peuvent tourner sur eux-m8mes
come nous l'avons vu lore du démontage, maic cels importe peu pour la coloration),

Chague cube de coin a huit positions et dans chacune de ces huit positions
il peutl présenter ses trois couleurs de trois facons.

Chague cube médinn s doure positions doans chacune desquelles il peut pré-
senter ses deux couleurs de deur fagons.

I1 semble donc que le nombre total de positions soit :

212
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039 293 g7 272 000



b réalité, par les différentes rotstions, toutes ces positions ne scont pas
acceszibles et c'ect Lien pourquoi il est hautemenl conceillé de remonter le cube ma—
gique dans sa position achevde,

a) Pour les cubes de coin :

Humérotons les trois faces des cubes de
coin de fagon 4 ce que l'orientation
induite soit 1a méwe sur chacun d'eux

(1le desrin ci-contre en donne un exemple).
On regarde aslors 1l'effet d'un mouvement
élémentsire quelconque sur cette numdro-
tation, Danc le cas de 1s figure, il n'y
a modification de cette numérotation que

si 1'on tourne une face latérale,

31 1'on cowpare la numdrotation d'un cube

(par exenple celui en traits gras) et de

celui qui a ls mBme position apris le

mouvement, on remargue que la numérotation
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a tourné d'un tiers de tour dans le sens positif ; sur les quatre cubes de coin dont
1a numérotation a changé il y o eu exsctement deux rotations d'un tiers de tour dsns
un sens el deux dans l'autre ; au total ls romme (modulo un tour) est nulle. Comme
c'est évidemment le cas pour les faces supdrieure et inférieure on en déduit que le
résultat est vrai pous une suite guelconque de mouvement. fin conséquence les cubes de

coin ne peuvent prendre gue le tiers de toutes les positions possibles ; (on doit

éliminer celles pour lesquelles la somme priécédente dguivaut i 1/3 ou & 2/3 de tour).

®



b) Pour les cubes wddicns :

Effectuons une ddnonstration snalogue apris
avoir nundroté leurs faces comme sur 1s fi-
gure ci-coptre, Vu 1z nunérotation choisie,
il suffit de regarder ce qui se pasce lors
d'un mouvement élémentaire pour la face
marguée en traits gras. On remarque que le

chengepent de nunérotation n'a lieu que pour

deux cubes médisns, donc dans un mouvenent

quelcongue cue pour un nombre pair de cubes

[ =/

médiang, Ceur-ci ne peuvent prendre gue 1o

moitié de toutes les positions possibles.

c) Les transpositions

On sait qu'une pernutation circulaire sur quatre dléments peut se décomposer
en un produit ¢'un nombre impair de transpositions ; par ememple :

ABCD
(oo o y)

A By ACy (AD
BCDA ( ) ) )

‘B A DA
Or, tourner d'un quart cée four une face revient 3 faire & 1s fois une permutation cir-
culzire sur les quatre cubes de coin et une autre sur lec guatre cube médisns, 11 V.8

donc au total un nombre pair de transpositions (impair plus impair égale pair).

Finslement, le nombre total annoncé : N , doit 8tre divisé successivment par

~

5y puls par 2 et encore par 2, soit en tout par 12, Le nombre de positions possibles
des couleurs est alors celui qui a été donné en introduction et vaut exactement
43 252 003 274 489 856 000
On comprend alors que si apres démontage on remonte le cube au hasard, il n'y a qu'une
chance sur douge pour cu'on puisse arriver a colorier uniformdment chaque face,
Toutefois le nombre précédent peut &ire multiplid par 2048 (et non pas

4096) si lbn tient compte des rotations du centre de chanue face, Que le lecteur dé-

montre ce résultst lui-méme

IIT - KOTATIONS

Il serait tentant d'utiliser les couleurs de chague face pour noter une po-

sition quelconque, Cela serait cependant maladroit dans la mesure ol, d'un cube 3 1!

@



autre, les couleurs ne =ont pas disposdec de 1s méme facon et que, de plus, ce qui

ezt intéressant, ce n'est pas la couleur, mais le mouvement gui dchange deux posi-
¥ + &

tions, Utilisons donc les noms indiqués sur le croquis ci-aprés

S pour la face Supdrieure

I Inférieure
G de Gauche
D de Droite
F Frontale

A Arriere

La rotation d'un quart de tour dans le sens
positif c¢'une face quelconque sera notde par

la méme lettre que 1z face : Ainsi

rd

P
W
IR

S/

x
(BN
N

Y.

N
F D

™

N v

2 . p) -1 . \ .
D™ correspondra au demi-tour et D7 = D au trois-quart de tour dans le sens positif

(ou au quart de tour dans le sens négatif). Une succession de mouvement sera noté
tout naturellement dans 1l'ordre de 1'dcriture ; exemple : D F2 (s F)2 signifie qu'on
effectue successivement D puis F2 puis 3 puis I puis S puis F

Attention : Ce n'est pas 1a notstion habituelle de 1a composition des spplications,

mais c'est plus facile & lire !

Dans certains cas, nous gynboliserons les mouvements & 1'aide
b A
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on remarguera cependant que cette figurstion ne permet pas de ncter un chongement 4!
orientation d'un petit cube. On pourra parfois 1'indiguer schématiquement comme par

exemple :

sera Fiqu re par

(o'Fp)

7

S :

S sj>
S F NP
~ D{
/

\o\©

/7

Q\p

ol les signes indiquent que les cubes de coin ont tournd d'un tiers de tour dans le

sens indigqué (on imsgine qu'on les regarde naturellement de 1'evtérieur du grand cube),

IV - QUELQUES TIDEES DE RECHERCHE

Dang le but de comprendre ce gui se passe, nous allons édtudier quelqgues sous-

groupes qgul permettent de ne modifier ls position que de certains petits cubes,

®



a) Le sous-—groupe ssndwich ¢

I1 est formé des mouvements de ls forme D G 7, c'est-h-dire obitenus en

s . / .
osées en sens inverse, | Attention ¢ avee l& no-

ju!

i

tournant simultendment deux faces op

e

{

tation habituelle, cela veut dire les deux faces vers l'avant - ou vers 1l'arriére-
simultanément). Cela revient & ne considérer que la rotstion de la tranche intermé-
dizire, Nous noterons & 1'aide d'une petite letire ce mouvement ¢

-1 -
d = DG, s= ST, f = pat

On remargue que d = gwi .

Ce sous-groupe est engendré par trois éléments, par exemple ( £, d , s ).
11 n'est pas zussi énorme que le groupe complet, il n'a que 768 éléments ce gui est
azsez facile 3 compter, et il permet l'obtention de jolies figures sur les faces, qui
sont toutes de la forme ci-dessous, ol « P , ¥ et S. sont des couleurs. En notant

J . ‘ e
o~ 1z couleur diamftralement opposde & & nous

(X ? X pouvonsg facilement obtenir les confipurations sui-

vantes <

X | B | X

i

6 faces telles que & = ¥ : "faces centrées”

- . Y / . s
& faces telles que A& = 8 = ¢ =Y "faces en X ou croisdes”

(13

4 faces centrées et 2 fazeces unicolores

Ve : / -
2 faces croisées et 4 faces telles gue o = p =¥= S‘: "faces en +"

hY -
b} Le carré du sous—groupe sandwich :

2

~ . . 2 .2 \ .
Utest celul engengré par (£7, &7, 8 ). Il est encore plus simple que le

précédent ; en particulier il est commutatif, 3z teble de pythagore est trés rapide-

AY - 5 »
¢} Le sous-groupe snti-sandwich s

I

Ce serz celui obtenu & partir de mouvements du fype D G (= ¢ D). Ce groupe

.

est plus délicat & 4tudier mals son earrd est le 28ne gue celuil du sous-—groyupe

sandwich,

A

i) Autres exemples

lous laiscons le soin au lecteur de trouver d'autres sous-groupes engendrés
t

-

par guelques £lements tels que (s,4a7) , (FDY , .... kn exploran



rentes voies, le lecteur aurs remarqué qu’'il ect posrcible @'fchanger deux paires de

cubes médions en l=issznt tous les zutres cubes fixes ou d'dchanger deux ires de cu-

bes de coin en laissant dgalrrent toutes les autres pidces fixes, Par contre, coume
il a éte déwontré, 1l est impossible de n'échanger qu'une paire de cubes.

On peut aucei échanger simultanément une peire de cubesde coin et une paire
de cubeg médians (c'est nsser conpliqué) cu bien faire tourner sur place une pzire de
cubes médiars ou une paire de cubes de coin,

Une auire direction de recherche consiste & rechercher le nombre d'éldments
de certains sous-groupes comme par exemple ceux engendrés per un seul éldment ou par

-1 ]
deux 13 (S ) a pour ordre 673

( D) a pour ordre 105 ....

V -~ L PHORLEME  FOHDAMERT AL

11 s'agit, & partir ¢'une position mibitrsire de retrouver la position ini-
tiale (ou nchevée), c'ect-h-dire celle o chague frece ert coloride uniformdément, Plu-
sieurs wéthodes peuvent &tre utilisdes. Dans tous les eas, les couleurs sont imposdes
par le centre des faces.
l2re méthode (z %)

a) Cn place d'abord correctement les cubes de coins en faisant asbstraction des
mouvements des cubes médinns, Pour cels on dtudiers 1'effet des mouvements sui~

. - - - — o - - 2
vants FlDlFD ; (WlDlFD)(_ ; (lnlDl]F]D})

b) On place ensuite les cubes médisns en étudisnt 1'effet des mouvements

oy Z - - ) £ —
(0°5°) , st (P )Y st

¥
Dans 1a théorie des ¢roupes, o1 remsrque cue 1'un des mouvements est le "conju-
gué” de l'autre,
¢) Au cours des monipulations précédentes on est smend b modifier 1a position

o

idoines soient en 5, D ou P, I1 faut

[or}

du ecube pour que les Tace

lver le nombre de transposition sur les #l/ments & modifier, I1 est quelquefois
intéressant d'effectuer quelones mouvenente prénl-hles simples dans le but de

situer les petits cubes en des endroites plus ag.rdables,

2éme méthode

a) e Placer correctement 1'dto.e supérieur en fenant
= =7 compte des bords comue sur le croguis ci-contre.

(ceci est facile ssns aucune connaissance).

O,



Placer correctsment le deurieme dtnge en étudiant

i'effet sur un cube addian de cet 4tage d'un mou~

ement tel que : -1 -1 -1 -1
vement tel que DT 1 D 1 o 1 5 ] D

c)

Placer correctement les cubes médians de la face

infirieure en “tudirnt L'effet sur de tels cubes

des mouvements cu type :

1.2 -1 1,
LI )

(b 1°.0 D j(FDF )

ou du type de celuil donné en (b) mais b la puis-

sance hH,

da) Lchever enfin la résolution du probléme prr des mouvements comme :
N S | -1 -1 ~1
(prtptrpteto )8
-1 -1 -1 -1 ~,.-1 NS 1
ou b1 "o FD P DN(F IFD T EFDF

Dans ce dernier mouvement on remarque la combinaison de celul vu en (b) avec un mou-

vement "symétrique".

“eme méthode

La vbtre, obienue pcut-8tre en conbinant certains des mouvements précédents,
en trouvant certains rsccourcis, en faisent preuve d'originalité, ...

in appelant "mouvement éldmentaire” la rotation d'une face dans un sens ou
un autre d'un quart ou d'up demi-tour, on peut estiner qu'il faut environ 200 mouve-
ments élémentaires pour rétablir la position initinle ou achevée & partir d'une posi-
tion queleongue. On conjecture mBue gu'une centzine de mouvements élémentaires au
plus suffiraient. La premiére mdéthode donnde permet un complege assez simple mais né-
cessite une bonne snalyse dec positions ce gui est moins utile dans ls deuxiéme métho-

de qui est peut-etre un peu plus longue,

Le lecteur gui m'aura suivi jusqu'ici posséde tous les éldments pour résoudre
n'importe quel problime qu'il peut se poser & propos du cube magique hongrois, Malgré
les éléments de réponses apportés, il recte suffiszmment de guestions ouvertes pour
pouvoir passer de nombreuses heures en compasgnie de ce jouet gui recte le plus épou-

vantable casse-t8te que je connaisse., Je lui souhsite heaucoup de plaisir.

@)



flotes et réferences :

(x) In dehors des deux exemplaires du cube magioue hongrois nue 1'on peut emprun-
ter & 1'IHEM, il est poscible d'en acheter aupres de :
"L'oeuf cube" 24, rue Linné , Paris Sime,

(x %) Cette premibre méthode est exposée par David SINGMASTER dans un fascicule
intitulé : "Notes on the magic cute" que 1'on peut enprunter & 1'TREM, Outre
des informations qui m'ont fourni 1s moitié de cet article on y trouve, lon-
guement développdes sur des exemples simples, des notions sur la théorie decs

groupes de substitution (groupee finis).

Jean Lefort

Les entiers d'Buler (E. EHRHART)

ERRATA
Dans le N° 20 de 1'Ouvert il convient de lire :

~ page 32, ligne 12 : un polyndme arithmétique (et non un polygone)

page 34, Théoréme 4 : Un entier N (et non n)

page 35, Théoréme 6

T 2an—2

>3k'~1

+ 2 + a - a =0

-3 n-4 ~ “n-5
1 )31(-—1‘)

- page 38, Remarque 1 : (3k + 1 (et non (3x +

PARU DANS "LE MONDE" DU 29 JANVIER 1980

Une tentative d'exclusion de 1'Académie des Sciences.

Les sanctions décidées contre M. Sakharov n'ont pas été prises brusquement,
mais elles ont été préparées de longue date. Seul le moment a sans doute &té
choisi en fonction de la conjoncture internationale. Nous croyons savoir que,
au début de 1'été dernier, le président de l'Académie des sciences, M. Alexan-
drov, a proposé d'enlevé au prix Nobel de la Paix son titre d'académicien, au
cours d'une réunion des instances dirigeantes de cette institution. Il n'est
plus possible de fermer les yeux sur les activités d'André Sakharov, aurait-il
déclaré en substance. L'exclusion est évidemment une décision grave, difficile
a prendre, qui serait sans précédent. A ce moment-13 un vieil homme s'est leve,
l'académicien Piotr Kapitza, prix Nobel de Physique en 1978, qui a déclaré :
"Si, il y aurait un précédent : Einstein a été exclu en 1933 de 1l'Académie
allemande des sciences". Cette bréve réplique a suffi pour que 1l'affaire soit
classée et la question retirée de l'ordre du jour.

Daniel Vernet.

(1)
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Depuis Euler qui avait calculé les valeurs de g (2k) = Ok bien des
n=1 n

gens se sont attaqués, sans succes, au probléme du calcul de la somme des puissances

L=
impaires des entiers((; (Zk+1) = }M —ﬁ > , et ce n'est pas sans scepticisme
n=1 n

que les spécialistes accueil!ir&nt les rumeurs selon lesquelles R. Apéry avait démontré
1

3

"irrationnalité de E;‘ (3) = Z-
n=1 n

de R. Apéry laissait a penser a un canular. Cette appréhension sembla fondée aux
participants des journées arithmétiques de Luminy quant Apéry présenta sa démonstration
en écrivant au tableau une suite infinie de termes tous infinis. C'était provoquer délibé—
rément le chahut de I'assistance en reprenant une écriture trés prisée d'Euler mais
qu'aucun mathématicien actuel, méme le moins rigoureux ne peut accepter. Et pourtant !...
Il avait trouvé |'essentiel de la démonstration qui fut mise en forme par d'autres comme
Cohen, Van der Poorten ...

M. Mignotte présente ici, aprés un rappel sur la fonction g et sur les techniques
relatives & |'irrationalité, les principales étapes conduisant au résultat sur g’ (3).

, d'autant plus que la personnalité originale

L'"OUVERT
I Quelques formules sur la fonction 2: de Riemann
Pour s > 1, on pose
% (s) = Z L.
s
Nn=1 n
D'ou, en particulier, ol
5. tw=2 L.
€ (2) - 2’ 3
n=1 n n=1 n

D'autre part, la définition précédente de § est valable pour s complexe vérifiant
P
Re(s) > 1. En comparant la série définissant 4(; avec ['intégrale /QL on voit que
. ] . S
la fonction g (s) - — est prolongeable en une fonction holo- Tt

1
morphe pour Re(s))s» 0.

Riemann a démontré la célébre équation fonctionnelle de (g que l'on peut exprimer ainsi :

@)



la fonction

(g(s):i(l-;i)— P(%)‘T“S/Z 3;(5)

est une fonction entiére invariante par la transformation s,y 1-s, [ désignant la

fonction d'Euler (prolongeant la notion de factorielle : [ (n) = (n=1)1).

On définit les nombres de Bernouilli par la formule
n
«© B x
X B n
e -1 nh=0  n!
ainsi
BO =1 R B] =-1/2
B2 =1/6 s 83 =0
84:—1/30 y 85:0
On démontre que <g vérifie, pour n > 0,
n BnH
<g<-.n):(—1> (=0 sin=-2, -4, =6, ...)
n+1

Grace a |'équation fonctionnelle, on en déduit

Ccom™t ey B

‘g(Zn): 2n ,
2. (2!
ainsi 2 4
10 T
¢c2-% , Lw=- g5 ...,

ce gui montre que ; (2), ? (4) ... sont des nombres transcendants.
Malheureusement cette technique ne fournit aucune information sur les valeurs de ;
aux entiers positifs impairs : pour étudier t (2n + 1) on aboutit a ‘g (-2n) = 0 tandis

que r‘(%) a un pdle pour x = ~2n.

Remarques
1. En plus des zéros "triviaux'" -2, -4, ... on sait que la fonction g possede une
infinité de zéros dans la bande 0 (Re(s) ¢ 1. L'hypothése de Riemann, non démontrée

a ce jour, affirme que ces zéros sont sur la droite Re(s) = 1/2.

2. Sionnoted lep.p.c.m. des entiers 1, 2, ..., n le fait que (s) ne s'annule
n
pas pour Re(s) = 1 permet de démontrer |'estimation

Log dnr\) n.



. Remarques générales sur l'irrationalité

Pour démontrer I'irrationalité d'un nombre, il faut en trouver une "bonne'' définition.

Par exemple, si on pose

1\"
e = lim (1+—) ,
n
N>

on ne sait pas utiliser directement cette formule pour démontrer |'irrationalité de e.

Autre exemple, on ignore si la constante d'Euler définie par

. 1 1
¥ = lim (1+§+...+;—Logn)

N oo

est irrationnelle ou non.

Le résultat trés simple suivant caractérise les nombres rationnels

CRITERE DE RATIONALITE : soit g un nombre réel, on a

f € Q& Jc) 0 tel que p/q =& g implique
¢ ne dépend que de ?

Preuve :

= Si ? :a/betp/q_r—’/:t; , ona

a_p /b,
b ql> q

e LOrsque % est irrationnel on sait méme {par la théorie des fractions continues
ougrdce au principe des tiroirs de Dirichlet)qu'il existe une infinité de ration-

nels p/q tels que

£t <

Appliquons ce résultat au nombre e. On connaft la formule
T N 1 )
e = FAT T AT e e
elle conduit a 'estimation

0 < le-(1+71—!-+...+£—!)\<

LI
n " n!”’

ol le nombre entre parenthéses est un rationnel qui admet n! comme dénominateur et
dont te numérateur sera noté a_- On a donc
a
A < 1 1
€ - o7 n " ni’
n n n!

0<

ce qui permet d'appliquer le critére et donc de prouver |'irrationalité de e.

®)



Sachant qu'un nombre est irrationnel il est trés intéressant de déterminer une

fonction f telle que pour tout rationnel p/q on ait

& -2
q
une telle fonction est appelée une mesure d'irrationalité, elle vérifie nécessairement
-2
fla) € g

Considérons a nouveau le nombre e, et un rationnel p/q quelconque, g > 0. Pour tout

> flal,

entier n, avec les notations ci~dessus, on a

p( an p aﬂ an p[ 1
i L4 ErE- T oyt R o ,
! ! ! noont
si an/n!;é: p/q ceci implique
e-B | > L 1
q q.n! n.n!

Prenons n=q + 1 ouq + 2, afin que la condition an/n! 74: p/q soit réalisée, on obtient :

2
(q+ 2. (q+2)

Cette estimation est trés médiocre ! On sait que e posséde le développement en fraction

.

e—B} >
q

continue suivant
e= [2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...] ,

ce qui signifie que

e =2+

4

A+

44

L{%_

et on en déduit (exercice de calcul assez pénible) qu'il existe une constante positive ¢

telle que
Loglog g

q2L09q

résultat optimal en ce sens que cette inégalité est fausse pour ¢ ¢ 1/2.

En conclusion, pour obtenir une bonne mesure d'irrationalité il faut posséder une "trés
bonne'" formule définissant le nombre considéré.

Par exemple, on ne connaft pas la meilleure mesure d'irrationalité de T .

I, La démonstration d'Apéry

En juin 1978, au cours des Journées Arithmétiques qui se déroulaient a Luminy,

R. Apéry donna des éléments de preuve de I'irrationalité de ‘g (3).

@



Le principe de cette preuve réside dans la formule

€ - —

......

340> — 512 4 270 - 5 - (06 )

Voici quelles étaient les étapes indiquées, dont une preuve a été écrite par H. Cohen,

Van der Poorten et D. Zagier.

ler pas :
> o n n+k 2
= 2 (k) (k )
0
et n k m-+ 1
n 2 1 (-1)
k N - _
bnz 2 (E) (n;: ) “nk’ °Y i Z]: m3 i r§1 3 (M) (n+m
0 o 2m (m)(m
alors les suites (an) et (bn) vérifient la relation
3
n3u —(34n3—5]n2+27n—5)u +(n~-1) u = 0.
n n-1 n-2

Zem pas :
Contrairement au précédent, celui~ci est trés facile. Pour 0 Skgn,ona
2
_ ( £
¢® “nok | Y T2

n

On en déduit que

i;(3):nmb/a,
N n

ainsi que la fraction continue ci-dessus et la formule

n—1
S;(3): Z (Cn n~Cn-1,n——1) - 3 Z NI

2 3 [2n
nyl ’ nyl n (n )
3em pas
3
Si dn désigne le p.p.c.m. des entiers 1, ..., n alors les nombres Zdn bn et a sont
entiers.

La démonstration, assez facile, utilise le fait connu que (s) divise dr'



4em pas :
Conclusion.

On vérifie par récurrence que l'on a

R B

a  a -3

n n-1

n n-1
D'ou

b 2 .
n 6 c

o(‘@@)-a—: }: 5 < 5
n k=n+] k=1 a4h

On démontre aussi |'estimation

n
a ry C 2%~72——,0L‘Jo(:(1+\/*2)4(donco()e3).

n
n
P n = 2d 3b = 2d 3a alors, d'apreées le 3e as et sont des entiers
0s0 Spn— n °n’ qnﬁ n %n’ S, p p ’pn qn .
Des estimations ci-dessus et de
Log dn N,

On déduit que pour tout & > 0 il existe une constante C( £ ) telle que I'on ait

p
R L e
n q
n
ol
_2Llog & > (car o S e3).

" =33log o

En choisissant & tel que r -~ £ > 1 le critére montre que f (3) est irrationnel.

On peut méme déduire de la formule précédente une bonne mesure d'irrationalité

de ‘g (3). Pour ce faire, on utilise le lemme suivant dont la démonstration est élémen—

taire.

Lemme 1 : Si un nombre g admet une infinité d'approximations rationnelles distinctes
pn/qn qui vemﬁe;t
n
f———(——-— avecba>1,q > 0,
q & n
n qa,

q < €145 <4 constante,

n+1

alors pour tout rationnel p/q on a

¢ 82—
-1

pour une certaine constante positive c

o



lci on obtient
P )
| f(3> - at > RERY

Remarque : Pour <§ (2), Apéry a obtenu la formule

§<2>=3+ ?4

Hn2+11n+3+

qui permet de démontrer |'irrationalité de f (2) (et donc de T ) ainsi que la mesure

}f(r/:)-g

Auparavant, le meilleur résultat connu était (voir [M] )

C

4

> T8
g

> q] i ,36 (c3 constante).

v

Pour T on sait seulement que I'on a
C

i T-B > 5
q 20
q
V. La preuve de Beukers

Elle repose sur le résultat élémentaire suivant

Lemme 2 : Soientr » s » 0 des entiers. On considere les intégrales

1 1 r s
= f / Y dxdy, J__ = / / ]Lofy(xy x"y" dxdy.

r,s 0 0 T -xy r,s

Alors, sir » son a

a)dr Ir,s € Z, (oudP:p.p.c.m. (1,2,...,r)
3
bd . € Z,
tandis que
] 1
)l .= f(z)-—z--...- —
1 r
1 ]
A =2 ‘§(3)-—§-...~ :3).

Démonstration

Pour o » 0, en développant (1 -—xy)4 en série on obtient la formule



1 1 -
oSS T2 )

T - xy k%0 (ktr+a + 1)(k+s+0 +1)
Pour r » s cette derniére expression vaut
oo

i 1 1 ] i 1
kZ'O r-s (k+s+ir+1 T okar+ e +1 ) - (S+1+<F Tt e )

En faisant "= 0 on obtient {'assertion a).

En dérivant par rapport a 9, pour d = 0 on trouve

-1 1 1
—Jr‘ «T Tls oot et T ,
’ (s+1) r

d'ol la propriété b).

Pour obtenir c) on fait r = s et @ = 0 dans (1).

Lorsque r = s, en dérivant (1) par rapport & ¢ et en prenant = 0 on obtient d).

Démontrons d'abord I'irrationalité de f (2).

Théoreme 1 : f(Z) est irrationnel
Démonstration :
Considérons la quantité

1 1 (1=y)" Pn(X)
—  dx dy

G G 1 - xy
ot P (x) = 1 (i)n (xn(%x)m est le polyndme de Legendre {(qui est a coefficients
n nt dx ) 9

entiers). Grace au lemme 2 on montre que In est de la forme

-2
ln:(AnJan fm) 475 A etB £ Z.

En intégrant par parties relativement & x, on obtient |'expression

1 1 n n
Lo )" y (1=y) x (1-x
n O/ (5/ (1-xy)n+1

On vérifie assez facilement la majoration

)n >ﬂ

dx dy.

5
y(1=y) x(1-x)  AV5 -1
0«g — N pour 0 & x,y K 1.
Ceci conduit a 'estimation

o< 1< A" €@, on A= (\—f—%-—]-)s

@



Ainsi, on a
2 n
oA +B €@ <@ B L@,
2 ~ s
et commegc < 1 et Log dn ~J n, on conclut, grace au critere, que

irrationnel.

Nous arrivons au terme de notre route.
Théoréme 2 : t (3) est irrationnel
Démonstration :

Considérons cette fois I'intégrale

1
- —Log xy
J = o/ O/ Ty a0 PLy) dxdy.

Le lemme 2 permet de démontrer que Jn est de la forme
J =(A'" +B (I; (3)d -3 avec A' |, B' entiers.
n n n n ’ n’” T on

On vérifie aisément la relation

1
_Logxy _ R
T - xy O/‘ 1-(1=-xy)z dz ,

qui permet d'écrire

1 1 T PGP (y)

J=f ——=—=—  dx dy dz.
NG g 5 1 -(1-xy)z
En intégrant n fois par parties relativement a x, il vient
. 1 1 1 (xyz)n“—x)npn {y)
=0 S/ ———  dx dy dz.
0 0 0 (1-(1=xy)z)
Posons
1- _ -
W= 1—(lz—xy)z ou ‘= 1—(11—\/\;<y)w et dz= o 2
(1=(T=xy)w)
alors J s'écrit
n
n 1 1 ] R " Pn(y)
Jo= D 0/ ()f O/ (1-x) (1-w) oW dx dy dw.

f (2) est

Intégrons maintenant n fois par parties par rapport a la variable y, on obtient

1 xn“_x)n ynU-y)n wnU—-w)n

n+1

1o
o=/ ) dx dy dw.
0 o0 0 (1-(1=xy)w)

On vérifie que

@)



- - - 4
MU ¢ (V7= 1 pour 0§ xyaw € 1.

D'od 'encadrement
n ] ] dx dy dw 1 -Log xy n
0 < U l<u Of S S e et S { T dxdy = 24" £,

ol of = ( V72 - 1)4.
FPar conséquent, on a

o [ +B € @] < k(dn3c>1\)n. 2 @(3).

Comme o £ 8_3, le critére s'applique encore et on constate que § (3) est irrationnel.
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Flammakuecha

QUELQUES RESULTATS DU SEMINAIRE ORCGAMNISE PAR LE G,R.A.S.
SUR LES PROBLEMES DES STRUCTURES TOPOLOGIQUES DES TARTES FLAMBEES

Au mois de jJjuin 1978, le Groupe de Recherches Appliquées de Strasbourg, avait
organisé dans le cadre de 1'IREM un séminaire sur la topologie des tartes
flambées. Une quinzaine de spécialistes étaient attendus, mais hélas, il n'y
eut que trois participants, qui n'hésitérent pourtant pas & payer de leur
personne et & étudier onze spécimens, C'est le fruit de leur recherche que

Jje vous livre aujourd'hui,

N.B, Les démonstrations sont laissées au lecteur & titre d'exercice,

1. Topologie de la tarte flambée,

Définition 1,1, On appelle tarte flambée (TF) toute partie T delR3 qui

vérifie:

(1) T est incluse dans le plan d'équation z = a (a est un
réel donné);

(i11)T est convexe, fermée, de diamétre inférieur & 2,

Lemme 1,1, Toute TF est compacte et matigre, done d'intérieur vide,

Remarque: les TF sont contenues dans des plans: elles ne sont pas forecément

d'intépteur vid e pour 1s topologie induite,

Définition 1,2, On dit qu'une TF est dégénérée si elle est maigre pour la
topologie d'espace de Baire induite par RB sur le plan{z = a},

Exemples: @ et tout segment d'un plan horizontal sont des TF dégénérées,

Note: dans 1la suite, nous ne nous intéresserons pas aux TF dégénéprées,

Lemme 1,2, L'intersection de deux TF est une TF, Il n'en est pas de mBme en

général de 1l& réuntion,

Définition 1,3, Le nombre réel a est appelé prix de la TF, Si a est positif,
on appelle valeur de la TF le produit de son aire par la
racine carrée de son prix: v(T) = A(t)Va.

Si a est négatif, on dit que la TF est imaginaire; on convient
que sa valeur est le nombre complexe: v(T) = A(T)il-a .

Si a =0, on dit que la TF est gratuite; sa valeur est alors
nulle, quelle que soit son aire,

Définition 1.4, On dit gqu'une TF est maximale pour un prix donné si son aire
est maximale,

Lemme 1,3, Les TF maximales sont les disques de rayon 1, La valeur maximale

d'une tarte flambée non tmaginsire de prix a positif est done ZvV;:



Définition 1.5, On pose X(T} = Sup{ xeTRl (x,¥,2) € T} et Y(T) = Sup{ YER | (x,y,z) € T}.
Les vecteurs s: (X(T), ¥Y{(T), a) s; (X(Ty, =Y{(T), a) 3
T T
S, (=X(T}, =Y(T}, a) ; S, («X(T), Y(T), a)

sont appelés sommets de la tarte flambée T,
Lemme 1,4, ST une TF contient ses quatre sommets, c'est un rectangle,
Lemme 1,5, Troils gueleongues des sommets d'une TF sont linéairement tndépendants, (+)
Leur déterminant est égal 3 ~4aX(T)Y(T), quel que soit le choix. De plus,

T T T T
gn 3: s, + 5. = 5_ + § /(+) sauf s1 8 = 0 ou X(T) = 0 ou Y(T) =0 ,

4 3 2 4 *
Remarque: l'enveloppe convexe des quatre sommets n'est pas forcément une TF; clest
vrat st et seulement si X(T)2 + EI(T)2 £ 1,
Définition 1,6, On appelle lardon tout point d'une TF dont les coordonnées sont
rationnelles; on appelle ogignon tout arc continu d'une TF,
Remarnue: toute TF est connexe par oilgnon,
Théoréme 1,1, 51 une tarte flambée est de prix iepationnel, elle est sans lardon.
(on dit alors gue ec'est une TF irrationnelle). Sinon, 1'ensemble des
lardons est dense dans 1a TF.
Corollatire: uyne TF rationnelle est séparsble,
Remarque: A 1l'exception de {D}, les TF ne sont pas des sous-espaces vectortiels delRB.

Définition 1.7. On appelle tarte flambée gratinée (TFG) toute tarte flambée dans

laquelle la multiplication (définie par (x,y,z).(x',y',z') = (xxlyylzz'))

est interne., On appelle variété aratinée l'ensemble des TrG.

Théorsme 1.2. (de Brombeck): La variété gratinée est non vide, Pour qu'une TF appar-
tlenne 2 1a variété gratinée, 11 faut gque son peix sott 0 ou 1,

Exemple: les disques de centre 0 et de rayon inférieur 3 1 sont des TFG,

Théoréme 1,3, (de Girault): ST une TFG est gratuite et symétrique par rapport 3 0O,
c'est un tonneay de[R3. 11 en est de mBme de la réunton d'une TFG gra-
tuite et de son symétrique par rapport 8 0, nul en oénéral n'est pas
une TF,

NB, Le séminaire s'est volontsirement limité au champ réel et n's pas constidéré les

TFG gratuites comme des parties du plan complexe, L'@tude de 1'intégration au
sens de Cauchy dans les TFG gratuites fers 1'objet d'une prochatne réunion de

tpravail.

Topologie de l'espace des tartes flambées,

Définition 2.1. Soit F l'ensemble des TF. On dit que deux TF sont isoconsommables

si et seulement si elles ont méme diamétre,

Lemme 2,1, L'isoconsommabilité est une relation d'éouivalence dens q?.

Définition 2,2, On appelle tarte flambée spéciale (TFS) tout classe d'équivalence
de 1l'isoconsommabilité, L'ensemble quotient s'appelle buerestuebel
(notérﬁ Ve

Définition 2,3, On appelle diamétre d'une TFS le diamétre commun & tous ses éléments,

noté & (T). <::>



. . S . T
Représentation des TFS: A tout dismétre & , on assocte le nombre a = tg Zcf,
- » ¥ " * -~ _+
L'application ainsti défintie est une bijection de LQ,ZJ sur R,

. L . T
On représentera 1a TFS5 de dismetre S-QBP 1a TF T de prix s tg 35; et aqutl
s

. T T P
est 1l'enveloppe convexe fermée des quatre sommets Spr Sor S34 S, définis
par: = —
5« 1 ?«5-2
B 1 P Y Y = Y —————
X (T} ¢ 5T Arctg a et Yy (T) = Arctg 3
Cette TF est dite représentation canonique de 1a TFS de diamétre S.
2(3 + V5
Son 3ire est —i—qg———l Arctg a3; sa3 valeur est done (8 est positif):

gii?%—!gl(ﬂrctg B)J;‘.

Lemme 2,2, Les représentations cenontques des TFS sont des rectangles d'or; la TFS de
diamétre 0 est gratutite et dégénérée; 1a TFS de dismitre 2 est de pprix
infint; son ailre est égale 8 3 + (5.

Convention: par abus de langage, 13 représentation eanonique d'une TFS sers elle-
m8me sppelée”TFS de dismétre § ", Etant donné un diamdtre ou un prix, 11
existe une wunique TFS aysnt ce diametre et ce prix,

Définition 2,4, On munit le buerestuebel d'une métrique en posant:

d(T,T") = |&(T) = &(T")| .

Lemme 2,3, d est une distance mﬂfB. flunt de cette distance,qaest barné,

Théoréme 2,1, fMunti de 1a topologte définie par cette distsnce, le buerestuebel est
compact (donc complet) et connexe, L'application h de’P dans [0,2]
qui 3 une TFS assocte son diamétre est un homéomorphisme,

Définition 2,5, Un groupe topologique (G,%) est appelé espace de Pfuhlgriesheim

(ou espace pfuhlgriesheimien) si e%: seulement si:
(1) il est métrisable;
{(i1) il existe un point I tel que I n'appartient pas & G et tel que:
~ I soit absorbant pour l'opéfation % gui prolonge celle
de G sur G U {I};
- G U {I} est compact et connexe,
LL'élément T est appelé absorbeur de l'espace G,
Définition 2,6, On définit sur 1'opération % par:
T % U est la TFS V telle que & (V) = &§(T) + S(U) - S§(TISW) .
Lemme 2,4, Le prix de T % U est égal a:

a+ 28" -« (1 =~ aa‘}tg(EApctga.Aoctga‘)
T

4
1 - aa' + (a + a')tg(iﬁrctga.ﬂrctga')
Lemme 2,5, L3 TFS I de diamétre 1 vérifie: quelle que 501t T, T % I = T , flunt de
cette opération, B~ {I} est un grovpe sbélien, De plus, * est continue,

Théoréme 2.2, (de Bonnet): le buerestuebel, muni de sa métrigue et de 1la structure

de groype définie ci-dessus, est un espace de Pfuhlgrieshetim,

Ouf! Bonnel & C'*



Les grandes lignes de I’ évolution des
mathématiquer. J. PIEUDONNE

Je voudrais brosser quelques traits généraux de l'évolution des mathéma-

tiques et surtout dissiper des idées inexactes.

Tout d'abord rappeler qu'au moins 80 % des mathématiques datent de moins
de 150 ans aussi bien en ce qui concerne les résultats que les techniques et que
les idées. A l'appui de ce que j'avance on peut lire dans le livre "Panorama des
Mathématiques Pures" que j'ai publié chez Gauthier-Vil. que j'y ai classé les ma-
thématiques en 26 rubriques dont 20 sont bourbachiques et 6 non bourbachiques.

Parmi ces 26 rubriques il v en a :

UNE : L'analyse classique dont la moitié de ce qu'elle recouvre était connue avant 1840

NEUF : qui n'éxistaient pas avant 1895 : & savoir :
-~ la topologie générale
- la topologie algébrique
- les espaces vectoriels topologiques
- la théorie spectrale
- l1'algébre de Von Neumann
- la théorie ergodique
- 1l'analyse harmonique non commutative
- les catégories
- 1'algébre homologique

Toutes ces rubriques débordent d'activité a l'heure actuelle
QUATRE : remontent a 1870 :

- la théorie des ensembles (1872)

les groupes de Lie (1873)

~ les formes modulaires et automorphes

les fonctions de plusieurs variables complexes.
enfin il en reste
DOUZE dont seules des bribes &taient connues avant 1830.

— 1l'algébre
- la logique mathématique

- la théorie des nombres (seul 20 % étaient connus avant 1840)
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- 1l'algébre commutative

- la géométrie algébrique

- la théorie des groupes (Cauchy 1815 - Galois 1830)

- 1l'intégration

- 1'analyse harmonique (ot il n'y avait rien en dehors de Fourier)
- les équations différentielles

- les équations aux dérivées partielles

-~ la géométrie différentielle

- les probabilités (en fait elles sont postérieures & 1830)

Cela donne bien une idée du développement des mathématiques actuelles.

Mais ce qui est intéressant c'est de connaftre les raisons de l'accélération du

progrés des mathématiques.

=

Que s'est-il passé depuis 200 ans pour que l'on assiste & cette explosion d'idées ?
Car avant c'était la préhistoire ! Il faut faire justice d'une théorie idiote et
monstrueuse : qui veut que ce soit la société ambiante qui impose complétement le
développement. Cela est faux bien qu'elle ait eu une influence. Il s'agit tout au
plus d'une chiquenaude ; les mathématiques ayant leur vie propre. Par exemple, bien
des problémes de physique (équations aux dérivées Paﬂﬂe”es ) ont ainsi hérité de
méthodes venues de 1l'expérience physique comme le principe des extremaux ou la notion
d'énergie. Mais, et cela est le plus courant, de nombreux problémes sont purement

mathématiques et se sont développés indépendamment. C'est pourquoi on peut affirmer

que le progrés mathématique est le plus souvent d'origine interne, méme si 1'idée

initiale est parfois tirée d'un probléme concret.
Exemples :

1° Le probléme de la duplication du cube dont la légende raconte qu'il a été posé

par Appolon a propos d'un autel cubique qui lui était dédié et dont le voulume
devait &tre doublé pour qu'il accepte d'éloigner la peste de la ville. On ignore
souvent que ce probléme a eu pour conséquence le développement de la théorie des

3
coniques pour construire par intersection vz,

2° L'apparition des complexes est dlle & la recherche de la résolution des équations

du 3e et 4de degré et a 1l'époque les Italiens ne comprenaient pas du tout ce qu'ils

faisaient. La découverte é&tait un peu dlie au hasard.

3° Plus prés de nous la découverte de l'irrationalité de C(B) par Apery est un heureux
hasard et Apery lui-méme n'a pas trés bien compris pouquol sa démonstration
"marche'". Actucllement de nombreux chercheurs se penchent sur ses travaux pour
essayer de comprendre et peut Etre que cela prendra des siécles pour que quelqu'un

arrive & trouver ce qui se passe.



Ce hiatus entre les premiers résultats et la compréhension globale est
phénoméne courant en mathématique.

En voici quelques exemples 3

1) Les premiers résultats sur les équations algébriques mis en forme par Euler

ont conduit Galois aux deux structures de groupe et de corps qui étaient sous-

jacentes.

2) Les équations aux dérivées partielles posées & l'occasion d'étude de problémes

physiques ont donné naissance aux espaces topologiques, aux espaces normés puis

a la théorie spectrale des opérateurs qui a elle-méme une application directe &

la physique quantique.

3) L'étude de la Géométrie différentielle a conduit aux espaces fibrés, a la notion

de connexion puis aux faisceaux et feuilletages.
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On voit ainsi apparaltre de grandes structures dont la principale vertu

est de se répandre et d'envahir les mathématiques. Elles aménent 1'unité en ce sens
qu'elles se retrouvent dang tout compartimentage qu'on voudra mettre dans les mathé-
matiques. Voyons 1l'exemple de la géométrie algébrique dont les prémisses remontent

a Descartes avec l'introduction des "repéres cartésiens'. La Géométrie subit alors
pendant le 18e siécle 1l'influence de l'analyse. Puis avec Riemann et Dedekind des
problémes de théorie des nombres apparaissent en Géométrie (et réciproquement).

A la fin du 19e siécle, des liens étroits se nouent avec la topologie algébrique

(en particulier & travers la notion de cycle). Aujourd'hui on peut affirmer que toutes
les notions ont une application en géométrie algébrique et que par contre coup, la
géométrie algébrique a englobé avec les idées de Grothendieck toute 1l'algébre commu~
tative et engendre actuellement 1'algébre homologique. On en arrive & considérer les
nombres entiers comme des fonctions sur un espace topologique. Ce qui, pour un mathé-

maticien de mon Age est surprenant.

Par ailleurs, en migrant hors de leur domaine de naissance, les structures
entrainent avec elles leurs intuitions. Il y a donc un transfert des méthodes qui fait

que maintenant l'intuition géométrique (par exemple) a envahi toutes les mathématiques.

On dit que dans un bon roman, les personnages acquiérent une vie propre.
I1 en va de méme des structures qui prennent un aspect protéiforme, une vie propre.
En résumé ce sont les inventions des structures (et aujourd'hui des foncteurs) qui

font avancer le progrés mathématique. Et soyons certains qu'il en reste & découvrir.



1) On fait du calcul différentiel sans notion de limite, c'est le calcul différentiel

abstrait qu'on effectue méme sur des corps de caractéristique non nulle !

2) On a pensé pendant longtemps que les structures algébriques devaient s'appuyer
sur la notion d'ensemble. Eh bien, on fait des structures algébriques sur des

catégories.

3) La théorie de Xan qui, sur des objets simpliciaux mime la topologie algébrique.

A ce propos, il est nécessaire de faire quelques rappels :

1° La découverte des structures est contemporaine de l'adopten du langage ensembliste.

=

Maintenant, on dispose des foncteurs, & condition de ne pas en abuser !

2° La mise en évidence d'une structure s'accompagne de l'augmentation de la précision
du langage. C'est un fait bien connu qu'ad la lecture d'un texte du 19e sieécle il
est rarement possible de savoir de quoi parle l'auteur : quel type de fonction ?

Quel type de nombre ? ...

3% Les anciens manipulaient des objets naturels ou diverses structures sont mélangées
ce qui ne facilite pas leur mise en évidence. Il a fallu attendre Cantor pour que
sur la droite réelle soient distingués le cardinal, la structure de groupe, de
corps, l'erdre, l'espace topologique, l'espace mesuré...

Je me souvients de ma propre surprise quand j'ai vu qu'il y avait plusieurs topolo-
gies, plusieurs mesures sur R. Certains de mes maftres ne l'ont jamais admis !

Ce changement de point de vue a été difficilement accepté par les contemporains
de Cantor qui a été en butte & de nombreuses attaques. Changer de fagon de voir
est fatigant d'ol la tendance au conservatisme , tendance qui fait subir ses
ravages essentiellement dans l'enseignement, mais parfois aussi chez de trés
grands mathématiciens surtout s'ils vieillissent. C'est ainsi que l'on a vu des
mathématiciens manifester leur répugnance devant la notion de nombre p-adique,
devant les distributions, que l'on continue & enseigner l'intégrale de Riemann
en vertu d'un attachement sentimental & des notion qui ont fait leur temps,

qu'il a fallu 80 ans pour que les idées de Grassman et Peano en géométrie,bﬂamnP

les coordonnées et matrices constamment utilisées.

La maturation s'accompagne parfois de tétonnements et d'incertitudes mais
ce n'est certainement pas la démarche habituelle de l'ensemble des mathématiques
contrairement & ce que pensent et veulent faire croire certains philosophes. Ce n'est
le plus souvent le cas que dans les branches en formations comme par exemple la
formule d'Euler finalement correctement démontrée par Poincaré - (exemple choisi par

Dakatos dans son livre "Procfs ans refutations"). Par contre, il n'y a Jjamais eu de ta-

tonnement en théorie des nombres.
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Leg philosorhes aiment aussi & gloser sur lecs crises dans l'évolution des
mathématiques. I1 ne peut y avoir crise que s'il y a changement du mode de pensée
comme par exemple en physique l'introduction de la relativité., Il n'y a jamais eu
de telle chose en mathématique sauf peut &tre (mais nous manquons de renseignements)
lors de la découverte des irrationnels par les Grecs. Par contre il y a eu et il y
aura toujours remise en ordre dans des méthodes peu précises. En ce sens il y a une
crise des fondements vers 1895 quand on a voulu étendre les régles usuelleg de ma-
niements des ensembles finis aux ensembles infinis sans chercher & préciser ce que
l'on faisait. Gréce aux axiomes de Z.F. (Zermelo- Fraenkel) on a pu préciser les
propriétés des ensembles infinis et le langage y afférant. Mais actuellement presque
tous les mathématiciens font comme si les axiomes ZF n'existaient pas, car ils en
respectent inconsciemment les régles comme le faisatent les mathématiciens avant
leur introduction. Personne ne commence un mémoire par une profession de foi :

"Je travaille dans le systéme ZF'". Les antinomies ont été crées de toute piéce par

les philosophes pour emb&ter les gens car aucun mathématicien ne croit sérieusement

& la possible contradiction des mathématiques et en dehors de ceux qui se spéciali-
sent en théorie des ensembles ou en logique (et qui restent trés marginaux) on ne

parle pas de philosophie en mathématique. Si les découvertes des logiciens postérieures

=

& 1925 venaient a disparaftre, aucun mathématicien ne s'en apercevrait *,

Jtaffirme méme qu'il n'y a pas de crise de fondement et méme qu'il n'y en
a jamais eu, méme entre 1895 et 1930. Cela n'est qu'une invention des philesophes,
la meilleure preuve en est que leurs critiques n'a nullement entamé le progrés
mathématique de l'époque qui reste une période des plus fécondes dans toutes les

branches des mathématiques.

D'afrés les notes de
E. Chane}z et J. Lefort

* Elles ont cependant pour effet positif de rendre les mathématiciens plus modestes :
Hilbert croyait qu'on pouvait montrer la non-contradiction des maths, mais GSdel

et Cohen ont montré que c'était grotesque.
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Nouvellesr de BARR

A la fin cde la classe de 6e 3
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Aux

Trés bonne pratique des 4 opérations sur les décimaux positifs.

Usage des parenthéses.

Usage pratique de la relation de proportionnalité ; application aux changements
dlunité.

Pratique de 1l'addition et de la soustraction sur les décimaux relatifs.

Usage des instruments de dessin.
Vocabulaire de la géométrie plane.

Pratique des formules donnant les aires usuelles.

(Compte-rendu du groupe de "Mathématiques")
débats : -~ le signe égal
- les proportionnalités

- géométrie

LE SIGNE EGAL

I1 est demandé aux instituteurs d'insister le plus possible sur la signification
du signe =
On trouve en effet dens de nombreuses copies ce développement @

(8 +5)x3+6=13X3=239+6=45

Souvent 1l'éléve ne comprend pas pourquoi on sanctionne ce genre d'écriture

puisque la réponse finale est juste !

Autre exemple donné par un professgeur : 28 : 3 = 9 reste 1¥¥¥*
I1 propose d'écrire & la place de ce calcul en ligne 1'égalité : 28 = 9 X 3 + 1
Mais les instituteurs objectent que les éléves ne sauralent plus qu'il s'agit
d'une division, ils estiment qu'un éléve ayant abouti & ¥** a compris la signi-
fication de la divisior
On propose l'introduction de deux signes différents :
27 + 3 = 9 (quotient exact )
et 28-+13 = 9 (quotient approché)

b .
Finalement la solution qui semble la plus pléscitée serait d'écrire :

"La division de 28 par 3 donne un quotient égal a 9 et un reste égal a 1".

©
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PROPORTIONNALITE

~ Elle devrait &tre abordée en CM2.
Les instituteurs constatent des difficultés de maniement des opérateurs.
Beaucoup d'éléves, lorsqu'ils doivent compléter un tableau de proportionnalité
emploient l'opérateur ~(Frw
On se pose la question :
"A quoil servent ces tableaux avec opérateurs,x(:}y?

Ne vaudrait-il pas mieux les supprimer 7"

~ I1 ne faut pas oublier de donner des exemples de situations de non-proportion-
nalité.

I1 ressort des débats que les éléves ne semblent pas savoir ce qu'ils font

quand ils manipulent ces tableaux, ils éprouvent de grosses difficultés a

transcrire un énoncé en tableau.

Beaucoup d'enseignants de 6e font apparaitre l'unité dans l'une des lignes du

tableau, car ainsi on s'approche davantage de la réalité pratique.

- Les représentations graphiques semblent assez généralement abordées en CM2

et plaisent aux éléves.

GEOMETRIE

Au programme du CM2 : Observer, construire, mesurer.

Un instituteur nous fait part de son expérience :
"J'ai construit avec mes &léves 1 métre cube et ils ont vu qu'il pouvait contenir
un éléve et pourquoil pas l'enseignant s'il est souple; c'est un choc psychologique

qu'il n'oubliera pas".

: Veuillez noter 1'sdresse et le nouvesu numéro de télé-
phone de notre eollégue
Hue de 1a Plerre Fontaine
67 216 - CEERNAI
teél = 95 - 67 - 05




Fermer |’ Ouvert .

Urgane d'informati

«

Voils

o
n
ot

ie 1'ai assuré seul,

g s . £ . cre 3
Régnant en despote (g'ose penser "éclaird” ) 1'Vuvert est devenu pour
trop de personnes les ceuvres complétes de Jean Lefort, Clest une situntic

szine gue j'ai toujours eriticuée et combattue cher les sutres. J'a2i don

“

ge & 1'sider pour s n démarrage mais je n'assume-

3

rai plus lz responssbilitd de 1'Cuvert & partir de

. Ce sera presou’un sep-

Je remercie ici tous ceux gul m'on

O
i

weouragé, tous ceux gui ont fait
vivre 1'0Ouvert, et & ceux qui prendront la reléve, je peuy leur affirmer qu'éderire
un texte apporte besucoup sur les plans de la précision, de la rigueur et de 1z
clarté,

Jenn Lefort

.. Topologiguement un suvert peut Bire dgalement un fermé s'il ¢ de

1'ensemtie vide ou de 1'ensemble plein, J'erpsre que ce ne sers pas

l'ensenble vide 4
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