Flammakuecha

QUELQUES RESULTATS DU SEMINAIRE ORCGAMNISE PAR LE G,R.A.S.
SUR LES PROBLEMES DES STRUCTURES TOPOLOGIQUES DES TARTES FLAMBEES

Au mois de jJjuin 1978, le Groupe de Recherches Appliquées de Strasbourg, avait
organisé dans le cadre de 1'IREM un séminaire sur la topologie des tartes
flambées. Une quinzaine de spécialistes étaient attendus, mais hélas, il n'y
eut que trois participants, qui n'hésitérent pourtant pas & payer de leur
personne et & étudier onze spécimens, C'est le fruit de leur recherche que

Jje vous livre aujourd'hui,

N.B, Les démonstrations sont laissées au lecteur & titre d'exercice,

1. Topologie de la tarte flambée,

Définition 1,1, On appelle tarte flambée (TF) toute partie T delR3 qui

vérifie:

(1) T est incluse dans le plan d'équation z = a (a est un
réel donné);

(i11)T est convexe, fermée, de diamétre inférieur & 2,

Lemme 1,1, Toute TF est compacte et matigre, done d'intérieur vide,

Remarque: les TF sont contenues dans des plans: elles ne sont pas forecément

d'intépteur vid e pour 1s topologie induite,

Définition 1,2, On dit qu'une TF est dégénérée si elle est maigre pour la
topologie d'espace de Baire induite par RB sur le plan{z = a},

Exemples: @ et tout segment d'un plan horizontal sont des TF dégénérées,

Note: dans 1la suite, nous ne nous intéresserons pas aux TF dégénéprées,

Lemme 1,2, L'intersection de deux TF est une TF, Il n'en est pas de mBme en

général de 1l& réuntion,

Définition 1,3, Le nombre réel a est appelé prix de la TF, Si a est positif,
on appelle valeur de la TF le produit de son aire par la
racine carrée de son prix: v(T) = A(t)Va.

Si a est négatif, on dit que la TF est imaginaire; on convient
que sa valeur est le nombre complexe: v(T) = A(T)il-a .

Si a =0, on dit que la TF est gratuite; sa valeur est alors
nulle, quelle que soit son aire,

Définition 1.4, On dit gqu'une TF est maximale pour un prix donné si son aire
est maximale,

Lemme 1,3, Les TF maximales sont les disques de rayon 1, La valeur maximale

d'une tarte flambée non tmaginsire de prix a positif est done ZvV;:



Définition 1.5, On pose X(T} = Sup{ xeTRl (x,¥,2) € T} et Y(T) = Sup{ YER | (x,y,z) € T}.
Les vecteurs s: (X(T), ¥Y{(T), a) s; (X(Ty, =Y{(T), a) 3
T T
S, (=X(T}, =Y(T}, a) ; S, («X(T), Y(T), a)

sont appelés sommets de la tarte flambée T,
Lemme 1,4, ST une TF contient ses quatre sommets, c'est un rectangle,
Lemme 1,5, Troils gueleongues des sommets d'une TF sont linéairement tndépendants, (+)
Leur déterminant est égal 3 ~4aX(T)Y(T), quel que soit le choix. De plus,

T T T T
gn 3: s, + 5. = 5_ + § /(+) sauf s1 8 = 0 ou X(T) = 0 ou Y(T) =0 ,

4 3 2 4 *
Remarque: l'enveloppe convexe des quatre sommets n'est pas forcément une TF; clest
vrat st et seulement si X(T)2 + EI(T)2 £ 1,
Définition 1,6, On appelle lardon tout point d'une TF dont les coordonnées sont
rationnelles; on appelle ogignon tout arc continu d'une TF,
Remarnue: toute TF est connexe par oilgnon,
Théoréme 1,1, 51 une tarte flambée est de prix iepationnel, elle est sans lardon.
(on dit alors gue ec'est une TF irrationnelle). Sinon, 1'ensemble des
lardons est dense dans 1a TF.
Corollatire: uyne TF rationnelle est séparsble,
Remarque: A 1l'exception de {D}, les TF ne sont pas des sous-espaces vectortiels delRB.

Définition 1.7. On appelle tarte flambée gratinée (TFG) toute tarte flambée dans

laquelle la multiplication (définie par (x,y,z).(x',y',z') = (xxlyylzz'))

est interne., On appelle variété aratinée l'ensemble des TrG.

Théorsme 1.2. (de Brombeck): La variété gratinée est non vide, Pour qu'une TF appar-
tlenne 2 1a variété gratinée, 11 faut gque son peix sott 0 ou 1,

Exemple: les disques de centre 0 et de rayon inférieur 3 1 sont des TFG,

Théoréme 1,3, (de Girault): ST une TFG est gratuite et symétrique par rapport 3 0O,
c'est un tonneay de[R3. 11 en est de mBme de la réunton d'une TFG gra-
tuite et de son symétrique par rapport 8 0, nul en oénéral n'est pas
une TF,

NB, Le séminaire s'est volontsirement limité au champ réel et n's pas constidéré les

TFG gratuites comme des parties du plan complexe, L'@tude de 1'intégration au
sens de Cauchy dans les TFG gratuites fers 1'objet d'une prochatne réunion de

tpravail.

Topologie de l'espace des tartes flambées,

Définition 2.1. Soit F l'ensemble des TF. On dit que deux TF sont isoconsommables

si et seulement si elles ont méme diamétre,

Lemme 2,1, L'isoconsommabilité est une relation d'éouivalence dens q?.

Définition 2,2, On appelle tarte flambée spéciale (TFS) tout classe d'équivalence
de 1l'isoconsommabilité, L'ensemble quotient s'appelle buerestuebel
(notérﬁ Ve

Définition 2,3, On appelle diamétre d'une TFS le diamétre commun & tous ses éléments,

noté & (T). <::>



. . S . T
Représentation des TFS: A tout dismétre & , on assocte le nombre a = tg Zcf,
- » ¥ " * -~ _+
L'application ainsti défintie est une bijection de LQ,ZJ sur R,

. L . T
On représentera 1a TFS5 de dismetre S-QBP 1a TF T de prix s tg 35; et aqutl
s

. T T P
est 1l'enveloppe convexe fermée des quatre sommets Spr Sor S34 S, définis
par: = —
5« 1 ?«5-2
B 1 P Y Y = Y —————
X (T} ¢ 5T Arctg a et Yy (T) = Arctg 3
Cette TF est dite représentation canonique de 1a TFS de diamétre S.
2(3 + V5
Son 3ire est —i—qg———l Arctg a3; sa3 valeur est done (8 est positif):

gii?%—!gl(ﬂrctg B)J;‘.

Lemme 2,2, Les représentations cenontques des TFS sont des rectangles d'or; la TFS de
diamétre 0 est gratutite et dégénérée; 1a TFS de dismitre 2 est de pprix
infint; son ailre est égale 8 3 + (5.

Convention: par abus de langage, 13 représentation eanonique d'une TFS sers elle-
m8me sppelée”TFS de dismétre § ", Etant donné un diamdtre ou un prix, 11
existe une wunique TFS aysnt ce diametre et ce prix,

Définition 2,4, On munit le buerestuebel d'une métrique en posant:

d(T,T") = |&(T) = &(T")| .

Lemme 2,3, d est une distance mﬂfB. flunt de cette distance,qaest barné,

Théoréme 2,1, fMunti de 1a topologte définie par cette distsnce, le buerestuebel est
compact (donc complet) et connexe, L'application h de’P dans [0,2]
qui 3 une TFS assocte son diamétre est un homéomorphisme,

Définition 2,5, Un groupe topologique (G,%) est appelé espace de Pfuhlgriesheim

(ou espace pfuhlgriesheimien) si e%: seulement si:
(1) il est métrisable;
{(i1) il existe un point I tel que I n'appartient pas & G et tel que:
~ I soit absorbant pour l'opéfation % gui prolonge celle
de G sur G U {I};
- G U {I} est compact et connexe,
LL'élément T est appelé absorbeur de l'espace G,
Définition 2,6, On définit sur 1'opération % par:
T % U est la TFS V telle que & (V) = &§(T) + S(U) - S§(TISW) .
Lemme 2,4, Le prix de T % U est égal a:

a+ 28" -« (1 =~ aa‘}tg(EApctga.Aoctga‘)
T

4
1 - aa' + (a + a')tg(iﬁrctga.ﬂrctga')
Lemme 2,5, L3 TFS I de diamétre 1 vérifie: quelle que 501t T, T % I = T , flunt de
cette opération, B~ {I} est un grovpe sbélien, De plus, * est continue,

Théoréme 2.2, (de Bonnet): le buerestuebel, muni de sa métrigue et de 1la structure

de groype définie ci-dessus, est un espace de Pfuhlgrieshetim,

Ouf! Bonnel & C'*



