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A propos du questionnaire

La communication entre les rédacteurs d'une publication et les lecteurs se
fait toujours trés mal. Les lecteurs comprennent-ils les motivations des rdédacteurs,
les rédacteurs devinent-ils les sujets d'intérét des lecteurs ? Non, en général. Quand
une publication est vendue, l'indice de vente, le nombre d'abonnements... sont des in-
dicetions sérieuses sur le degré d'addouation entre les ddésirs des uns et ceux des
autres, Mais pour "L'Cuvert" cela n'exicte pas. Bien slr, 1'académie est suffissmment
peu étendue pour que le "bouche»é~0reiile“ fonctionne,ce qui permet aux rédacteurs de
connaltre certaines réactions de lecteurs, C'est pour essayer d'avoir une opinion un
peu plus générale qu'un questionnaire a été glissé dans le dernier numéro,

Hous avons obtenu 56 réponses, soit environ 10 ¢ du nombre d'exemplaires
distribuds, Nous remercions tous ceur qui se sont donnéds 1la peine d'y répondre, Nous
pouvons ainsi mieux cerner les ddésirs des professeurs de mathématiques d'Alsace et
essayer , avec leur aide, d'y répondre,

Voici quelgues résultats et commentaires

(:E) Les renseignements d'ordre personnel nous ont permis de mettre & jour notre

fichier, héguliérement des numércs nous reviennent faute de trouver le des-
tinataire 3 1'adresse indiguée, Hous savons auassi que des envois se perdent, mais nous
n'y sommes pour rien et nous remettons & toute personne qui en fait la demande autant
de numéros gu'elle désire jusqu'd épuisement des stocks.

En ce qui concerne le niveau ¢'enseignement, nous avons la répartition :

Primaire 1
lar cycle 24
ler et 2¢me cycle 3
Qeme cycle 18
Ecole Normale 3
Post bac 4
Divers z

5 Lisez-vous |'Quvert

1° entiérement D en partie D pas du tout D

2° immédiatement aprés réception D plus tard D

3 Conservez-vous les anciens numéros de |'Cuvert oui[:I non [:J

®



I1 fallait se douter gue les réponses au questionnaire n'édmaneraient gue
N . ey . . A X - ‘ v e
des personnes lisant tout (25) ou partie (%1) de "L'Ouvert". La lecture est faite
rapidement et on y revient ensuite pour approfondir. Cela est d'autant plus facile

que la grande majorité (49) conserve les snciens numéros.

é@ Qu'est-ce qui vous intéresse le plus

(numérotez 1 ce qui vous intéresse le ptus, puis 2, 3 ...)

les articles de vulgarisation (expliquant les découvertes récentes)

les réflexions pécdagogiques

les articles théoriques (donnant démonstrations et résultats sur certains sujets
. , classiques)

les commentaires d'cuvrages

les articles permettant une application en classe

les articles d'histoire des mathématiques

n0o0000

autres, précisez ...

A partir des préférences individuelles i1 y a plusieurs mani®res de déduire
une préférence collective (nombre de citation en premier, dans les preniers, ordre
inverse de citation en dernier, dens les derniers, position du centre de gravité de

L'histogramue ,...) A quelgues variantes prés, c'est l'ordre suivant qui prédomine
1)} irticles permettant une application en classe
2) Réflexions pddagogiques
3) ARTICLES d'histoire des mathémstiques
4) Articles de vulgarisation
5} Articles théoriques
6) Commentaires d'ouvrages
Les accolades indiquent que les sujets ainsi réunis ont des préférences tree voisines,
Signalons de »lus que sept lecteurs ont citd "les jeux" quelgues fois méne

en premier,

v @ Voici quelques titres d'articles parus dans les derniers numéros. Cochez ceux gui

<

cus ont le plus intéressé

Guelques probléemes posés par la phyllotaxie

Les flexaédres

T ransmissions des messages secrets grice a |'arithmétique
Les sondages, une forme du mensonge

Orientation en fin de seconde

Mathématique dens le ler cycle

Ln livre : "Les objets fractals"

Multiplions—-nous

calcul matriciel appliqué
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Philosophie et mathématique
La preuve par ordinateur
L'analyse non-standard

La vitesse de |a lumiére
Calcul pratique de log 2
Sujets du rallye mathématigue
Un jeu de hasard (?)

Les olympiades internationales
L'homme et la machine

A propos de Diophante
Géométrie et statique

Oooopooobog

Voicli la liste des nrticles par ordre décroissant de citation

Sujets du rallye mathénatique 36 fois
Les sondages, une forme du mensonge %1 fois
Les flexaedres 27 fois
Mathdnatiques dans le premier cycle 24 fois
Philosophie et mathématique 19 fois
Les clympiades internationzsles

Transmission des messafes secrets, ., i8 fois
La vitesse de 1z Iumiére

Orientation en fin de seconde 17 fois
A propos de Diophante 16 fois
Calcul pratique de log?2 14 fois
L'homme et 1s mschine 13 fois
Calcul matriciel sppliqud

L'analvse non-standard 12 fois
Un livre : "Les objets froctals"

Multipli@ns—nous ' } 11 fois
Huelgues probléemes posés par la phyllotaxie

Un jeu de hasard 10 fois
La preuve par ordinateur 8 fois
Géométrie et statique 0 fois (%)

On remarcue que 1'ensemble des titres se tient en un peloton assez serré
d'ol se détache en tdte les quatre premiers et en gueue un bon dernier, Cela laisse
penser aux rédacteurs que "L'Ouvert" est intdérescant en général avec quelgues bons
titres accrocheurs mais sussi, plus rarement, des sujets rébarbatifs,

Quand on compare les réponses aux points IT] et IV , il ne semble pas qu'il
v ait addquation entre les désirs (quevtion 111) et les actes (question V). Un ar-
cle comme "Multiplions-nous" directement applicable en clrsse par les professeurs du
sremier eyele, et ils sont 27 & avoir répondu, a &té jugé pluldt peu intéressant, nlorve
que "les sujets du rallye mathdmatique" qui pe peuvent gudre s'appliquer qu'aux dléves
de premiére C ou de terminale C, (et encore, les meilleurs) correspondent & 1'article
le plus cité. Sans doute peut-on voir 13 1'intdrdt géndral porté aux jeux mathémati-
ques, C'est d'ailleurs ce sujet qui revient régulitrement dans les suggestions.
(*) A ce propos, 1'équipe de "L'Cuvert" est préte & sccueillir un rédacteur ré-

e jeux et prohlemes, mais il lui est difficile, dans

®
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1'état actuel, de présenter un tel sujet pour chaque numére ; nous proposons une telle

activité dans ces pages.

©

refus¢ de répondre. 46 cependant sont pBts 3 s'abonner pour un prix moyen de 7,85 F 1

@ Les frais relatifs & la publicaticn de I'Ouvert sont assurés par 'l .R.E .M. En cas de

disparition compiete des | .R.E .M., accepteriez-vous de vous abonner a |'Quvert ?

Oui D A quel prix le numéro

Non D

Cette guestion sur les prix a troublé plus d'un lecteur ; certains mfme ont

11

numéro, Ce n'était pas une question pitge. Elle était destinde h savoir si le lecteur

se rend compte des prix, Il semble que oui, malgrd une 1égdre sous-estimation,

Par ailleurs on nous a proposd®, en cas de disparition des irems, soit de

fusionner avec le bulletin national, ce qui signifierait la disparition de 1'organe

régional qu'est "L'Ouvert”, soit d'utiliser la quasi totalité de la sonmme reversde b

la régionale de Strasboureg,

JSTON

D'un pumdéro a 1'avtre, "L'Ouvert" intéresse plus teleou telle catdgorie

ce lecteurs, ce qui est bien normal , mais dans 1'ensemble il répond assez bien &

1'attente des professeurs de 1'académie, C'est un encouragement pour tous ceux qui

en ag

surent la publication. Puissent les leclteurs soutenir encore plus activement
D

cet organe d'information et d'dchange en y faisant psraitre des articles,

L'équipe de "L'Cuvert"

L'OUVERT : Responsable de la publication : Jean Lefort

24, rue A. Schweitzer
Wintzenheim 68000 COLMAR

Impression : | .R.E.M. de Strasbourg
10, rue du Général Zimmer
67084 Strasbourg Cédex
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A propos de la conference du Pf H. Whitney

Le professeur Hassler Whitney est un grand mathématicien, peut-&tre |'un
des plus grands de notre époque comme |'a rappelé A juste titre Monsieur G. Glaeser
dans son irtroduction. |l a oeuvré en topologie différentielle, fait faire des progrés au
théoréme des quatre couleurs, commencé les premiers travaux de la théorie des catas—
trophes avec ses études sur les singularités des applications différentiables et la mise

en évidence de |'importance de la notion de fronce. *

Depuis une douzaine d'années ce grand mathématicien s'intéresse a l'ensej-
gnement des mathématiques et pour en parler en connaissance de cause, visite les classes
dans différents pays. Dans ces conditions, il était normal qu'il soit appelé a &tre
Président de la C.[.E.M. (Commission internationale pour |'enseignement des mathémati-

ques).

De passage a Strasbourg au cours d'un voyage ern Europe, le professeur
Whitney n'a pas voulu donner une conférence au cours de laquelle il aurait enseigné la
bonne parole. |l a préféré concevoir sa visite comme un échange d'icées & propos des
difficultés que rencontrent les éléves dans |'apprentiscage des mathématiques. Cela a
donné une réunion un peu informelle qu'il est trés difficile de retranscrire, avec

malheureusement deux fausses notes :

1) Tout le monde parlait frangais et il faut remercier le professeur Whitney d'avoir bien
voulu exposer ses idées dans notre langue, mais le public s'est vite rendu compte que
s'il la parlait correctement, il I'entendait trés mal, répondant de travers aux questions

posées. Cela limite considérablement le dialogue (& moins de parler anglais !)

2) L'auditoire n'était pas le bon : beaucoup de professeurs du secondaire, des enseignants
du supérieur mais personne de |'élémentaire comme |'a fait remarquer un professeur
d'école normale. Or |'expérience du professeur Whitney est essentiellement basée sur

des visites de classes primaires.

Ces précisions apportées, je vais tacher de retranscrire les principales

idées qu'a dégagées le ""conférencier'.

* Voir Ouvert n° 5.



@ La constance des problemes rencontrés.

C'est pour avoir préféré les gens aux mathématiques que Whitney s'est
intéressé aux visites des classes : voir comment les gens réfléchissent. Cela n'a pas
été simple du point de vue affectif et ce n'est que depuis cing ou six ans qu'il se sent
aussi a l'aise avec des enfants qu'avec des adultes. Que ce soit eu Brésil, aux E. U.
ou ailleurs, il a toujours rencontré des personnes confrontées aux mémes problémes

ou a des problémes trés voisins. Seules changent les solutions & ces problémes.

@ Systématisation des attitudes.

Aux E . U. on a l'habitude de présenter les problémes sous la forme

24+ 3= D ol il faut remplir le rectangle par la réponse juste. Mais les enfants déve-
loppent I'attitude "mettre un nombre quel gu'il soit, pourvu qu'il v en ait un". Si plus
tard ceux qui ont réponcu juste se trouvent en présence de D =6+ 2 ils seront
déroutés, les plus "intelligents' penseront que le probléme est écrit & I'envers : deux
plus six égal & ..... et un peu plus tard écrirons 4 comme réponse a D - 2= 6.
Ure attitude a été systématisée.

Trois exemples sont fournis par |'assistance :

a) a une question du professeur Whitney la salle reste muette, attitude caractéristique

des éléves pendant le cours !

b) & la résolution de 3x = 5 |'éléve fournit x = 3 par le raisonnement suivant
"pour passer de 3x a x = 1x il faut 8ter 2 2 3, on 8te donc 2 au deuxiéme membre 5 d'ol

le résultat !

c) tant que les éléves n'ont pas vu la résoluticn de I'équation du 2e degré ils résolvent
correcterment (x — a)(x - b) = 0, mais on rencontre au niveau post baccalauréat des
développements suivis d'une longue discussion sur le signede A ..... et qui bien
souvent n'aboutit pas au résultat !

Cette derniére attitude est a rapprocher d'une question souvent formulée, tant par les

éleves que par les professeurs :

@ Quelie formule appliquer ?

Entre le professeur qui cherche inconsciemment le "truc' pour enseigner
et I'éleve qui demande ou apprend une formule, il n'y a pas de différence. Accuser les
éleves de ne plus savoir (ou vouloir) penser et de vouloir des formules c'est oublier
que beatcoup (et Whitney lui-méme en fait partie), préférent faire la vaiselle que de
cuisiner car dans le premier cas contrairement au second, il n'est nul besoin de penser.
Or, rien n'est plus traumatisant pour |'éléve que de sécher et la formule est trés
sécurisante puisqu'elle conduira au résultat fut-ce aprés un long détour et de multiples

erreurs de calculs.

®



@ L'importance des explorations.

Elle s'oppose justement a la formule et n'est correctement développée qu'au
niveau du préscolaire. Voici I'exemple d'une gamine de 3 ans qui devait mettre la table
et pour cela distribuer 2 cuilléres a chacune des trois perconnes. Aprés plusieurs
essais elle s'est rendu compte gu'il reverait au méme de prendre trois cuilléres deux
fois de suite et de distribuer a chaque fois une cuillére ou de distribuer les cuilléres

2 par 2 trois fois de suite. |1 était alors inutile de parler de commutativité.

@ Le choix du vocabulaire et des notaticns.
Se méfier autant du mot nouveau que les éléves retiennent sans référence
a son sens comme '"commutativité' que du mot classique qui sera pris dans un sens
différent de celui de I'adulte. Quand on dit & un enfant que la "terre est ronde', rare
est celui qui comprend "sphérique". L'un comprendra "cylindrique', I'autre "circulaire"

et essayer d'expliguer "sphérique' ne conduira pas plus & la compréhension réelle.

De la méme facon on doit se méfier du dessin explicatif qui finit par

supplanter la notion. On représente souvant %par f/% [ l !
3
done  Sear A 1]

et {'éleve sera tenté ce faire I'addition %"F %: ]-55 = JZ‘ en mettant les dessins cote a cdte.
//
A
Un auditeur fait d'ailleurs remarquer que nombreux sont les professeurs qui
notent le Ter exercice 5 sur 8 et le Zem 7 sur 12 et écrivent —g— + % = %% .

On peut d'ailleurs se poser la question de savoir si le dessin n'est pas

considéré par les éléves comme la formule tant désirée ?

De la breve discussion qui suivit, il y a lieu de retenir quelques points
importants. Tout d'abord, a la demande de Mr Glaeser qui reprochait a |'exposé d'étre
un peu pessimiste, Mr Whitney expose une méthode de division a ['aide de batorrets
colorés (chague couleur vaut 10 fois la couleur précédente) qui a I'heur de plaire et
d'intéresser de nombreux éléves qui semblaient rebelles a toute mathématique. Voici
'exemple : diviser 2163 par 6. On présente les résultate partiels sur le tableau ci-

desscus au fur et a mesure des manipulaticns avec des baguettes :



m c d u m C d u
2 ] 6 3
\ .
5 1 0 3 : .on a reccnnu un 6 que |'on décompose en
6 fois 1
21 0 3 1 .on décompose les 2 milliers en vingt centaines
.en faisant 6 tas on a pu mettre 3 centaines dans
3 0 3 3 1 . .
chaque tas et il reste 3 centaines
30 3 3 ]
..oetc oo

Le professeur Whitney reconnait cependant que si cela donne de grandes
satisfactions & I'éléve qui peut enfin faire quelque chose, cette méthode est trés difficile
a appliquer au niveau global. Il rejoint en ce sens un auditeur qui posait le probléme de
la formalisation : Quand ? Comment 7 Aucune réponse ne peut ericore étre donnée & ce
probléeme et |'analyse méme des difficultés qui sont en jeu repose sur des hypothéses qui

sont loin d'étre admises par tous.

Un autre moment intéressant de la discussicn fut I'explication par le
professeur Whitney de |'art de compter sur ses doigts pour multiplier. Si tout le monde
sait compter sur ses doigts pour additionner ou soustraire, la technique "digitale' de
la multiplication fut une découverte pour la majorité de I'assistance qui regardait avec

admiration le professeur pianoter au tableau :

exemple : 7 x 8 On abaisse 'index et le majeur de la main

1 ¢ 7% 9% 1 droite (qui représentent respectivement 7

1‘ et 8). Puis on déplace les marques (doigts
s i +0 abaissés) d'une unité vers la droite pour
5 le doigt abaissé ce droite, vers la gauche
pour l'autre et on continue jusqu'a une
position correspondant & une multiplication
s 2 facile ; ici 5 x 10 = 50. Ensuite, on revient
en arriére en prenant soin d'ajouter a la

(%] valeur précédemment trouvée le nombre de

A doigts libres entre les deux doigts abaissés

. en position 5 x 10 : il v a 4 doigts libres,

50 + 4 = 54 correspondant & la position

50
U 6 x 9 que ['on marque en reveriant a pouce

et annulaire gauche baissés ; il reste alors

deux doigts libres ce qui permet de revenir
a7 x8=544+2 =56,
Pour des raultiplications plus compliquées, il faut trois ou quatre mains ! On

fait alors intervenir des mains imaginaires que I'on place convenablement.




Le professeur Hassler Whitney n'a pas de recette a proposer, de truc qui
permettrait la compréhension des mathématiques sans effort. Sans doute cela n'existe
t—il pas ! Mais ses nombreuses observations lui ont mantré que, quel que soit le niveau
mathématique, les types de difficultés et des erreurs sont toujcurs les mémes, que les
fautes sont naturelles (errare humanum est) et que ce n'est qu'en considérant |'éléve
comme son égal dans la relation pédagogique, en le laissant librement interroger ses
camarades et questicnner le professeur qu'on évitera |'augmentation progressive de

Hinconpréhension qui pressurise |'éléve et lui fait réclamer des formules pour s'en

sortir.
D'apres les notes de J. LEFORT
MATHEMATIOUES

Un chiffre, et deux et trois Ah douce migraine

se bousculent & la fois Tu reviens en rengaine

Ah ! douce migraine me donner 1'énoncé

Tu viens récompenser Du probléme du Roi

Le fruit de cette graine Un chiffre, et deux, et trois

qui vient me dénanger
Moi je suis une poete

Petit ¥, signe adoré Grattant & 1a guitare
Symbole dont personne en vain peut Chantant les jours de féte
se passer Animant chacue foire
Moi Jje suis vagabonde
Moi Jje suis une troubadour Racontant des histoires
Jouant d'ls mandoline En méiant dans mon onde
qui songe & l'amour Des étoiles de fard

Aux fleurs sans épines
Ah Mathématiciens !

Un chiffre et deux et trois TY ne vous faut qu'un rien
Des sommes algébriques Alignant L'un 3 1'autre
forment une rubrique x, v et les siens

Ajoutant la logique

vous vous en sortez hien !

~

ve de Zeme du college de Barr.
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La sphere chevelue

Considérons la sphére unité S de |'espace euclidien iR3, c'est-a-dire, relativement
a un repére othonormé, |'ensemble des points
2 2 2
S = {(x,y,z) t x +vy 4z :1}

On appelle champ de vecteur tangent & S toute application de S dans{R™, qui a chaque

-—3
point M € S fait correspondre un vecteur V tangent & S en M, soit :
.....a)
S — (x,y,z)=—>»V = (u,v,w) avec xu + yv + zw = 0

les notions de champ de vecteur continu, différentiable, sont intuitives.

Voici un célebre théoreme di a H. Poincaré et Brouwer. Tout champ de vecteurs continu,

tangent a S, s'annule en au moins un point.

Sil'on pense a S comme couverte d'une fine pellicule fluide, animée d'un mouvement
permanent, la vitesse de la ""molécule" passant & chaque instant au point M étant WM),
le théoréme précédent signifie qu'il vy a toujours, quelque part sur S, une "molécule"
qui reste immobile (ceci quel que soit le mouvement envisagé).

Une autre fagon de voir le probiéme est d'imaginer une sphére couverte de 'cheveux"
(d'ou le titre de I'article) ; initialement la sphére est ""hirsute" c'est-a-dire qu'en
chague point, le cheveu est normal a la sphére ; on essaye de "peigner' la sphére
c'est-a-dire de disposer ces cheveux tangentiellement. Le théoréme précédent signifie
que cette opération est impossible, sauf si I'on abandonne la continuité du peignage en
certains points (au voisinage desquels le peignage pourra avoir 'allure d'un tourbillon
par exemple).

Ce théoréme est, historiquement, un des premiers résultats marquants de ce qu'on
appelle la "théorie qualitative des équations différentielles', dont Poincaré est en fait
le fondateur.

On connaft de nombreuses démonstrations de ce théoréme, qui ressortissent toutes de
la "topologie algébrique' (théorie dont Poincaré est également le fondateur).

John Milnor (un trés fameux mathématicien américain, titulaire de la médaille Fields)
provoqua une belle surprise en 1978 en proposant une nouvelle démonstration de ce
théoréme [3] ; cette preuve est entiérement différente de celles déja connues ; elle

est de plus parfaitement "diabolique'. Exposons la sans plus attendre.

1. La démonstration de Milnor

On va démontrer en fait un résultat apparemment un peu moins fort :

Tout champ de vecteurs différentiable *, tangent & S, s'annule en au moins un point.

La démonstration se fait par ['absurde :

(*) voir page 15



— —
1) Supposons que V(M) soit un chapp tangent a S, différentiable, avec V(M) # 0 quel

que soit M € S. Le champ Mt Y,,<M) est alors de longueur 1 en tout point
vl
- —
(1Vm | - longueur de V(M) ), et tout aussi différentiable.
—
Ceci nous permet de supposer, dans la suite : ! \/(M)[ = 1 pour tout M.

— 3 - - .
2) Prolongeons |'application V a R ;_*{O} en posant V(M) = AV(M'") ol A= OM et
—3  OM
OM' = = .
OM -

On dit gu'on a prolongé V par "homothéties' .
Le champ ainsi prolongé a la propriété suivante : soit Sr‘
la spheére de rayon r (et toujours de centre O) ; le long

——p
de Sr’ V est tangent a Sr’ et il y est de longueur constante

égale a r.

3) : Soit t un nombre réel positif. Considérons |'application
¥, RS- fo} — R - {0} .
@ (M) = OM + t V(M)
= + .
(M) ‘\?("\ t 72
. Remarquons que si OM = r, alors ;ﬁ?t(M) E = Y1+t .r
(théoréme de Pythagore). Nous traduirons ceci en disant
M que l{?t envoie la sphere de rayon r dans la sphére de rayon

° " \/]thl.r.

Notez enfin que est l'application identique.
0

. 3 L
4) Je vous demande maintenant de vous concentrer sur une couronne C € [R7, constituée

. . N . 1 3
des spheéres concentrigues a S, de rayon r compris entre ¢ et 5

2
Essayez d'imaginer le transformé de C par \?t(on posera
C,= Wt(c) )

Pour t = 0, évidemment C_ = C (¢ 0 est 'application

0

identique).

.
»
.
1
‘
s
*
i
s
by
\

Maintenant pour t # 0, mais assez petit, la tranformation

¥ ; est trés voisine de ‘-{’O = identité ; ceci permet de voir

que lft transforme bijectivement chaque spheére Sr

( %— £r & %) en la sphére de rayon r 1+ tl, compte-tenu de la remarque faite en 3) ;
la couronne C est donc tranformée en la couronne Ct = \/ 1 +t5. C homothétique de C
(mais Lft 1 C oy Ct n'a aucune raison d'étre elle-méme une homothétie). Je viens en fait

-,

d'escamoter un raisonnement d'analyse qui suppose quelque famaliarité avec ![a compacité
a connexite,

et le théoréme des fonctions implicites {ce qui fait quand méme beaucoup !).

5) La fin arrive :
Nous allons nous intéresser maintenant a la fonction de t : te— Volume de Ct (pour t

voisin de 0).

@



a) d'apreés le paragraphe précédent, comme Ct se déduit de C par une homothétie de

rapport T+ 17', son volume est le produit de celui de C par le cube du rapport d'homo-
L 3

thétie (nous sommes dans R”) ; donc :

Vol (Ct) =(1+ tZ) 3/2 Vol (C)

b) Mais nous avons une autre facon d'estimer le volume de Ct’ en utilisant le théoréme

du changement de variables dans les intéarales triples ; en posant ;

X X X =X+ tu
Qt y = Y avec | Y =y + tv
z Z Z =7 +tw

on peut écrire :

\/oiCt: de.dY.dZ: fJac Q?t.dxdydz (n

C(’. Ct
du Ju du
T+t — C =
3 3y 3z
ou Jac ¥y = t dv T+t v t & est le déterminant jacobien de ¢
t ax Y az ] t
: W _A.E L aw (voir au paragraphe suivant un bref
X dy p 4 commentaire intuitif sur cette formule).

Mais il est clair que Jac L?t est de la forme :
2 3
Jac \{?t = Alx,y,z) + t/g (X,y,2) +t7 & (x,y,z) + ¢ S(x,y,z)
c'est-a—-dire un polyndme en t, de degré 3.

Sioon calcule 'intégrale (1), on obtient :
3

Vol Ct:a+bt+ct2+dt

ol a,b,c,d, sont des constantes, intégrales de o N2 J é sur C.
Si vous comparez les expressions encadrées de Vol (C.), vous voyez la contradiction :

t
la fonction (1 + t2) 3/2 ne peut &tre un polyndme en t ! C.Q.F.D. '

Commentaire sur la formule du changement de variables.

Soit Y:C —s C' une transformation bijective différentiable d'un domaine compact C de

3 .
R~ sur un autre domaine C'.

Cherchons a montrer que

(1) Vol (C1) = fdac(‘*?).
C

Supposons d'abord que C soit un trés petit cube.

Zy Considérons la transformation linéaire D Y (A) (A étant

y par exemple un sommet de notre cube) définie par la matrice

X des dérivées partielles de Y en A.

> x L'application D Y4 (A) transforme C en un parallélépipéde

de volume = det D Y (A) = Jac Y (A) Vol (C), par définition du déterminant.

(1)



Vol (C")

En utilisant la définition de la dérivée de ¥ en A, on voit facilement que Vol (O
Jac Y (A) quand Vol (C)—s 0.
On en déduit ta formule (1), pour un domaine C quelcongue (compact) en le pavant par

des cubes de plus en plus petits, et en appliquant a chacun d'eux la remarque précédente.

4. Commentaires sur le théoréme de Poincaré

Comme je I'ai dit plus haut, ce théoréme a recu de trés nombreuses démonstrations ;
un célebre mathématicien a méme pu donner un cours d'introduction a la topologie
algébrique consistant essentiellement en |'exposé de ces multiples preuves (belle mani-
festation de pédagogie par |'exemple) : elles permettaient de faire le tour de la plupart
des idées essentielles de la théorie.

Je vais donner succintement le principe d'une autre démonstration de théoreme de

Poincaré ; elle m'a été communiquée par C. Godbillon.

4.1, Nombre de rotation

Soit T(M) un champ de vecteurs continu dans le plan euclidien , c'est donc une application
qui a tout point M du plan associe un vecteur (M) du plan.
K(M) Soit " une courbe fermée du plan (par exemple, un cercle) ;

on appelle nombre de rotation N(U, ™ ) de U le long de [7 la

variation angulaire totale de Ulor‘sque le point d'application

M décrit [T une fois. Dans I'exemple évoqué sur la figure
(f‘\ ci-contre, ce nombre serait 2 : le vecteur U fait 2 tours

complets lorsque M décrit [' . Ce nombre est, par défini-

tion, un entier relatif ; il n'est défini que si U(M) est non

. 3 . 4 . A
nul en tout point de I’ . Si l'on "déforme continliment'" une courbe [T, sans passer par

, - . . . .
un zéro de u, le nombre de rotation ne peut changer : en effet, il est clairement fonction
continue de I | et donc constant puisqu'a valeurs entiéres.

Lemme 1. Soit U un champ de vecteurs dans le plan, non nul en tout point d'un disque D.

Alors le nombre de rotation de u le long du cercle " bord de D est nul.

Démonstration. D'aprés la remarque précédente, N (T, ™ ) =N (&, ™ r) ol
r . est le cercle de centre 0 (0 = centre de D) et de rayon
D (f‘) r < rayon de D.
Pour r treés petit, U est presque constant sur. le disque de
centre O et de rayon r ; son nombre de rotation est donc

nul sur M -
Maintenant, soit {" une courbe fermée fixe. Si I'on déforme contintiment un champ de
vecteurs U, de fagon qu'il ne s'annule jamais sur I* , le nombre N o ,[M) reste fixe
pendant la déformation (méme argument qu'auparavant).

Ceci est la clef du

O,



Lemme 2. Soient U et v deux champs de vecteurs, et " une courbe fermée. Supposons

que
> —
a) ulM) et V(M) £ 0 en tout point de I

—
b) pour tout M € " | M) et V(M) ne sont pas '‘en opposition' (voir figure)
~

u
-
v
vecteurs en opposition
pres
Alors N(T, ) = N(V, ™ ).
Démonstration
. had ~» 4 . .~ N
Soit, pour t € [O, 1] y U= (1 = t)U + tV; ce champ dépend continliment du parameire t,
et, d'apres les hypothéses faites, il ne s'annule jamais sur ' . Comme BO = Uet U] = V,
le résultat est établi.
4.2, Application & la démonstration du théoréme de Poincaré

Cette démonstration sera directe (au contraire de celle de Milnor, qui se faisait par
'absurde).

¥4
Soit un champ de vecteurs quelconque tangent 3 S ; on ne
restreint pas la généralité de |'étude en supposant qu'au

pdle P(0,0,1) de la sphére, TU(P) = (1,0,0). On considére

la projection stéréographique de S sur le plan ""équatorial'
xQy, avec P comme point de vue (voir figure) ; le champ T se
projette en un champ ' défini dans tout le plan. Soit

un cercle de trés grand rayon de ce plan, centré en O ;

il est clair que ' est non nul en chaque point de ™

—p
Lemme 3. Si [ est assez grand, N(u', " ) = 2.
“ .? P - - - 2’
D'apres le lemme 1, u' s'annule forcément dans le disque limité par ™ ; donc U s'annule

sur S. Ceci achéve la démonstration du théoréme.

Démonstration du lemme 3

a) Considérons d'abord le champ de vecteurs particulier
Do - x%, xy )
UO = - X, —XY, —XZ
il est bien tangent & la sphére, car :
—y
OM . UO:XU —xz)—xy2~x22:x(l —xz—yz—zz):O
sur 5. Au pdle P(0,0,1) sa valeur est
Uy(P) = (1,0,0).
Un petit calcul facile montre que sa projection stéréographique est le champ :
U’ = [l(1~x2+y2) -xy]
0 2 ’

(ce champ s'annule aux points (1,0) et (~1,0))



Calculons te nombre de rotation de U’O le long d'un cercle [ de rayon R > 1.
Y La figure ci-contre montre le comportement de U'O le
longde I . 1] est clair que
NG, © ) = 2.

AN

s Nd P —> - ~
b) Revenons a notre champ quelconque u de départ ; comme u et Uy ont méme valeur en P,

ils restent voisins dans un voisinage de P. lls ne peuvent donc &tre en opposition dans

ce voisinage.
Le lemme 2 assure donc que si [ est de rayon assez grand, les nombres de rotation de

‘-’ -“’ ~ - “ 7 -
u' et u'O le long de [ seront les mémes ; ceci achéve la démonstration.

Référence : J. MILNOR. Analytic proofs of the "Hairy Ball Theorem and the Brouwer
fixed point theorem''- American math. Monthly, Vol. 85, 7(1978) - pp. 521-524.

J. MARTINET

(*) La restriction n'est qu'apparente ; rappelez—vous que toute fonction continue peut

étre approchée d'aussi prés qu'on veut par une fonction différentiable. Ainsi, si S

admettait un champ continu sans zéro, elle admettrait aussi un champ différentiable

sans zéro.



Pe la fonction ; aix travaux de Weil & Deligne

@ La fonction g de Riemann

Considérons la fonction h qui & s associe le nombre

o0
1 ] 1 1
h(s):1+-2—s-+ S+...+——g+...:§: -

3 N n=1 n

On démontre que cette écriture a un sens, c'est—-a—-dire que la fonction h est
définie dés que s est strictement supérieur a 1. De plus on peut étendre h aux nombres
complexes s = x + iy en posant, selon |['habitude, n°=n*. ei(ylnn) ; h est alors définie
dans le demi-plan complexe de partie réelle x strictement supérieure a 1.

Cette fonction h présente un intérét majeur dans |'étude de la répartition des
nombres premiers car il n'est pas trop difficile de voir que :

-1

oc
i m 1
CTD B (.. ©)
1 n p premier p

ol le produit infini dumenbre de droite est étendu a I'ensemble de tous les nombres
premiers.
Sous 'une des deux formes @ , cette fonction h n'est malheureusement

pas facile a manipuler et Riemann a découvert en 1859 la fonction ; qui prolonge la

fonction h au plan complexe tout entier (sauf en 1). |l se trouve alors que g vérifie
la relation fonctionnelle importante :
s
- 5 _ 1 - S
e S W 2 1 -5 (§ *
I P(Z)g(S)" | P(Z) (1 -s) @
ot I nest autre gue la fonction qui prolonge la notion de factorielle [r‘ N =mh-1) !1

et qu'on peut écrire :

O (x) = lim Aot

Nae XX+ 1)x+2) e (x+n=1)

* Cette relation avait été conjecturée par Euler qui 'avait démontrée pour s entier

et vérifiée pour quelques autres valeurs.



La relation @ nous montre que la fonction g présente une certaine symétrie,
plus exactement, comme les points d'affixe s et 1 - s sont symétriques par rapport au point
d'affixe —;- , la fonction g qui n'est autre que h pour Re(s) 3 1 est également bien connue
pour Re(s) < 0 (0 est le symétrique de 1 par rapport a %).

Reste le cas de la bande de plan correspondant aux parties réelles comprises

entre O et 1 et surnommée bande critique. On démontre que g s'annule une infinité de

fois dans cette bande et on a de bonnes raisons de penser que tous les zéros non triviaux *

de ‘S sont de partie réelle égale a % . C'est ce qu'on appelle I'hypothése de Riemann
et qui permettrait (si elle était vraie) de démontrer d'excellents résultats sur la réparti-
tion des nombres premiers, par exemple le '""théoreme' des nombres premiers qui dit que
le nombre & (x) des nombres premiers inférieurs a x est donné par :

X
@’(x)-—-/ 9t oy .

Int
2

L'avénement de |'ordinateur a permis de vérifier que |'hypothése de Riemann
est vraie pour les 3 500 000 premiers zéros ! **

Depuis 120 ans les mathématiciens se sont attaqués sans succeés a |'hypothése
de Riemann. L'une des méthodes a été de construire des analogues de la fonction 5 dans
d'autres corps que Q et d'essayer de voir ce qui se passe dans ces cas la. Différentes
voies sont possibles : corps p-adiques, corps finis, corps de fonctions. C'est dans cette

derniére direction qu'a travaillé A. Weil.

@ Quelques rappels d'algébre

Avant que d'essayer de généraliser la fonction ; nous donnerons quelques
rappels sur les anneaux et les modules. Le lecteur familiarisé avec ces notions peut

évidemment passer au troisiéme paragraphe.

a) Anneau unitaire. C'est un ensemble muni d'une addition qui en fait un groupe abelien

et d'une multiplication associative, ayant un élément neutre (1) et distributive par rapport
a l'addition [dans les exemples d'utilisation, |'anneau sera aussi commutatif, c'est-a-

dire que la multiplication le Sera] . Exemple : ( Z,+,x).

b) Idéal. C'est un sous—ensemble 1 de |'anneau A tel que

Va € A ¥x €1 axé€ 1

Les idéaux jouent un rdle trés important en théorie des nombre et on est amené a étudier

les propriétés particuliéres des idéaux .

* (‘;’ posseéde une infinité de zéros triviaux qui sont les entiers négatifs pairs.

** On a méme démontré qu'il y a une infinité de zéros de partie réelle égale & =

[N

(mais une infinité ne veut pas dire tous !).

O,



idéal premier : si tout élément de I'idéal de la forme ab est tel que soit a, soit b appartient
a l'idéal

Yx €EI x=ab =y (@ €1 ou b€ .
Dans Z, tout idéal est principal, c'est I'ensemrble des multiples d'un nombre donné ; les
idéaux premiers ne sont autres que ceux engendré par les nombres premiers. Mais cette

notion a I'avantage de permettre la généralisation & un anneau quelconque de la notion de

nombre premier.

c) Entiers dans un corps. Dedekind avait réussi a définir la notion d'entier dans un

corps de nombre (cest-a-dire dans une extension de Q), mais sa méthode ne pcuvait pas
€tre généralisée a un corps K quelconque. Dans ce cas il faut passer par |'intermédiaire
des valuations :
valuation : on appelle valuation ) dans un corps K une application surjective de K
dans Z, telle que L ( & /)7 )= L (k) + P (B)etquivérifie la relation :
Vo € K YAEK V(dA+A3) > min[:} (ot ), V(/%)] . Un pose de plus
V (0) =+ 00

On démontre que |'ensemble ) des éléments de K dont toutes les valuations
sont positives ou nulles forme un anneau qu'on appelle (pour un tas de bonnes raisons)
anneau des entiers de K. Tout idéal de ) sera dit idéal entier de K. Cn caractérise
les éléments premiers T de J) par le fait que pour toutes les valuations L (W) =0

sauf pour une pour laquelle Y (T ) = 1.

. . a "y
exemple : Prenons K= Q . Soit p un nombre premier, 5 oun élément de Q, o et /6’

les exposants respectifs de a et b dans leur décomposition en nombre premier. Posons

 (2)- 40

[l est facile de vérifier que Vp est une valuation dans Q qui vaut 1 pour p, O pour tout
autre nombre premier de Z et est positif ou nul pour tout nombre entier. On démontre que
toutes les valuations de Q sont obtenues de cette fagon. || est alors facile de voir que
les définitions données ci-dessus pour la notion d'entiers dans un corps K s'appliquent
a Q et redonnent exactement Z.

Soit alors (3 un idéal entier de K (idéal de I'anneau D des entiers de K).
Cn définit la norme de @ et on note N(@ ) le nombre des éléments de D /@ , ensemble

quotient de par la relation d'équivalence :

Va €D VBeD anf (=>d-B€O

d) corps de fonctions.Soit K un corps et K [x,y] I'ensemble des polyndmes a deux
variables a coefficients dans K. On sait que K [x,y] est un anneau. Considérons alors
l'idéal @ engendré par un polyndme q(x,y) ; q(x,y) = 0 peut &tre corisidéré comme ["équation
d'une courbe Q et @est alors I'idéal des polyndmes s'annulant sur Q. L'ensemble quotient

K [ x,y] /Q(obtenu par identification de deux polyndmes dont la différence est dans @
peut &tre muni d'une structure d'anneau. On construit alors son corps des fractions (de la

méme fagon que |'on passe de Z & Q) et on obtient le corps des fonctions rationnelles sur

@)

la courbe algébrique Q.




Cette construction peut &tre étendue & un nombre quelconque de variables.

On obtient alors le corps des fonctions rationnelles sur une variété algébrique.

e) Genre d'une courbe. Soit f(x,y) = 0 I'équation d'une courbe [, oli x et y sont des

nombres complexes. Si on veut résoudre en y et écrire y = G (x) cela est en général
impossible sauf a introduire des "fonctions multiformes". Pour pallier cet inconvénient
on peut imaginer de démultiplier le plan complexe en autant de feuillets que nécessaires
chacun correspondant a une valeur de la fonction pour que sur |'ensemble des feuillets,
9 soit une "vraie' fonction. L'ensemble des feuillets forme une surface appelée
surface est caractérisée par son genre, c'est-a-dire par son nonbre de "trous'" (le
tore est une surface de genre 1, la sphére de genre O). Le genre de la surface de
Riemann ne dépend que de f. On dira donc que c'est le genre de la courbe [ définie

par f. Cette notion de genre a pu €tre étendue a d'autres corps que €.

@ Généralisation de la fonction ‘5

Soit K un corps, on définit pour K une fonction ‘g K de C dans C (fonction <§

de Dedekind) par :
1

SO TN

a
ou la sommation est étendue & tous les idéaux entiers G de K. On démontre qu'on a
encore : . ] R
€ (&)= 11 (1- —

¢ N(P)®
cu le produit est étendu a tous les idéaux premiers P de K.
Malgré cette définition trés générale les propriétés des fonctions (g ainsi
construites dépendent du corps K. Suivant sa nature ces fonctions sont plus ou moins

simples.

@ Les Travaux d'Artin, Hasse et Weil

Dans sa these en 1921, Artin pris comme corps une extension de degré deux
d'un corps premier FFp = Z/p Z plus exactement il prit le corps KD = H:D(X’ \/ D(x))

ot D(x) est un polyndme a coefficients dans [F



Il démontra alors que la foncticn (g associée au corps KD est une fonction
rationnelie en pus. Artin vérifia pour de petites valeurs de p et différents choix du
polyndme D que "l'hypothese de Riemann'' avait bien lieu, c'est-a-dire que sa fontion (§
qui par ailleurs vérifiait une équation fonctionnelle reliant ses valeurs ens et 1 - s,
ne s'annulait que pour s de partie réelle égale a 1/2. Mais ce n'est qu'en 1936 que
Hasse démontra cette conjecture.

Dans la pratique, travailler dans KD consiste a travailler dans le corps des
fonctions sur la courbe y2 = D(x). Que se passe-t-il si on prend une ccurbe quelconque ?

Hasse put démontrer "l'hypothése de Riemann'' dans le cas d'une courbe de

genre 1, mais ce n'est qu'en 1948 que Weil acheva la démonstration pour une courbe de

genre quelconque. |l se mit alors a généraliser tous ces différents résultats au cas
d'une variété algébrique de dimension n quelconque. || émit & ce propos diverses conjec—
tures :

. . S . . .
. La fonction ‘g est rationnelle en p~ et il en donnait une expression formelle.
. La fonction % satisfait a une équation fonctionnelle généralisant celle
obtenue dans les cas classiques.

. LLa fonction % vérifie "l'"hypothése de Riemann' sur la position de ses zéros.

@ Les résultats de Grothendieck et Deligne

Au moyen de puissants instruments de topologie algébrique (cohomologie ...)
qgu'il n'est pas question de présenter dans cet article (j'en serais d'ailleurs bien incapable),
Grothendieck, en collaboration avec Artin, prouva les deux premiéres conjectures de
Weil en 1963. Ce n'est qu'en 1973 que Deligne démontra la troisiéme conjecture. ||
démontre méme un peu plus puisqu'il généralise le théoréme de Hadamard-de la Vallée
Poussin disant que la fonction (g n'a pas de zéro de partie réelle égal a 1.

Ces différents résultats, outre leur intérét intrinseque, ont des applications
et des retombées importantes en théorie des nombres ; par exemple le calcul du nombre
de solutions dans un corps fini d'un systéme d'équations polynomiales (généralisation
des équations diophantiennes) ; par exemple en théorie additive des nomkres ; par exemple
la démonstration de la conjecture de Ramanujan-Peterson...

La médaille Fields (qui avait été attribuée en son temps a Grothendieck) ne
récompense donc pas un résultat précis (encore que la démonstration de la troisiéme
conjecture de Weil suffirait sans doute a la justifier) mais un mathématicien dont les
travaux en de nombreux domaines font autorité et suscitent de nombreuses recherches.
N'est-il pas aussi important de savoir poser les bonnes questions que de savoir en

résoudre ?

Jean LEFORT
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Notion de tangente a une courbe
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Br a2 une idée vague ou fausse ...

# b traversz les réponses derites su verso

<

oot

de plus le niveau d'evpression tres 1

dans le langage. Sans vouloir insister iei sur cet aspect des choses, volel quel-

gues exempleg

" il y a une infinité de tang

.vy
@
o3
b

R
G
v
=4

un cerclie ¥

cercle "

b

& chague point , nous pouvons tracer

E n's pas de tangente car il ne se trouve pss sur ure droite en forme de

" Je pense gue pour les points B F C H J K M on ne peut pas tracer de droite

gu'on appelle tangente car cette droite ne se trouve pas sur la m8me ligne

et cette droite ne touche pas ls ligne sur le nméme cgté "

" Il n'y a pas de tangentes & la droite auy points B C D E H J L car les tan-

gentes & ces points coupent 1z droite.”

2Y Etude par type de difficultés

s,

Un premier dépouillement des réponses nous a amené i regrouper les différents

points de 1z ligzne de 1z manidre suivante :

type T ¢ A, O, D, L <« ils permettent de ddceler s'il v 2 ddéja une certaine notion

3

type I1 2 M =
type 111 : B ¢ int double, deux "tangentes"

type IV 3 F u K

1 o f . % N : vy
type ¥ : B isauf sur l'un des dessing; point d°
type VI : J (et parfois H) point sur un segment de droite,

A - B - : s
résultats {approchégj en pourcentage sur l'ensemble des réponses exploitdes :

Fype 1 18 jiis w Y v

reussite 70 | 25 |20 | 5 | 10 | 40
en /o

Ce qui permet de clagser pay orire de Cifficultéd les diffdrents cas

e o et
résultats un peu plus fins (en % }

Le tzbleau ci-aprés permet de préciser un peu le type de difficultéd

de &é@efﬁ} point anguleux ocu de rebrousse-

présaetis,

rencontrie.



pas de réponse 16 L.%S 40 39 67 72

réponse Causse 9 ¢34 24 47 E 16 15

réyanse en Parh'e J'us}‘e 7 2 16 4 8 2

%meeéuﬁt 68 76 21 6 q 42

¥ point d'inflexion et point sur une portion de droite ¢ ils Ismissent perplexe,

,

sans idée 3 1'dléve a du mal 2 concevolr une tangente en de tels points.

¥ point double : ls vole est ouverte pour y saisir "les tangentes®,

# point 3 Y'extrémitd ou point anguleux... : c'est 14 gu'il v = le plus de réponses
fausses ; ce sont certsinement les points les plus révélzteurs de la notion que

possedent les dléves ; ce seront les plus durs "a faire conprendre’

r -

%) Etude de ls stratégie susceptible dlavoir é€té utilisée par 1'éldve

2

Plus intéressante peut-8tre est la recherche de stratégies utilisdes par les

subiective des auteurs du dé-

)

el
v
”}

dleves pour répondre,
pouillement est nettement présente, maie s'appuie sur de nombreuses remargues d'éléves
s'expliguant sur leur manisre de procéder,

12) Stratégie extérieure

iere d'un méme o8td de la droite,

remaygue @ dans certains crs, cela donne bien la tarngente |
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Les entiersr d° Euler

Les entiers dont je veux vous entretenir sont moins connus que les nombres
d'Euler ou les nombres eulériens, analogues respectivement aux nombres de Bernoulli
ou aux nombres de Stirling. Et pourtant, sous une certaine forme, ces entiers qui
fascinaient Euler étaient déja connus des Anciens.

Je vais d'abord en montrer |'origine et en donner I'expression générale.
J'en établirai ensuite quelques propriétés remarquables. Puis j'en donnerai des
applications en théorie des nombres.

On verra a cette occasion la commodité de la notation de nombre périodique

et I'utilité de la notion de polynome arithmétique.

I. Expression générale des entiers d'Euler

Considérons le produit illimité

TX) = (1= X0 - x5 = xD)...
qu'Euler a rencontré a propos du probléme de la partition des entiers. || a par exemple
montré que le nombre p(n) des partitions de n en sommes d'entiers distincts ou non, est
engendré par |a fonction

] n
00 =1+ n%() p(n)X .

En développant T (X) en série entiére, on s'attend a priori a trouver des
coefficients de plus en plus grands. On est d'autant plus surpris de ne constater que
des coefficients 1 ou -1, isolés dans des lacunes de coefficients nuls, lacunes dont
I'ampleur croft dans |'ensemble et tend vers |'infini. De fagon plus précise :

- 12 % Ay 85 Fg “n
(M (X)) =1-X "= X 74X 4+ X "-x7-X +...+En>< ..

Les coefficients sont, par couples de termes, alternativement —1 et +1. Pour

voir comment se comportent les exposants, dressons en une liste initiale :

Tableau | des entiers d'Euler a

n 1t 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

a T2 5 7 12 15 22 26 35 40 51 57 70 77 92 100

ALTO 3@ 503 70 90 11 ® 130 150

* Conférence faite a la Régionale de Strasbourg en avril 1979

Gy



Les a semblent suivre une loi compliquée, puisque leur vitesse de croissance

est oscillante. |l est naturel de former la suite des différences & = a a - On
n

n+1
constate que ses termes de rang impair sont les entiers naturels et ses termes de rang
pair sont les nombres impairs en partant de 3. a
] . . n
Nous allons donner une expression simple du terme général & nX de la

série (1), grice a deux définitions et & un théoréme.

Définitions

(m Un nombre périodique u = [u] » Ugy ey uk] est égal au u, des crochets

tel que n = i, modulo k. (On représente donc trés naturellement une suite de période k
par ses k premiers termes, en particulier u = [a,b} signifie que u =a sin est

impair et u = b sin est pair.)

(2) Un polygone arithmétique P(n) n'est défini que pour n entier positif et ne

prend que des valeurs entiéres ; il différe d'un vrai polynome en ce que certains de
ses coefficients sont des nombres périodiques.

Nous admettrons le théoréme de sommation suivant, facile a établir.

Théoreme 1
(1 Si u, = [a,b} etv = [a,b] n, alors
n
Z (a+b)n+ [a-b, 0]
. =
. i 2
=1
N 2
Z y _la+bn” + [Za, Zb-} n o+ [a~b,01
. i 4
i=1
On voit sans peine que
n+1 " ]
Anw 2 11’2
On peut donc calculer
an:1 +(A] +A2+ +An—1)'

En appliquant le théoréme 1 et en tenant compte pour les crochets de la différence de

parité den - 1 et de n, on trouve :

13-+ [o, -1 1
dnw1+2. 5 t

N

3102 [, 21 - (o, -]
4

D'ol en simplifiant

Théoreme 2

(2) Le n-ieme entier d'Euler est le trinome arithmétique

30y 4, 2] ns [0, O
a 8

&)



Corollaire

Le terme général de la série “T(X) est

T2
INE 4,2 1,07)
[-1,—1,1,1] x B R SRR U

Nous définissons les entiers d'Euler a_ par le tableau |, indéfiniment

prolongé a I'aide des deux progressions arithmétiques imbriquées, et la formule (2)
en découle. Par contre nous avons admis la formule (1). Du vivant d'Euler elle restait

conjecturale. Ce n'est qu'au siecle suivant que diverses démonstrations en ont été

données, notamment par Legendre (2), Cauchy, Jacobi et Sylvester. Au sujet de cette

relation je crois qu'il vous intéressera d'entendre Euler lui-méme. Dans un mémoire
intitulé "Découverte d'une loi toute extraordinaire des nombres par rapport a la
somme de leurs diviseurs" (3), il dit :

""J'ai multiplié actuellement un grand nombre de facteurs ensemble et j'ai
trouvé cette progression (..... ). On n'a qu'a entreprendre cette multiplication et a
la continuer aussi loin qu'on jugera & propos, pour se convaincre de la vérité de cette
série(..... ). J'ai longtemps cherché en vain une démonstration rigoureuse (..... ) et
J'ai proposé la méme demande a quelques-uns de mes amis dont je connais la force dans
ces sortes de questions ; mais tous sont tombés avec moi d'accord sur la vérité de cette
conversion, sans avoir pu déterrer aucune source de démonstration. Ce sera donc une
vérité connue, mais pas encore démontrée."

Euler a écrit ce texte en francais, comme celui des citations qui vont suivre.

I'l. Propriétés des entiers d'Euler

Fosons d'abord une question toute simple. Quelle est la parité du n—iéme
entier d'Euler 7 En examinant le tableau |, il semble que les parités se reproduisent

avec la période 8. Or,

2
oes e leo] mewe [0l oL [2g) 6]

n+ 8

Comme 6n + [28, 26} est pair pour tout n, il s'en suit :

Théoreme 3

La parité de a est celle du nombre périodique [1 ,0,1,1,0,1 ,0,0]

De méme a_ = [],—1,—],7,0,01 modulo 3, car a a4+ 3 3n + [H,]O]
n Nn+6 n 2

Voici maintenant une question plus importante. Trouver une propriété carac—

téristique des a. FPour que N soit un nombre d'Euler, il faut que |'éguation

N_3n2+ [47 2] n -+ []’O}
B 8

o 3+ [6,2) ns [1,0]-8n=0

&



ait une racine positive entiere. || faut donc que son discriminant réduit

A-To,i] 2-s 0] vaan- [a,1] - [3,0] s2an=[1,1] +2un -
1+ 24N
soit un carré parfait. Reciproquement soit
26 N + 1= kz
ot k, nécessairement non multiple de 3, est de la forme 3n + 2 ou 3n + 1. L'égalité (2),
qui peut s'écrire
242 +1=0n" 3420+ [a,1] =Gne [21] )%

montre alors que N est le n—iéme entier d'Euler.

Théoréme 4
. . . , o 2
Un entier n est d'Euler si et seulement si 24 N + 1 est un carré parfait k™.
k
3 ).

Les a, ont encore une autre propriété caractéristique. Distinguons dans (2)

Son rang est alors [%] (partie entiére de

n impair ou pair :
2

3k” -k
Dn=2k-1=) a, =T =1,5,12, 22 ...
2
k
Dn=2k =>a -k K o5 g5
n 2
2
. 3k” - k
Les entiers s sont les nombres pentagonaux,
1
I connus depuis I'Antiquité. lls comptent les points
L . .
72 1 marquants des pentagones fermés ci-contre. Les
entiers 3k2 + k ont aussi une représentation arith-
45 2
mogéométrique simple : ils comptent les points
marquants des pentagones ouverts. Nous les appelle—
rons donc nombres pentagonaux de seconde espéce.
Remarquons qu'on les obtient aussi par 3k2 -k pour k=-1, -2, -3,
2
Théoréme 5
. ~ N 32 H g
Les entiers d'Euler sont identiques aux nombres per\tagonaux“’“g“*w

Les a vérifient-ils une relation de récurrence ? Oui, car a est un polynome

arithmétique. On sait en effet (1) que tout polynome arithmétique u_ de caractéristiques

(d, g, p) (on précisera de suite cette notion) vérifie la relation de récurrence linéaire
d - .
{(1—u) gU—up)gﬂLT} =0

les accolades signifiant que dans le polynome développé on remplace toute puissance

i
u par u
p A



1
Lo B b A
Pour a de (2) le degré d = 2, le grade g = 1 (c'est-a-dire que n est la

plus haute puissance a coefficient périodique) et la pseudo-période p = 2 (plus petit

commun multiple des péricdes des coefficients). Donc :

2
{(1—8)(1-a2)} = {]—8—282+283+84—85} =0

et par suite :

Théoreme 6

Les entiers d'Euler vérifient la relation de récurrence linéaire

a -—a _q- Zan—Z + Zan_3 ta _g= 0.

Quelle est la fraction génératrice de a_ ? On sait (1) que tout polynome

arithmétique u_ de relation de récurrence {F(u)} = 0 est engendré par une fraction
rationnelle gg—% , ol le degré de f( X) est inférieur a celui de F(X). Donc a_ est

engendré par une fraction

F(X)
(1 - X)(1 = X%

:1+X+2X2+5X3+7X4+...+an><n+...

ol le polynome f(X) est du 4e degré au plus. On en déduit facilement

FX) = 1= X2 4 3% 4 x4

~

d'ol :

Théoreme 7
Les entiers d'Euler sont engendrés par la fraction rationnelle

2 3 4
] - X7 4+ 3X" + X :]+Z

2 a, x"
(1= )01 = x4 n>0

I'1l. Applications

1) Partitions d'entiers.

Nous allons démontrer la proposition suivante :
Théoreme 8

Soient p et i respectivement les nombres de partitions d'un entier en un

nombre pair ou impair d'entiers inégaux. Alors p = i, sauf pour les entiers d'Euler.
Pour un tel entier de rangn, p =i + [~1 y =1 ,1,1] , la variable du crochet périodique
étant n,

Corollaire

Le nombre de partitions d'un entier en parts inégales est pair, sauf pour les

entiers d'Euler.




Le coefficient C,, dans la série entiére

N
(1 =000 = X301 = XD =1 e et XN
est le méme que celui de XN dans le polynome
(3) (=00 X0 -x - xM e e e e NN e,

Or en effectuant le produit (3) sans réduire les termes semblables, on
. . N , -
obtient avec le coefficient (+1) tout X * dont 'exposant se présente comme partition
. . . N
de N en un nombre pair de termes inégaux et avec le coefficient (=1) tout X = dont

I'exposant est obtenu comme partition de N en un nombre impair d'entiers distincts.

Donc CN =p-i, qui daprés (1) vaut § - [—1 ,=1,1, 1] ou 0, suivant que N est
entier d'Euler ou non.

Remarques

1) Quoique le théoréme 8 résulte presque immédiatement de ['identité (1), il

semble que Legendre ait été le premier a |'énoncer (2).
2) A présent les grandes lacunes de la série (1) s'expliquent : elles traduisent
simplement le fait qu'en général les partitions d'un entier en un nombre pair ou impair

de termes inégaux s'équilibrent.

2) Fonction § (n) d'Euler

On désigne habituellement par & (n) la somme des diviseurs de |'entier n.

Ainsi Z>(8) =1 +2+4+8=15. Voici les premieres valeurs de é (n) :

n [ T 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 213 14 15 16

&(n)l T 3 4 7 6 12 8 15 13 18 12 28 14 24 24 31

Les nombres premiers sont évidemment caractérisés par g p)=p + 1. Pour

des nombres premiers inégaux Pps Pos ooes P la fonction Z (n) est multiplicative,
c'est-a~dire

Z)(p1 p2 s .. DP): %(D])&(Dz) CREY ;(DP)

On le voit aisément en effectuant le produit (1 + p ])(T ¥ p2) R pr) du
second membre. Plus généralement
o1 A2 Ary Al < 2 oAr
Z(p] P, cee P ).727(;3] ) (pz ). (pr ).

A propos du tableau des é (n) Euler observe : "L'irrégularité de la suite des
nombres premiers s'y trouve entremélée (...). |l semble méme qu'il y ait ici beaucoup

plus de bizarrerie." Et pourtant il y a découvert une loi :

Théoréme 9

La fonction 2 (n) vérifie la relation récursive

(4) é(n) = Zy (n—a])+27 (n—az)-Z, (n-a3)‘ Z) (n—a4)+. .., par convention S (k) = {8 2: Ezg

36)



Les a, sont les entiers d'Euler et les signes sont alternés par couples de

termes.

Exemple :  4(7) = &(6)+ L(5) - (2 -2 =12+6-3-7-8.
Voici I'ingénieuse démonstration du maftre.
Prenons la dérivée logarithmique des deux membres de (1) et multiplions
la par (-X) :
v - X . ZXZ +3><3 . "X+2X2—5X5~7X7+... N
[ I R I s Toxox2axex! D
Développons les fractions du premier membre en série entiére :
Y=x + ol xd ot P /l’*6+x’&'+ )(‘Xf- - -
¢
2 x" +2X +o ¢ roxty —
3> +3 4t - -
%){&? +¢x~g o
sxt -
6kt + ==
2t =~
gt -
ot

volx s L @xE i b 3 e b wxt s

La relation 0 = YD - N s'écrit donc

0=bE)ie+ @) 30) 0% ¢ At 1m0y LR 4 den) X e - -
by RF =SRS5S Z L) LT L) xS <) K -
—~bent = b@) ! 230 0T by 0 C LR -

ol ab s ba) X

B e T e

2 +5“X$\ +EX R -~

—— evtg

—- - X

o n .
En annulant le coefficient de X au second membre on trouve la relation (4).

. . . - 7
On le voit facilement en regardant comment s'obtient par exemple le coefficient de X' .

Signalons une proposition d'Euler qui ressemble étrangement a la précédente.

Elle concerne le nombre de partitions de n, dont voici les premiéres valeurs :

n I] 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M 12 13 14 15 16

T2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 77 101 135 176 23]

p(n)

)



Théoreme 10

Le nombre p(n) de partitions de n, répétitions admises, vérifie la relation

récursive 1 sik=o0

p(n) = p(n-a,)+p(n-a,)-p(n-a,)-p(n-a,)+..., par convention p(k) =
] 2 3 4 .
0 sik<o.

Les a, sont les entiers d'Euler et les signes sont alternés par couples de

termes.

Cette formule résulte immédiatement du fait déja mentionné que p(n) est
engendré par .l.—rl(;(—) .

N'est-ce pas fabuleux que deux 8tres aussi disparates que é 0 la somme
des diviseurs de n, et P le nombre de ses partitions, suivent la méme loi récursive,
a un détail prés (& (0) = n, pld)=1)7?

Ramarujan a montré que p(5k - 1) = 0, modulo 5. J'ai trouvé un résultat

analogue pour é {n) :

Théoréme 11
Tout g (3k = 1) est multiple de 3
Abrégeons la notation '"A = B, modulo 3" en |'écrivant A = B. Désignons par

N
p ou g un nombre premier autre que 3, suivant que NE -1 ouNZ 1.

La décomposition en facteurs premiers de n = 3 k — 1 est de la forme

A1 A2 oA r A 52 fs
n:3k~]:(p] P, s P )(q] a, fes G ) = PQ.
Den=-1et QE1 il résulte P=E-1 et donc °k1+ 0(2+...+ O(Pimpair.
Iy a donc au moins und 0 soit  , impair et par suite

A
Z)(po():1+p+p2+...+po( =1 -1+1=-1+...+(=1)y =0

Or, on sait que

& el o
b -3k, Nle, .. Lk, Puéwf‘)l,(qu)... 2 %5,

Par suite 2) (n) = 0, car dans ce produit le facteur %(pd )= 0.
Remarques
1) On voit de méme que é (n) est multiple de 3, si et seulement si la décomposi-
tion de n en facteurs premiers présente au moins une puissance de la forme
Gk - DT 0w @K s 1T,

2) Liouville a montré que g(n) est pair, sauf si n est un carré ou le double

d'un carré.
Pour finir je voudrais vous lire et commenter un texte d'Euler, qui montre,
avec une charmante frafcheur, d'une part son enthousiasme pour son étonnante formule

(4) et d'autre part le mystére qui entourait encore pour lui les entiers d'Euler :



"On sera d'autant plus surpris de cette belle propriété, qu'on ne voit aucune
tiaison entre la composition de ma formule et la nature des diviseurs sur la somme
desquels roule la proposition. La progression des nombres 1,2,5,7,12,15, ... ne
paraflt pas seulement avoir nul rapport au sujet dont il s'agit, mais, comme la loi de
ces nombres est interrompue et qu'ils sont mélés de deux progressions différentes, &
savoir 1,5,12,22,35,51, ... et 2,7, 15,26,40, 57, ..., il semble presque qu'une
telle irrégularité ne saurait trouver lieu dans ["Analyse."

Ainsi Euler s'étonne que a_ prenne ses valeurs dans deux progressions
différentes, plus précisément dans deux trindmes du second degré. Or, contrairement
a ce qu'il pense, on rencontre fréquemment en analyse des suites d'entiers qui prennent
leurs valeurs dans plusieurs polynomes : ce sont les polynomes arithmétiques, qui ont
tous une fraction rationnelle génératrice et vérifient une relation de récurrence |iné-
aire. |l est piquant de constater que de telles suites se présentent en particulier dans
une question dont justement Euler s'est occupé : la partition d'un entier en parts de
valeurs données. En voici un exemple concret : de combien de manjéres peut-on
partager un ensemble de n objets identiques en lots de 12, 13 et 17 piéces ? Cela
revient a trouver le nombre jn de solutions non négatives de |'équation diophantienne
(5) 12X+ 13Y + 172 = n.

Ces partitions sont régies par un théoréme treos général, dont la premiére
partie est due a Euler :

Théoréme 12

Le nombre jn de solutions non négatives de |'équation diophantienne a coeffi-

. ; . r , .
cients entiers positifs s oig. xi = n est engendré par la fraction
i=1

1 . N
X2 Ar, Z Jnt
Yoo (b=t ) nyO0

Al

(1 -t W1 —t

La fonction j(n) est un polynome arithmétique qui a pour degré r - 1, pour

grade m - 1, m étant le nombre maximum de & ; ayant un diviseur commun autre que 1,

et pour pseudopériode le plus petit commun multiple des & i m.

Ainsi pour 'exemple (5) jn est un polynome arithmétique de caractéristiques

(2,0,2652). Plus précisément on sait (1) que jn vérifie une relation de la forme
2(12 x 13 x 17)jn = nZ + (12 +13+17)n + u

ol 1 est un nombre de période 12 x 13 x 17 = 2652. Le nombre jn prend donc ses
valeurs non pas dans 2 mais dans 2652 trindmes du second degré.

Vous pensez sans doute que les 2652 composantes de u_ sont longues a
calculer et 'expression de jn longue & écrire. Il n'en est rien. Le calcul de u prend
exactement 5 secondes, car il se fait par ordinateur (avec le programme de résolution
d'un systéme d'équations linéaires, dont dispose tout centre de calcul) et jn s'écrit

n% 4 420 5 100(A — B ) l
8] N

5304

n




ou

il

A = [5,21,25,17,-2,17,25,21,5,30,42,42,30 ]

"

B - [-2,17,6,17,-2,0,24,17,33,17,24,0]

a

It

ont respectivement 13 et 12 composantes ; les doubles barres désignent |'entier le

plus proche.

E. EHRHART,

Strasbourg.

(1) E. Ehrhart - Polynomes arithmétiques et méthode des polyédres en combinatoire,
Birkhauser, Bale, 1977

(2) A.M. Legendre — Théorie des nombres, 1830

(3) L. Euler -~ Opera Omnia, série 1, Vol. 2, p. 241-253
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PRECISIONS

Le compte-rendu d'une expérience pédagogique est toujours chose délicate :
trop de détails, et Iz narration sera pénible, la lecture fastidieuse ; pas assez et certains
lecteurs se méprendrons sur le sens de certains passages.

L'article ""Philosophie et mathématique' péche sans doute par un défaut d'in-
formations. D'autant plus que comme nous |'avions dit a la fin, le mot "sexe' reste tabou
et pas seulement aupreés des parents d'éléves puisque certains lecteurs de '"L'Ouvert" ont
été étonnés qu'on puisse parler de relation sexuelle dans un cours.

Nous tenons donc a apporter les précisions suivantes sur le déroulement de
cette expérience :

- Ce sont les éléves eux-mémes qui a la lecture des résultats du sondage du "Nouvel
Observateur' et en les comparant a leur comportement, ont estimé qu'il y avait peut-

étre tromperie. Pour vérifier cette hypothése le professeur de philosophie leur a proposé
d'effectuer le méme sondage dans |'ensemble de ses classes. Cette proposition fut acceptée
par les éleves. Ceux—ci se sont d'ailleurs bien rendu compte du biais introduit dans les
réponses en raison du non-anonymat de |'enquéte ainsi réalisée entre eux.

- Ce n'est qu'aprés coup que le professeur de mathématique a observé que les questions

3 et 4 étaient (volontairement ou non) trés mal présentées. Les éléves avaient déja
réalisé leur enquéte et c'est pourquoi dans le texte de |'article le commentaire d'éléves
vient avant la critique mathématique. Cette critique a durée environ une heure face & des
éléves de terminale C dont I'intérét pour le cours de philosophie s'est soudair accru.

Nous ne renions nullement cette expérience malgré ses lacunes et ses
défauts. |l nous semble pédagogiquement bon de partir des désirs des éléves pour les
amener a réfléchir & travers la philosophie, les mathématiques ou une autre discipline
sur la société actuelle. Ouvrir |'école sur le monde, c'est ne pas refuser, a l'occasion,
de parler des questions sexuelles en classe quand elles s'étalent dans toutes les publi-

cations accessibles aux éléves.

J.-J. EPP et J. LEFORT
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UN!VERS! TE LOUIS PASTEUR

UJ\/ INSTITUT ¢ RECHERCHE
MATHEMATIQUE AVANCEE

10, rue du General Zimmer Laboratoire Associé au C.N.R.S. n°1
67084 STRASBOURG cedex (France)

Telephone (88)61.48.20
le 4 janvier 1980

Le Séminaire sur les FONDEMENTS DES SCIENCES est consacré cette
année a4 quelgues points concernant l1'Histoire et le développement
de certaines notions mathématiques. Les organisateurs ont fait

un effort particulier pour solliciter des conférenciers presti-
gieux et leurs efforts ont été couronné de succés (voir programme

ci-dessous)

J'ai 34 coeur de recommander & mes collégues un effort en vue

d'achalander ce séminaire

G. REEB

PROGRAMME

17 Janvier M. Jean DIEUDONNE, de I'Académie des Sciences :
«Les grandes lignes de I'évolution des mathématiquesy

24 Janvier M. Bernard MALGRANGE, Université de Grenoble
«Mathématique et Physique : quelgues aspects de leurs rapports auj iourd'nub

31 Janvier M. Maurice CAVEING, C.N.R.S.
«Le sens de I'axiomatisation euclidienney

14 Février R.P. Pierre COSTABEL, Ecole des Hautes Etudes en Sciences Sociales :
«Mathématiques instrumentales et structures logiques ay XV féme sieclen

21 Février M. Jiaan SEBESTIK, C.N.R.S.:
«Le systéme mathématique de Bo'zanoy

6 Mars M. Guy WALLET, Université de Poitiers :
«L"origine du calcul différentiel chez Leibnizy
13 Mars M. Roshdi RASHED, C.N.R.S.:
«Diophante dans les Mathématiques Classiquesy
20 Mars M. Pierre DUGAC, Ecole des Hautes Etudes en Sciences Sociales

«Sur les fondements de 'analyse « de Cauchy & Dedekindy

27 Mars M. Jean-Pau! PIER, Université de Luxembourg :

«Histoire de la notion de compacitéy

@3 e



24 Avril M. Jean LADRIERE, Université Catholique de Louvain :
«La philosophie mathématique de Godely

8 Mai M. Jean-Louis OVAERT, Université de Marseille :
«Le role des problémes numériques dans la construction des concepts de 'analyse au XVHiéme siecley

22 Mai M. Guy HIRSCH, Université Libre de Bruxelles :
«Comment Ia topologie est devenue algébrique

29 Mai M. Gert H. MULLER, Université de Heidelberg :
«Essai sur e Platonisme dans les mathématiques d’aujourd’huiy.

Toutes ces conférences auront lieu a I’Amphi A. Frenkel, ou a la Salle C9, proche de I’Amphi

Strasbourg, Esplanade, & 17 heures.



